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Avant-propos

Ce cours fait suite a plusieurs années d’enseigmiedes travaux dirigés
du module de Mécanique des socles communs des wesnkbl et SM. Son
contenu répond au programme officiel du module decd@iique enseigné au
niveau de ces socles communs. Nous estimons quitl gussi étre utilisé par les
étudiants du socle commun ST.

Ce polycopié ne couvre pas de fagcon compléte jet gelatif a la
mécanique du point. Notre but est surtout de fowriétudiant un outil de base
minimal et accessible dans le cadre du programrfieiedf L’étudiant peut
ensuite approfondir, selon ses besoins, ses caamaiss. Les exercices résolus
donnés a la fin de chaque chapitre sont, pour Ugapt, ceux proposés aux
étudiants de ° année (socles communs des domaines SM et Ml) Badalté
des Sciences Exactes.

Lors des séances de travaux dirigés, nous aveonargeé une maitrise
insuffisante de la langue d’enseignement par cevtatudiants. Ceci rend
parfois difficile la compréhension des conceptemtiiiques. Ces étudiants
découvrent pour la premiere fois des termes nowvgewr eux. Pour leur
faciliter la transition Lycée-Université, nous asofjugé utile d’inclure un
lexiqgue de terminologie Francais-Arabe a la finpdlycopié. Aussi, un premier
chapitre est consacré aux outils mathématiquesade btilisés dans le présent
cours.

Les références bibliographiques permettant d’élarng d’approfondir le
sujet sont données a la fin de ce cours. Nous avoientionnellement
selectionné une liste d’ouvrages disponibles ddhotheque de l'université de
Béjaia. Bien entendu, une vaste bibliographie ingdatau sujet est aussi
disponible sur internet.



Notation

Les vecteurs sont notés en gras.
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[.1 Introduction

La physique est une science qui a comme but I'éele propriétés de la matiere et
I'établissement des lois qui régissent ses diffésrenmportements. Parmi les branches de la
physique on peut citer : la mécanique, I'optiquiéectricite.
La mécanique est la premiere branche de la physigus’est développée avec I'étude du
mouvement des planétes et de la chute libre qut poovoqués par l'interaction de
gravitation.
La mécanique peut étre subdivisée en trois parties

- La cinématique : étudie les mouvements des ceaps tenir compte des forces qui
les provoquent.

- La dynamique : étudie les mouvements des cdries éorces qui les provoquent.

- La statique : étudie les conditions d’équilidien corps.

|.2 Les vecteurs

Un vecteur est un segment de droite orienté. @edesente par une fleche (figure 1.1). Il est
caractérisé par sa direction, son module et son &enmodule d’'un vectef noté V|| est la
longueur de la fleche. L'intensité d’'un vecteur &ghle a son module.

Extrémité

Origine
Représentation d’'un vecteur. Figure 1.1

Remarque

Les notions de direction et de sens ne doivenépasconfondues. La direction d’'un vecteur
est l'inclinaison de la droite qui porte ce vecteldlle peut étre par exemple horizontale,
verticale, inclinée de 23° par rapport a I'horizdatetc... Dans I'espace, il existe une infinité
de directions. Pour une direction donnée, il exiax sens possibles. Par exemple pour la
direction verticale, on a deux sens : de haut srobiebien de bas en haut.

L'opposé d’'un vecteu¥ est un vecteur notéV qui a les mémes module et direction §que
mais son sens est opposé a celWde
Un vecteur unitaire est un vecteur dont le modsteégal a 1.

1.2.1 Multiplication d’'un vecteur par un scalaire
SoientV un vecteur €t un nombre régll € R). Le produit dé\ parV notélV est un vecteur
dont :
- la direction est la méme que celle\de
- le module [\V]| est égal & |[V||, ou}]| est la valeur absolue de
- le sens est celui désiA est positif ou opposeé siest négatif.
SiA = 0,AV est un vecteur nul not
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1.2.2 Addition de vecteurs

Soient deux vecteuis; etV,. La sommeS =V, + V, s’obtient en déplacaM; prallelement
a lui-méme jusqu’a ce que son origine coincide dsdrémité deV;. Le vecteurS a alors
comme origine celle d&; et comme extrémité celle 8 (figure 1.2).

La différence entre ces deux vecteurs &tV -V, =V +(—V)).

Somme et différence de deux vecteurs.

Figure 1.2

On démontre que :

ISIF = IV4If + [VaIf + 2 V4| [V2]| co®
IDIF = IM4If + [VIf - 2 [Val| V]| co$

ou 6 est I'angle que fai¥/; avecV,.

Soient trois vecteurg, V,, V3 et deux nombres réeals . On démontre les propriétés
suivantes :

Vi+Vo=V,+V;

Vi+(V2+V3)=(V1+Vy) +V3

a(BV)=p(aVi)=(@p) Vs

(a+B)Vi=aVi+pV;

(X(V1+V2) =aVi+aV,

1.2.3 Composantes d’un vecteur

Soient trois vecteurs j, k non nul et non coplanaires dans I'espace a tiaigmsions. Ces
vecteurs ne sont donc pas tous dans un plan. Oordéanque tout vectew donné dans
I'espace est une combinaison linéaire unique detewesi, j, k ; c'est-a-dire :

V =xi+yj+zk etonlenot® (x,y, z)

ou X, y et z sont des nombres réels appelés comigssdeV .

L’ensemble i, j, k) forme une base de I'espace a trois dimensions.e@gemble est dit
orthogonal si les angles entre les différents westsont égaux a 90°. Cette base est unitaire
si les trois vecteurs, j, k sont unitaires. La base j, k est dite orthonormée si elle est
orthogonale et unitaire en méme temps.

Pour deux vecteuid: (X1, Y1, 1), V2 (X2, Y2, Z2) eta un nombre réel, on a :

VizVo (X1t X, V1Yo, 2 +2)

oV ((1 X1, O Y1, O Z]_)

1.2.4 Produit scalaire de deux vecteurs

Par définition, le produit scalaire de deux vecaly etV, (notéV;. V,) est le nombre réel
(scalaire) :

V1. Ve = [Vl [V2l| co®

ou 6 est I'angle entr&/; et V.
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Nous pouvons constater que :

- V1.V, =|VM4|| projection d&/, surV; (figure 1.3).

- SiV, est perpendiculaire\&, (6=90°) alorsV;. V, = 0.

-V1. V= Valf.

Le produit scalaire posséde les propriétés suig :
-V1.V2=V,.V (commutativité

- (V12 Vo) .V3=V;1.V3xV,. V3 (distributivité par rapport a +)

N Va
Projection dev, surV
Figure 1.3

Si (x1, Y1, z1) et (%, Y2, z2) sont les composantes respectives des vecV; etV, dans une
base orthonormeée, {, k) on ¢:

i.i=j.j=k.k=1 eti.j=j.k=i.k=0 donc

Vi. Vo= +yj +zK) . (0 + v + 2K) = xoxo(ii) + Xayo(i.) + xazo(i.K) + yixo(j.i) +
Y1y2(.j) + Y122(j K) + zixa(K.i) + z1y2(K.j) + 2122(K.K) = X1X2 + Yiy2 + 212>

On obtient ainsi la forme analytique du produitiaica.

SiVi=V,alorsV,.V; = ”\/1”2 = X12 + y12 + 212 et donc

V4| =\/X12 +y12+12z42

1.2.5 Produit vectoriel de deux vecteur
Le produit vectoriel de deux vectelV;etV, (notéVix V, ou bienVi, Vy) est un vecteuy
de sorte que :

- IM]| = V4]l V2|l sird ou6 est I'angle entr&/1etV, (0<6 <180° et sif > 0).

- La direction deV est perpendiculaire au plan formé par les deuxeuesV; etV;;
c'est-a-dire/ est perpendiculaire en méme tem Vet aVo.

- Le sens d& est donné par la regle du tou-vis ou de lanain droit¢ (figure 1.4).

V1x Vo

Main
droite

Figure 1.4
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Lorsque les deux vecteus et V, sont parallelest(= 0 ou 180°), leur produit vectoriel est
nul.

Le produit vectoriel posséde les propriétés suasnt

Vi1x Vo =-V,x V; (anticommutativite)

Vix (V2x2V3) =Vix Vo2 Vix V3 (distributivité par rapport a 1)

Une base orthonormék |, k) est dite directe si :

ixj =k, jxk =i etk xi =j.

Tout au long du présent cours, la base orthono(mpge) considérée est directe.

Soient deux vecteuld(Xs, y1, z1) etVa(Xz, V2, 22) de I'espace a 3 dimensions :

ViX Vo= (X + Yy +zK) X (X0 + Yo + 2K) = XgXo(ixi) + Xpy2(iX]) + X1z22(ixk) + yaxo(jxi) +
Y1Y2(1X]) + Y1Za(j XK) + zXa(kxi) + z1y2(kX]) + z1z5(kxk)

Sachant queixxj =k, jxk =i,kxi =j,ixi =] xj =k xk =0 alors

ViX V2= (Y122 - z1y2)i + (z1X2 - X122)] + (X1Y2 - Yixo)K

V1X V3 est aussi donné par le déterminant suivant :

i -] Kk Y1 Z X 2 X W

X1t B z| = I - j o+ K
X2 Yo 2 Y 2 X 2 X ¥
Remargque 1

Le module du produit vectoriel V| x V|| représente la valeur de la surface du
parallélogramme construit sur les deux vect&yrstV, (voir figure 1.5).

IM1x Vol =S = Nal| [V2l| sir

Figure I.5

Remargue 2

Le produit mixte de trois vecteuys, V, etV3 est donné paVvi. (Vaox Vs).

La valeur absolue du produit mixte de trois vectalwnne le volume V du parallélépipede
construit sur ces trois vecteurs.

V= |V1. (V2XV3)|

Sur la figure 1.6 ci-dessous, le volume V = S hSast la surface de base engendrée par les
vecteursV, V3 (S = ||V2 x V3||) et h est la hauteur du parallélépipéde. Lacuauh est
perpendiculaire a la surface S et est donc poueka glirection du produit vectorig, X V.

h =|Vi|| cof oup estl'angle entr&/; etV,x V.

V=S h=|Vax V|| h = [Vax V| [Val] [cog| = V1. (V2x V3)|
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Remargue 3

D’aprés le résultat de la remarque 2 ci-dessusjalaur absolue du produit mixte reste
inchangée si I'on change l'ordre des vecteurs. regstions suivantes sont verifiées dans le
cas du respet de l'ordre cyclique des trois vesteur

V. (V2X V3) =Vs. (V3X V]_) =Vs. (V]_X Vz) (Noter I'ordre des indices)

V2XV3

h < ’

Figure 1.6

Remargue 4

Le double produit vectoridl; x (V2x V3) est un vecteur du plan engendré par les vecteurs
etVi:
VX (V2X V3) = (V]_. V3) Vo — (\/1.V2)V3

|.3 La dérivée, la différentielle et la primitive

1.3.1 Cas d’une fonction scalaire
La dérivée d’'une fonctiofi(x) a une variable est par définition :
x+6x)— f(x d
£ = lim [ +80) - fx) _df
X

-0 ox N dx

Exemple

flx) =x*+e**

f'(x) = 2x + 2e?*

Soient f(x) et g(x) deux fonctions & une variable et o un nombre réel. Les régles de

dérivation suivantes s’appliquent :
dU¥g) _ df — dg
dx dx dx
d(af)  df
dx ¢ dx
dfg) _ df , .dg
dx g dzicf déc
i(f/9) _ 9%~ f G
dx g°

Dans le cas d'une fonctiofi(x,y,z) a trois variables(x,y,z), la dérivee partielle de
f(x,y,z) par rapport a la variableest :
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of _ . fG+oxyn)~f(xy,2)
m

a  5x50 Ox
(les autres variablgg, z) sont considérées comme constantes).

Exemple

f(x,v,z) = 2x3 + 3xy + z*

of _ . 2 L of . Of _
ax—6x + 3y ; ay—?)x ; aZ—Zz

La différentielle totalelf de la fonctionf (x, y, z) est par définition :

_of af af
df = adx +@dy +£dz
Exemple

fle,y,2) =2x*+3xy +z%2+e™*
9f _ g,3 _e—x O _ O _
ax—8x +3y—e ,ay—3x ,62—22

df = (8x3 + 3y — e ¥)dx + 3xdy + 2zdz

Les régles de différentiation sont identiques desetle la dérivation. Soierftet g deux
fonctions a plusieurs variablescetin nombre réel, on a :

d(f +g) = df +dg

d(af) = adf

d(fg) = J:ldg + zdf

d(ﬁ)zg f 2f g
g g

La primitive d’'une fonctiorf (x) sur l'intervalle[a, b] est par définition la fonctiog(x) de
sorte que :

Vx € [a,b] on ag’'(x) = f(x)

g(x) est I'intégrale d¢f (x) a une constante prés.

ff(x)dx = g(x) + constante

Exemple

1
f sin (2x)dx = — Ecos(Zx) + constante

1.3.2 Dérivée et intégrale d’une fonction vectoriéé

SoitV un vecteur qui dépend d’'une variable réel t ebqiécritV (t). La dérivée d&/(t) par
rapport a t est par définition le vecteur :

av. V(t+8t) = V(t)

— = lim

dt  §t-0 ot v

Si le vecteulV est constanf;—t =0.

Soient deux fonctions vectoriell®s (t) etV,(t) dépendant de la variable t et spft) une
fonction scalaire dépendant aussi de la variatidn peut démontrer les propriétés suivantes :

d(V1.Vy) dVq) d(V3)
- a 2tViTg
dVixVz) _ d(V1) a(Vz)

” XV +Vy x—= (Attention a I'ordre des vecteurs)



CHAPITRE | : RAPPELS ET COMPLEMENTS MATHEMATIQUES

d(f Vy) _df ny d(V,)

dt dt ! dt
SiV,(t),V, (1), V;(t) sont les composantes du vectE(t) dans une base fixe :
V() =V,@i+ V@) +V,(0k
dv(t) d() . %) . di ()

dt_dtl+dt]J_rdt _
Les composantes de la dérivée sont donc les déridg&ecomposantes.
Soit une fonction vectoriellE(t) dépendant de la variable t. L'intégraleldg) par rapport a
t est par définition :
[V(t)dt = W(t) + €, ouC est un vecteur constantié(t) une fonction vectorielle dont la
dérivée esV (t) ; c'est-a-dire :
dw(t) Ve

rraial A0
SiV.(t),V, (1), V;(t) sont les composantes du vectE(t) dans une base fixe :
V() =V@i+ V@) + 10k
Jv@®adt=[Vv,.@®)idt + [V, jdt+ [V,(t) kdt =

([0} ([ ow)+([ o)

Les composantes de I'intégrale sont donc les iatégrdes composantes.

Exemple
V(t) = (t3 4 sin(=2t) + e73Y)i + cos(3t) j + tk
av (t
d(t ) — [3t2 — 2 cos(—2t) — 36_3t]i —3sin(3t)j+ k

t* 1 1 ) 1 o t?
fV(t)dt =17 +§cos(—2t) —§e‘3t +Ci i+ [—gsm(Bt) + Co|j+ [? + C3]k

oucC,, C,, C; sont des constantes réelles.

I.4 Systeme d’unités, unités dérivées et équatioasix dimensions

En physique, les lois sont des relations mathémesigfaisant intervenir des grandeurs
physiques. Chaque grandeur est caractérisée mimsasion et son unité. En mécanique, on
admet par convention trois grandeurs fondamental@slongueur, la masse et le temps.
Toutes les autres grandeurs mécaniques (vitessm, fénergie, etc..) s’expriment a l'aide
d’équations mathématiques en fonction des grandiEmdamentales. Elles sont appelées
grandeurs dérivées.

Exemple

La vitesse = longueur / temps.

Les unités des grandeurs fondamentales sont : tie rfm), le kilogramme (kg) et la seconde
(s). L'unité de la vitesse est donc le m/s.

En électricité, on utilise en plus une grandeurdtonentale appelée intensité du courant (I).

C’est, par définition, la charge électrique tramgg® par unité de temps. Son unité est
’Ampere (A).

10
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Les gquatre unités fondamentales (m, kg, s, A) owisi-dessus définissent le systeme
d’'unitées MKSA dont les initiales signifient respeeiment metre, kilogramme, seconde et
Ampeére. Le metre est la longueur du segment déedpaircouru par un signal lumineux dans
le vide durant 1/299792458 secondes. Un metreréedbdépose au Bureau International des
Poids et Mesures a Sévres prés de Paris (Fraroejtd.de la masse est le kilogramme (k).
C’est la masse d’un cylindre étalon en platineliéridéposé au Bureau International des Poids
et Mesures. A compter du mois de mai 2019, unenitiéfn du kg pourrait étre adoptée a
partir de la physique quantique (constante de R)aiitn pratique, on peut considérer avec
une bonne approximation que le kg est la masséddent d’eau & 4 °C. La seconde est la
durée de 9192631770 périodes de la radiation qunelant a la transition entre les deux
niveaux hyperfins de I'état fondamental de l'atalaecésium 133 au repos et au zéro absolu
(température de -273 °C).

Aujourd’hui, le systeme d’'unités le plus utilisé g@mysique est le systeme international (SI). Il
est constitué du systeme MKSA complété par troiseawnités fondamentales :

- la candela (cd) qui est I'unité de l'intensiténimeuse.

- le Kelvin (K) qui est I'unité de la températuresalue.

- la mole (mol) qui est I'unité de la quantité déstance.

En pratique, il est parfois commode d'utiliser dagdltiples ou sous-multiples de ces uniés. Le
tableau ci-dessous donne les multiples et les suuples des unités de mesure en physique.

Préfixe Symbole Facteur
atto a 10°
femto f 10"
pico p 10
nano n 10
micro i 10°
milli m 10°
centi C 100
déci d 10
déca da 10
hecto h 16
kilo k 10°
méga M 10
giga G 10
téra T 16¢

Les unités correspondant aux grandeurs dérivéeésapprlées unités dérivées. Elles sont
exprimées en fonction des unités fondamentales. ¢&da, on utilise les équations aux
dimensions. Une équation aux dimensions est uagarlmathématique qui exprime la
dimension d’une grandel (notée[X] ) en fonction des dimensions des grandeurs
fondamentales masse, longeur et temps qui sorgcgpment notégdl], [L] et[T].
L’équation aux dimensions de la grand¥s’écrit :

[X] = [M]* [L]# [T)
Si X est la vitesse par exemple, nous écrivons :
[v] = [L][T]~! et I'unité de la vitesse est le M.s
De méme, comme l'accélératianmesure la variation de la vitesse dans le temaps\(/ t)
son équation aux dimensions s’écrit :
[a] = [v][t]™* = [LIT]7'[T]™" = [LI[T]
L'unité de I'accélération est donc le M.s
La forceF qui agit sur un corps est le produit de sa massede son accélératioa)(

11
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F =m a.L’équation aux dimensions des’écrit :

[F] = [ml][a] = [M][LI[T]~2

L'unité deF est le kg m$ qui est le Newton (N).

Remargue 1

En physique, les équations doivent étre homogédmssdimensions des termes a gauche et a
droite de la relation doivent étre les mémes. Au&sidition (ou la soustraction) de deux
grandeurs physiques n’est possible que si ces guasdnt les mémes dimensions.

Remargue 2

Une grandeur sans dimension garde la méme valelgugisoit le systeme d’unités choisi.
Exemple : I'anglé en radians (attention le radian n’est pas une&unit

0 = longueur de l'arc/rayon

Les principales unités dérivées utilisées en mécensont resumées dans le tableau suivant.

Grandeurs Unités Dimensions

Surface m [L]?

Volume m [L]?

Angle (rd) Sans dimension

Vitesse m.s [L][T]~?

Accélération | m.§ [L][T]~2

Vitesse rd.s’ [T]~*

angulaire

Accélération | rd.s” [T]72

angulaire

Fréquence §=Hertz (Hz) |[T]?

Quantité  dd kg.m.s" [M][L][T]~*

mouvement

Force kg.m.$ = | [M][L][T]?
Newton (N)

Energie, kg.nt.s* = Joule| [M][L]?[T]2

travail, chaleun (J)

Puissance kg.frs® = Watt| [M][L][T]3
(W)

Pression kg.M.s* =| [M][L]~Y[T]?
Pascal (Pa)

I.5 Systemes de coordonnées particuliers

En plus du systeme de coordonnées cartésiennestrors autres systemes de coordonnées :
cylindriques, polaires et sphériques. Le choix gst&ame de coordonnées dépend de la
symétrie du probléme a traiter.

1.5.1 Les coordonnées cylindriques

Soit un pointM dont les coordonnées cartésiennes sont, £) dans un repere (O,X,Y,Z)
muni d’une base orthonormée direc¢igj, k). Les coodonnées cylindriques b sont par
définition (p, 6, z) telles que (figure 1.7) :
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ZA
e M(X,Y,Z
. \\T(%)
k 4
IR Ly -
[ - €, A ¢
X 6 p o Y
’ S
XX/// M’(x,y,0)
Coordonnées cylindriques d’un polvit Figure 1.7

p = ||OM’'|| ouM’ est la projection d® dans le plan (XY).

6 = (0X,0M’) = I'angle que faiOM’ avec I'axe OX.

z = z = composante cartésienneMesur I'axe OZ.
En généralp varie de O &-o00,0 de 0 & 2 et z de—oo a+oo.
Le passage des coordonnées cartésiennes aux coeédarylindriques se fait en utilisant les
relations (voir figure 1.8):

x = pcosO
y = psinf
z=2z

-V

X

Représentation dd’ dans le plan (XY). )
Figure 1.8

En considérant ety comme deux fonctions a deux variabpest 6, nous pouvons écrire les
différentielles de&, yetz sous la forme :

dx = cosfdp — psinfdo

dy = sinfdp + pcos6do } *)

dz =dz
Les relations inverses permettant de passer desl@utées cartésiennes aux coordonnées
cylindriques s’écrivent :

p=x2+y?
0= arctg(%)
z=12z
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Pour le calcul de I'angl8, il faut étre prudent. Les signes deety permettent de situer le
cadran dans lequel se trouve I'an@le
L'utilisation du systéme des coordonnées cylindegjuest commode dans le cas d'un
probleme ayant une symétrie de révolution (cylipae). L'axe (OZ) coincide dans ce cas
avec I'axe de révolution.
Pour trouver les vecteurs unitaires de la basdd@ssociée aux coordonnées cylindriques, on
prend la différentielle du vecteur positioM :
OM = xi + yj + zk
dOM = dxi + dyj + dzk et en utilisant les relations (*) ci-dessus on et
dOM = (cosOdp — psinfdO)i + (sinfdp + pcosfdb)j + dzk =
= (cosBi + sinbj)dp + (—sinbi + cosbj)pd6 + dze,
Puisque le déplacement infinitésimalMes’écrit (en coordonnées cylindriques),
dOM = dpe, + pdbeqy + dze,
Nous obtenons donc les formules de passage desuvectnitairesifj,k) aux vecteurs de la
base localed),&,e,) :
e, = costi + sinbj
eg = —sinbi + cosbj
e,=k
On peut vérifier que la base locasp,é,e;) est orthonormée et directe.
D’apreés la relation de Chasles, le vecteur posibdhs’écrit :
OM =0M'+M'M
Avec OM’ = pe, etM'M = ze, on obtient :
OM = pe, + ze,
Inversement, nous pouvons écrire :
[ = cosfe, — sinfeq
j = sinfle, + cosbey

k=e,

D’autre part, on peut vérifier que :
dep . . .
T —sinfi + cosfj = eq
deg — s .
0 = cosfi — sinbj = —e,

Nous pouvons donc retenir que la dérivée d’'un wealeitaire par rapport @ est un vecteur
unitaire qui tourne de 90° dans le sens positifighaentation d@. Lorsque I'angleéd dépend

d’'une autre variablg par exemple, nous avons :
de, de,df _ db
—_— = ——— = —ee
dt de dt dt
deg _ degdd _ _do

= =——e
dt de dt dat P

Remarque

La base localegf,&,&;) est liée au point M. Contrairement a la base (i), cette base

locale change avec la position du point M. Dansaledes coordonnées cylindriques, les deux
premiers vecteurs unitaires, ) changent dans le temps (avec la position de pdjrtandis
gue le troisieme vecteur unitaire € k) reste constant.

1.5.2 Les coordonnées polaires

Les coordonnées polaiég, 8) d’'un pointM dans le plan (XY) sont par définition :
p=|lOM]|
6 = (0X,0M) = 'angle que faiDM avec I'axe OX.
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C’est un cas particulier des coordonnées cylinésgau on ignore la troisieme variable z
(z = 0). Toutes les relations vues precedemmetrdomnées cylindriques) dans le plan (XY)
sont alors valables pour les coordonnées polaires.

1.5.3 Les coordonnées sphériques
Soit un pointM dont les coordonnées cartésiennes §ont, z). Les coordonnées sphériques
(1,08, ) deM sont par définition (figure 1.9) :

r=|loM||

0 = (0Z,0M)

Q= (OWM’) ouM’ est la projection d# dans le plan (XY).
Les coordonneés cartésientiesy, z) deM s’écrivent alors :

x = rsinfcos@

y = rsinfsing

z =rcosf
Et inversement, nous pouvons écrire :

r=.x%2+y2+22

6 = arccos (;)
Va2 +yZ+z?
y
@ = arctg ()
Pour le calcul de a partir de cette derniere équation, il faut ptredent. Les signes deety
permettent de situer le cadran dans lequel sedrbangle.

M'(x,y,0)

Coordonnées sphériques d’un pdiht Figure 1.9

En considérank, y et z comme des fonctions de 6 et ¢, les différentielles dex,y, z)
s’écrivent :

dx = sinfcos@dr + rcosOcospdl — rsinfsinpde

dy = sinfsingdr + rcosOsingpdl + rsinfcospde } (**)

dz = cosOdr — rsinfd6
La différentielle du vecteur positiddM s’écrit :
dOM = dxi + dyj + dzk = dre, + rdfeq + rsinfdee,,
ou (e, eqg,e,) sont les vecteurs unitaires de la base localec#ssaux coordonnées
sphérigues. En remplacgait, dy etdz (relations (**) ci-dessus) dans I'expressionddM, on
obtient :
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e, = sinfcos@i + sinfsingj + cosk

eg = cosfcos@i + cosOsingj — sinbk

e, = —singi + cospj
On peut vérifier que la bage,, ey, ) est orthonormee et directe.
L'utilisation des coordonnées sphériques trouveldité dans le cas ou le probleme a traiter
présente une symétrie sphérique.

Remarque

L’angle 6 des coordonnées sphériques ne doit pas étre chnévec celui des coordonnées
cylindriques. Dans le cas des coordonnées sphérsigest I'angle entre le vecteur position
OM et I'axe (OZ). Pour les coordonnées cylindriques,angle désigne I'angle entre la
projection dans le plan (OXY) du vecteur posit@N et I'axe (OX).

[.6 Champs scalaires et vectoriels

On appelle champ scalaire une fonction scaldidépendant des coordonnéeg, y, z) du
pointM de I'espace. On l'écri/ (x, y, z) ouU(M).

De la méme fagon, on définit un champ vectoriel m@métant une fonction vectoriellé
dépendant des coordonnées des points de I'espatErit sous la forme :

V(V, V,,V,) = V(M) ouV,,V, etV, dépendent des coordonnéesy, z) deM.

Ce champ vectoriel est aussi appelé ‘champ dedbrce

Les champs scalaires et vectoriels peuvent auggindée du temps mais dans notre cours
nous considérerons uniquement les champs indépesndiatemps.

1.6.1 Gradient d’'un champ scalaire

Le gradient d’'un champ scalaitKx, y, z) est par définition :
av=vu=22i+2%;,9,

grady =¥y =o5x "oyl T 52

V est appelé ‘opérateur nabla’.
9] 9]

V=i—+j—+k—
lax ]6y

Le gradient d’'une fonction scalaire est donc urtedac

Exemple
U(x,y,z) =x*—y+ 2z
gradU =VU = 2xi —j + 2k
SoitU(x,y,z) = U(M) un champ scalaire &= OM le vecteur position dil. La
différentielle deU s’écrit :
U au g aUd au p
~ 0x x+6y y+az z
dOM = dr = dxi + dyj + dzk
On peut constater que :
gradU.dr = dU

En coordonnées cylindriques et sphériques, le gnadiexprime respectivement par :

gy oY, L Lou - ou
gra —apep pageg 3, &
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U, 1aU 1 U
grady =5, T 5 %0 rsiné?a(pe"’

1.6.2 Divergence d’'un champ vectoriel
La divergence d’'un champ vectorlé&(V,, V,, V;) est par définition :
. av, v, av,
divV =V.V=—+4—+—
dx dy 0z
La divergence d’'un vecteur est donc un scalaire.
Exemple

V=x%i+z%+ (x*—-2)k
divV =2x -1

1.6.3 Rotationnel d’'un champ vectoriel
On appelle rotationnel d’'un champ vectoWgl,, V,,V,) le vecteur :

i —-j k
o o0 0 oV, 0Vp\, (0V, 9V, [0V, 9V
roty =Vvxv= 0x dy 0z _<6y 62)1 <6x 62) +<6X 6y>k
Ve V,
1.6.4 Propriétés des champs scalaires et vectoriels
Soient U un champ scalaire\étun champ vectoriel. On démontre que :
rot(gradU) =0
div(rotV) =0
div(gradU) = oy + oy + U AU (L’'opérateunr est appelé Laplacien).
0x2 dy? 0z2
, a%v a%v a%v
rot(rotV) = grad(divV) — (ﬁ + 57 + =
ou
0%V 9%V, . 0%V, 0%,

0x2  0x2 L+ 6x2]+ Ox? k
0%V 0%V, any 0%V,

377 = 377 i+ ay2j+ 377 k
62V= anxi_I_anyj 0%V,
072 072 072 072

k
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EXERCICES CORRIGES

Exercice I-1

Dans I'espace muni d’une base orthonorrfi@d, j, k), on considére trois points A, B et C de
coordonnées respectives A(1,2,0), B(3,0,4) et CZD,Foientu, v etw les vecteurs définis
par :u = AB,v = BC etw = CA.

1) Calculer :

a) les modules des vectemrw etw.

bu+v+w.

c) le produit scalaira. v, le produit vectorielt X v et le produit mixt€u x v).w

d) 'anglea entre les vecteuns etv.

e) la surface du triangle ABC et le volume du dél&pipéde engendré par les vectaurs et
W.

2) Montrer que :

a) les points A, B et C forment un plan (P).

b) le point D(0,3,5) appartient au plan (P) engérghr les points A, B et C.

c) le vecteuAP, tel que P(2,3,0) est perpendiculaire au plan (P).

Solution

1) a) Les vecteuraB, BC etCA s’écrivent :

AB=0B—-0A,BC=0C—-0B,CA=0A-0cC

Les composantes dg v etw sont donc :

u(2,-2,4),v(-3,3,-2),w(l,—1,-2)

[lul| = 24, ||v|| = 22, |Iwl| = 6

b)u+v+w=(AB+BC)+CA=AC+CA=0

Ceci peut étre veérifié en effectuant les sommegdd&sentes composantes de ces trois

vecteurs.

uv=-6—6—-8=-20

uxv=-8i—8j=(-8-80)

(uxv).w=(-8)1+(-8)(-1)+0(-2)=0

d) Sia est I'angle entre les vecteurset v, on peut écrire :
u.v —20

llul] [lv]] (2D(22)
e) La surface S du triangle ABC est la moitié alsurface du parallélogramme engendré par
les veteursBA et BC ; c'est-a-dire la moiti€ du module du produit veeiode ces deux
vecteurs :

S ==|IBAx BC|| =5 |I(—w) x vl| = > |lu x v|| = V128 = 8V2

Le volume V du parallélépipéde engendré par letevesu, v etw est la valeur absolu du
produit mixte de ces trois vecteurs :

V =|(uxv).w| =0 (les trois vecteura, v etw appartiennent donc a un plan)

2) a) Le produit vectoriel des vecte&B etBC n’est pas nul (voir 1-c). Ceci montre que le
vecteurAB n’est pas paralléle BC. Les trois points A, B et C ne sont pas alligngeenent
donc un plan (P).

b) Le point D(0,3,5) appartient au plan (P) engénglir les points A, B et C si le produit
mixte de trois vecteurs construits a partir depaats est nul. On peut par exemple montrer
gue le produit mixte des trois vecte@®®, BA etBC est nul Une deuxieme méthode consiste

w.v = ||ul||lv]| cosa = cosa = —0,038 = a =92,2°
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a montrer que le vecte®D est une combinaison linéaire des vect®&Aset BC, c'est-a-dire
gu’il existe deux nombres rédls etp, tels que= §,BA + $,BC .

Les composantes du vectd&D sont (-3,3,1).

BD.(BA X BC) =BD.[(—u) Xxv] = —BD.(uxv) =—[(—3)(-8) +3(—8) +1(0)] =0
On peut démontrer aussi gB® = ?BA + %BC

c) Le vecteuAP est perpendiculaire au plan (P) formé par lestpady B et C si ce vecteur
est parallele au produit vectoriel de deux vecteans colinéaires du plan (P) ; par exemple,
AB etBC.

Les composantes du vectédR sont (1,1,0).

D'aprés 1-cAB X BC = u X v = —8i — 8j = (—8,—8,0)

On peut alors remarquer gA® est parallele 4B x BC puisquedB x BC = —8 AP

. B
Exercice |-2 O
Soit ABC un triangle quelconque avec
ses trois angles, § ety comme indiqué sur la figure ci-contre.
Démontrer la loi (des sinus) suivante : (> c

sina _ sinfi _ siny S
BC = AC ~ AB A

Solution

La surface S du triangle ABC représente la moiidad JUUP
surface des parallellogrammes ABA'C, CBC’A et B -7
ABCB’ engendrés respectivement par les couples de-—"" =
vecteursAB, AC), (CA,CB) et r__———""
(BA, BC). Comme le module du RN
produit vectoriel de deux vecteurs ~
donne la surface du parallélogramme ~
engendré par ces deux vecteurs, nous pouvons
ecrire :

S =-|I1AB x AC|| =|lcA x CBI| = ||BA x BC|| @)
et donc :

S =~ (AB AC sina) = 5 (AC BC siny) =5 (ABBCsinf) (b)) B’

En divisant les trois derniers membres de la kaiafb) par% (AB AC BC), on obtient la loi
des sinus :

sina  siny sinf

BC AB  AC

Exercice 1-3

1) Pour les fonctions réelles d’une seule variadidle x suivantes, donner la dérivée puis la
différentielle de f(x) :
a)f(x) =3x3—2x2—x+2

x3+2

b) f(x) = =

c)f(x) = N
d) f(x) = sin (2mx — g)
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2) Pour les fonctions f a plusieurs variables sui@s, donner les dérivées partielles et la
différentielle totale df de f :

a)f(x,yz)= ny — 322 + 4y?
b) £ (x,y) = =2
) f(x,t) = sin (2mx — %)

Solution

1) Pour une fonction a une seule variable x, lavdéret la différentielle de f sont liées par :

df = ( f) dx

a)(x)=3x3—-2x*2—-x+2, —9x —4x —1,df = (9x% — 4x — 1)dx
- X Y e e

b) f(x) = x342 'dx  (x3+42)% ' df = (x3+2)?2 dx
1 df o x _x

C) f(X) Nzl = (x2+1)3/2 ,df - (x2+1)3/2 dx

— af _ T _ -
d) (x) = sin (27rx - 5) o= 21 cos(2mx — 5) , df = [27r cos (2nx — ;)] dx
2)a)f(x,y,z) = 2xy — 3z + 4y*

of _ of _ o _ _
Py ,ay—2x+8y,a— 6z

df = (i) dx + (ﬁ)dy + i)dz =2ydx+ (2x+8y)dy —6zdz
d ady 0z

_ o L __zy o _ 1
b) f(x,y) = 2+2 Tax  (x242)2 ' 9y x242
f) (af) B 2xy 1
df = ( dx + 3y dy——(x2+2)2dx+ 2_I_zdy
C) (x,t) = sin (2nx — —) Y = 27 cos (2mx — —) = —% cos (2mx — %)

df = ( f) (af) dt = [271 cos <2nx — %)] dx — [5 cos (2mx — %)]dt

Exercice |-4

1) Déterminer les coordonnées polaires des poirgsB\dont les coordonnées cartésiennes a
deux dimensions sont : A(2,1), B(-3,4).

2) Déterminer les coordonnées cylindriques et sghés des points de coordonnées
cartésiennes a trois dimensions : C(3,4,5), D(®)-3,

Solution

1) Les relations de passage entre les coordonaéEsienneqx, y) et les coordonnées

polaires(p, 8) sont :x = p cosf,y = p sinf aveCp w/x2 + y2.
Pourle pointAx=2,y=1,p =45, cosd == =0,894 = 0 = 26,6°

7

© I

Les coordonnées polaires de A sont dovig; 26,6°).

Pourle pointBx=—-3,y=4,p =5, cosd _%: Z=-06 = 6=1269°

Les coordonnées polaires de B sont d@hd 26,9°).

2) Les relations de passage entre les coordonaégsienneqx, y, z) et les coordonnées

cylindriques(p, 8, z) sont :x = p cosf,y = p sinf, z = z avecp = /x? + y2.
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Pourlepointh=3,y=4,z=5,p=5,c050=%=§=0,6 = § =53,1°
Les coordonnées cylindriques de C sont déné3,1°%5).
PourlepointDx=2,y=-3,z= 1,p=\/13,c059=%=i—0,555 = 0 =56,3°

Viz
Les coordonnées cylindriques de D sont d@¥t3; 56,3° 1).
Dans le cas du passage des coordonnées cartésieniyes) aux coordonnées sphériques

(r,0,p),onar=x24+y2+2z2%2, z=rcosd,x = pcosp, avecp =r sinf = /x? + y?

Pourlepointh=3,y=4,z=5,r=5\/§,p=5, cosezfz%ﬁ 0 = 45°

cosQp = % = % =0,6 = ¢ =53,1°

Le point C a donc les coordonnées sphériques SBiS/E{IS\/E; 45°; 53,1°).

Dansle casdupointD,ona=2,y=-3,z=1,r=+v14,p =+v13, cosb =§=
L =0267 = 0 =745°

i

X 2 0555 o o =563°

cosp = —=——==0, = 56,
T3 ¢

Les coordonnées sphériques du point D sont ddté; 74,5° 56,3°).

Exercice I-5

Ecrire les égquations aux dimensions puis donnamié@ss dans le systeme MKSA des
grandeurs ¥ a, b et ¢ qui vérifient I'équation suivante :

y = bx?+ ax + yy/2 + ax/c

Oul[x] = [L] et[y] = [L][T]™* .
Solution

L’équation donnée est homogene ; c'est-a-dire ggemiembres a gauche et a droite de
I'égalité doivent avoir les mémes dimensions. D'aytart, les trois termes additionnés du
membre a droite doivent avoir les mémes dimensiDesplus, did a la présence de 2 dans la
racine carrée, la quantité /c additionnée a 2 est sans dimensions. On peuté&ire :

ax
[y] = lbx2 + ax + y, /2+Tl

[v] = [bx?]
[yl = [ax]

m=hh+%kwm=m

Le termeax/c est sans dimensions dopg] = [v] = [L][T]~" et I'unité de y est le m.3.

B )Tt
[y] = [ax] = [a] _E_T_ [r17*
L'unité de a est donc le's
Dl =x?] = (] = =T gy
[x2] [L]
L'unité de mesure de b est donc I&.5T.
Le termeax/c est sans dimensions dojed = [ax] = [y] = [L][T]?
L'unité de c est le m%
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CHAPITRE Il : CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL

[1.1 Introduction

L'objectif de la cinématique du point matériel Bstude du mouvement d’'un objet dont :
- les dimensions sont négligées, I'objet est dmntsidéré comme un ‘point’.
- le mouvement est particulier (de translation)sdete que tous les points de I'objet
effectuent le méme mouvement.

[1.2 Le mouvement, le référentiel et la trajectoire

Le mouvement est une notion relative. Un objeeaesinouvement par rapport a un autre si sa
position, mesurée par rapport au deuxieme objeingd en fonction du temps. Pour décrire
un mouvement, nous devons donc définir un systeeneétérence par rapport auquel on

analyse le mouvement. Un observateur muni d'undober est lié a un systeme de
coordonnées pour constituer ce que I'on appelledaié@rentiel’ (figure 11.1).

Figure II.1

Un point matériel M est en mouvement par rappan @bservateur situé en un point O si sa
position M par rapport a O change en fonction dup® (figure 11.2). Cette position est
donnée par le vecte@M. Par exemple, at 0 sle point MestenMa t =1 s le point est
en M, etc... L’observateur mesure donc des temgd(tt,, ...) et des vecteut®My, OMy,

OM,...
Le lieu géométrique de I'ensemble des positionsesgives de M est la trajectoire de M.

ZA

Trajectoire de Ny M, (t=2s)

\ Y
>§/Q/ Figure I1.2

[1.3 Vecteurs position, vitesse et accélération

Lorsqu’un pointM est en mouvement par rapport a un point de référécson vecteur
position OM change en fonction du tempsLe vecteur position est aussi appelé rayon
vecteur deM noté dans ce cagt).

La vitesse moyenne entre deux instantst ett, =t + At est :
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_ OM,—-0M4 _Tr2—T1 __ ﬂ _ MM, _
Vmoy = to—t;  t,—t; At At (1-1)
Le vecteur vitesse instantang® s’obtient a un instaritpar :
. Ar ar
v(t) = limpeo o = — -8

De la méme fagon, I'accélération moyenne dans temialle de tempgt, t + At] est :

V2—V1 Av

Amoy = to—ty =~ (1-3)
L’accélération instantanée est :

Y A_v __av(t) -
a(t) = limy,,g T ar (11-4)
Remargue

d
vzd—::>r=fvdt (11-5)
a=%:v=fadt (11-6)
[1.4 Le mouvement rectiligne
Un mouvement est dit rectiligne si sa trajectoseune ligne droite.
X o i M My M2 X

I » T — T T »
> Figure 1.3
x(t) = OM (en valeur algébrique) est I'abscisse du pbirt I'instantt (figure 11.3).
OM = OMi = x(t)i (1-7)
Le vecteur déplacement entre deux instardst; est :
AOM = OMZ - 0M1 = Mle = x(tz) - x(tl) = xZ - x1 (”'8)
Le déplacemeny; M, estindépendant du choix de I'origine O.
La vitesse moyenne entieett; est :
Vmoy = )Z:j: (11-9)
A t =tg, la vitesse instantanée est :
v(ty) = lim,_, Z0~*t) _ & (11-10)
0/ = =t g, T dt to
dx(t) t N
v(t) =—— = x() =x + fto v(t)dt , ol xy = x(to) (11-11)
Les accélérations moyenne (ertirett,) et instantanée @ sont :
Vo=V

Amoy = ta—tg (11-12)

__av(t) )
a(t) = — (11-13)
v(t) = vy + fti a(t)dt , olvy = v(ty) (11-14)
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Exemples de mouvements rectilignes

a) Mouvement rectiligne uniforme : Le vecteur véieest constant.

v(t) = constante = vy = a(t) =0

x(t) =x9 +vo(t—tg), x9 =x(t=1ty) (1-15)

b) Mouvement uniformément varié :
Dans ce cas, le vecteur accélération est constant.
a(t) = constante = a,

v(t) = vp + ao(t — to) ue)
x() = xq + vo(t — to) +5ao(t —to)? , xo = x(t = to) (I-17)
On peut vérifier aussi que :

v2(t) —vE =2 ay [x(t) — x0] (11-18)

Un mouvement est dit accéléré si le module detksse augmente avec le temps. Le produit
algébrique de la vitesseparl'accélératiora est dans ce cas positif.a > 0.

De méme, un mouvement est retardé si le modula dédsse diminue avec le temps. On a
danscecasva <0.

La chute libre est un exemple de mouvement recéligniformément varié avec= g.

Dans ce cas, si I'axe vertical (OX) est orientésverbas et si le mobile se trouve en O at=0
avec une vitess initiale, (orientée vers le bas) les expressions de lasé@tes de la position
sont (voir figure 11.4):

v(t) =vy+gt, vo=v(t=0 (11-19)
x(t) = %gt2 + vt , xo=x(t=0)=0 (11-20)
Siv, = 0 (chute libre sans vitesse initiale) :

v(t) = gt (11-21)
x(t) = %gt2 (11-22)
OTt=0

¥ Vo
K
v X
Figure Il.4

[1.5 Mouvement dans un plan

Le point matériel se déplace dans un plan (XY) axd#imensions (figure I1.5). Son vecteur
aom

position est donné p@&M = r. Le vecteur vitesse = = % est tangent a la trajectoire.
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Y A
------- — M(x.y)
yoO v v(t)
j4 i
R L X
i x(b)
Mouvement d’un point M dans un plan (XY).

Figure 1.5

Dans un repére (O,X,Y) munie d'une base orthonerr§), la position, la vitesse et
I'accélération s’écrivent :

r(t) = OM = x(t)i + y(t)j (n-23)
dx(t) . | dy(t) . , ,

v(t) =——i+—==j= v ()i + v, ()j (11-24)
dv(t) d?r(t) dvy(t) . , dvy(t) . d?x(t) . , d?y(t) . . .

a(t) =—==—r=—"—i+——j=—rit+——j=a,(Oi+a,(®)j (-25)

Le mouvement d’'un projectile est un exemple de rement & deux dimensions. L'objet est
lancé en O at = 0 avec une viteggdaisant un angl® avec I'horizontale (axe OX) comme
indiqué sur la figure 11.6.

Ya
L= o
Vo P N
it SO E Pmas
| t=ty
- v | -
t=C O PR
<----I-----------------:------------------->
Portée D
Mouvement dans le plan (XY) d’'un projectile.
Figure 1.6
Vo = Voxl + VoyJ = VoCc0sOi + vysinbj (11-26)

L’accélération de I'objet est celle de la pesantesr g :
a = a,i+ a,j = —gj (Puisque I'axe vertical OY est orienté vers le haut

Nous avons donc :
a,=0 eta,=—g (11-27)
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Le mouvement peut ainsi étre considéré comme umgpasition d’'un mouvement uniforme
(avec une accélération nulle) sur l'axe (OX) etnd’'mouvement uniformément varié
(accélération constante) sur I'axe (OY).

Sur l'axe (OX) :

at=0,vy, =vycosh etx(0) =x, =0 (11-28)
a, = 0= v, = [ a,dt = constante = vy, = vyc0sH -99)

x = [v,dt = [ vycosfdt = vycosOt + x, = vycosOt -go0)
x(t) = vycosOt (11-31)
Sur l'axe (QY) :

at=0,vy, = vgsinf et y(0) =y, =0 (11-32)
ay =—g = v, = [ —gdt = —gt + vy, = —gt + vysinf (11-33)
y = [vydt = [(—gt + vpsin@)dt = —%gt2 + vosindt + y, (11-34)
y(t) = —%gtz + vosindt (11-35)

L’équation (II-31) ci-dessus donne= x(t)/(vocosf) et en remplacant cette derniére
expression det dans I'équation (1I-35) nous obtenons I'équatioa kh trajectoire du
projectile :

1 x )2 . x .
y(x) o _E‘g (VOCOSG) + UOSln9 VoCOS Soit
1 x?
y(x) =— 59 T +tgl x (1-36)

Cette expression est de la formg(x) = ax? + Bx qui est I'équation d’une parabole.
Pour trouver la hauteur maximdigaxatteinte par le projectile, il suffit de constagera cette
position le vecteur vitesse est horizonta), £ 0).

vosing

—gt +vysinf =0=t = 7 tmax

_ _ _ 1 2 . _ 1 vpsinb., . vosingd
hmax - y(t - tmax) - _Egtmax + vOSlnetmax - _EQ(T) + UOSan g -
lvozsinze (11-37)
2 g

La portéeD sur I'axe (OX) est par définition la distance enle point de lancement O du
projectile et son point de chute A (voir figures)L.

Pour trouver la portéb, nous pouvons remarquer qu’a tp (temps de chute), on a :

y=0 etx=D

L’équation (II-35) donne alors :

2vysinf

=t, (11-38)

En remplacant cette valeur tiedans I'équation (lI-31), on obtient :

2vosin0) _ 2v3sinfcos® _ visin (20)

—%gt+vosin0 =0=>t=

= (11-39)

D = x(t =tp) = vycosO ( p p

[1.6 Mouvement curviligne dans I'espace a trois dirensions

Le mobile suit une trajectoire (C) a 3 dimensidsn rayon vecteur s’écrit :
r=0M =xi+yj+zk (11-40
oux,y,z dépendent du temps
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Le vecteur déplacement entgeett, est :

AOM = OM, — OM; =1, — 171 = MM, (11-41)
Le vecteur vitesse = % est tangent a la trajectoire :

v =1+ vyj+ v,k avecv, =%, vy =%, v, =% et

x=[vdt, y=[vdt, z=[v,dt (11-42)
Le module de la vitesseest :

llvl| = v = Ju2 +v,2 +v,2 (11-43)

Pour mesurer les longueurs et les déplacementmtgde la courbe, on introduit I'abscisse
curvilignes(t). On choisit arbitrairement un point de référeNggune unité de longueur et un
sens positif sur la trajectoire (figure 11.7).

s(t) = M0 = longueur de I'ardMoM.
Lorsque le poinM passe d®4(t;) a Mx(t2), le déplacement curviligne s’écrit :

AS = Sz - Sl = S(tz) - S(tl) = M()Mz - MOM1 = MlMZ (”'44)
La vitesse instantanée est par définition :
Ar As Ar As dr ds
V= llmAt_>0 v llmAt_,O(At A—) (hmM_,OA )(hmM_,O At) —~ (11-45)
ZA
Unité de longueur v(Y)
a
Mo (t=0)
, Y
[
X
Abscisse curviligne d’'un point. _
Figure 1.7
dr Ar
== = limp;_o— = W qui est un vecteur unitaire tangent a la trajeetoir
ds As <
= =limp o5 = v 0l [v| = ||v]|
On adonc:
ds

V= (11-46)
et
||v|| = +§ S% > 0 ; (la trajectoire est orientée dans le sens du mEment).
||v|| = —% si% < 0; (la trajectoire est orientée dans le sens oppasdui du mouvement).

Dans ce qui suit, la trajectoire sera orientée #lmgens du mouvement et donc
ds
dt
L’abscisse curviligne(t) est alors donnée par la relation :

=V
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s(t) = [vdt + constante = s, + f; vdt ous(t,) = s

D’autre part, I'accélération instantangest par définition :
y Av  dv
a=lim-—=—
At—0 At dt
Si la trajectoire est orientée dans le sens du emewnt, nous pouvons écrire :
d
d—i=v>0etv= llvl| = v=vu,et
_dv_av dur _ B,
== W tv—=at+a, n-47)
Dans cette derniére équation, le premier teapfparalléle ai;) est un vecteur tangent a la
trajectoire. C’est I'accélération tangentielle.ebthesure la variation du module de la vitesse

au cours du temps. Lorsque le module de la vitesseonstant, ce terme s’annule.

dv d?s
Eut = ﬁut (”-48)

ous est I'abscisse curviligne du mobile.

at:

Le deuxieme terme de I'équation (II-4@&), = v% détermine la variation de la direction du

vecteur vitesse au cours du temps. C’est 'accédéraormale.
Considérons une trajectoire quelconque dans le(pl&h SoientM(t) etM(t+dt) les
positions du mobile aux instaritett+dt. L’écart de tempdt est suffisamment petit pour que

——
'arc MM’ soit un cercle de centre C et de rapop est appelé rayon de courbure de la
trajectoire au poinw (figure 11.8).

Y A

j 4

O > » X

Centre et rayon de courbure de la trajectoire epaimt M. Figure I1.8

Soientd et0’ les angles que font les vecteurs vitesses a@ge I(OX) aux instantsett’ :

6 = (mt)

6’ =6 +db = (0X,u',)

Uu; = cosfi + sinbj

S = S = (—sindi + cos0)) 52 = T, (11-49)
olu, = —sinfi + cosfj est un vecteur unitaire perpendiculaing at se dirige vers C.

MCM' =d8 =6'-6
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La variation de I'abscisse curviligne entrett'=t+dt s’écrit :
ds=MM =5s'—s=s(t+dt)—s(t)=pdf = p="2

s dg _dfds _ v_
D’autre part,dt = Ga . 0
Nous obtenons finalement :
du _ v ;
e = o (11-50)
Le vecteur accélération s’écrit alors :

d d d 2 . C .
a=a,+a,= d—':ut + v% = d—':ut + %un qui peut aussi s’écrire sous la forme :
a = a,u; + a,u, (11-51)
ou
_dv _ d|vl| _
a =— === (11-52)
UZ
et a, == (11-53)
2 _ 2 _ 2 2 _ V2 dvy, _ v* dvy )

a; La,=a®=|lal|”=a," +a” =)+ =5+ (11-54)

La basq(u;, u,) est appelée base intrinseque de Frenet.

Remargue

Les directions des vecteurs unitaires de la bakserede,, eg) sont en genéral différentes de
celles de la base de Freitat, u,). L'ensemble(e,, eg) dépend de la nature de la trajectoire
et de 'origine O choisie alors que,, u,) dépend uniquement du type de la trajectoire. On
peut citer le cas particulier d’une trajectoirecalaire centrée en O ou les directionuget

u, coincident respectivement avec celleegete,,.

Cas particuliers
a) Mouvement rectiligne : la direction du vecteilesse est constante. L'accélération normale
est donc constante et le rayon de courpute la trajectoire est infini.

a, =0, p — o
dv
a=a,=_—u (11-55)
b) Mouvement circulaire : Le rayon de courbprest constant et égaRa
ds(t) do(t) .
s@=RO(D), v=vu=——u=R——u =RI(Ou

6(t) = w(t) est la vitesse angulaire mesurée en radians pande (rd/s).
v= ||v|| = RO(t) = Rw(t) (si la trajectoire est orientée dans le sens duveiment)

2 . . .
a=a;,+a,= %ut + %un = RO(t)u, + R(6(t))*u,, = RO(t)u, + Rw?(t)u, ou

= d%e(t do(t do(t

() = C00 _ 960 _ dowy
dt dt dt

Pour un mouvement circulaire uniforme, le moduldalgitesse et la vitesse angulaire sont

constants ; 'accélération tangentielle est dorilenu
a, = 0= a=a, = Rw’u, (11-56)

est I'accélération angulaire en rd/s
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[1.7 Mouvement dans les systemes de coordonnées pauliers

Dans ce qui suit, nous donnerons les expressionia ditesse et de I'accélération dans les
systemes de coordonnées cylindriques, polairgshétrisjues.

I1.7.1 Coordonnées cylindriquesp(t), 8(t), z(t)
Le vecteur position s’écrit (paragraphe 1.5) :

OM = p(t)e, + z(t)e, (I-p
Le vecteur vitesse est donné par :
da
v(t) =M =20 4 p)=e 4 LG, (11-58)
de dG(t) d ag(e) :
Comme—* =="e¢, = H(t)eg et =2 e" =-="e,=—6(t)e,

() = L%, + p(r) 22 e+dZ(t) = p(De, + p(D6(t)eq + 2(t)e, (11-59)

L’ acceleratlon instantanée est la dérivée par rd@otemps de la vitesse :
dv(t)

a(t) = = p(te, + p(t) = -t p(t)6(t)eg + p(D)6(t)eq + p(t)é’(t)— + Z(t)e, =
p(t)e, + p(t)H(t)ee + p(t)H(t)ee +p(®)6()eq — p(H)6%()e, + Z(t)e, (11-60)
Nous obtenons finalement :
a(®) = [p(t) — p(D)F2(D)]e, + [2p(DE(D) + p(DE(D]eq + Z(De, (1I-61)
Remargue

En coordonnées polairgst), 6(t) les expressions du vecteur position, de la vitetsie
I'accélération sont les mémes avec la suppres®da ttoisieme coordonneét) (ete,).

I1.7.2 Coordonnées sphériqueg(t), 8(t), @(t)

Le vecteur position s’écrit dans ce cas (paragraphe

OM =r(t)e, (11-62)
Les expressions des vecteurs de la base localepdéont données au paragraphe 1.5.
Leurs dérivées par rapport au temps sont :

e,
=6(t)ey + @(t)sinbe,,

dt

deg

I —0(t)e, + @(t)cosbe,,

de,

Tl —@(t)[sinbe, + cosbeg]

L’expression du vecteur vitesse s’écrit alors :

v(t) =20 =T 41 ()% =i (De, + r(D[0(Deg + p(Dsinbe,] = (e, +
r()0(t)eq + r(t)(p(t)smee,p (11-63)

En dérivant par rapport au temps cette derniéreessmn, nous obtenons le vecteur
acceélération exprimé dans la base locale sphérique
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a(t) = =2 = #(De, Sy

r(t)<p(t)sm0e(p + r(t)fp(t)smee(p + r(t)H(t)fp(t)cosee(p + r(t)fp(t)sme 7 =

[#(6) — r(£)8%(t) — r(D)@%(t)sin?0]e, + [27()O (L) — () @2 (t)sinbcosO +
r()8(®)]eq + [27(t)@sind + r(D)G(t)sind + 2r()6(t)¢(t)cosb]e,, (11-64)

[1.8 Vecteur vitesse de rotation

Une rotation est représentée par son vecteur gitssotatior) qui est par définition :

Q=0n=wn="n (11965

ou||n|| = 1 et est l'angle de rotation.

La direction den est celle de I'axe de rotation. Le sensdest donné par la regle de la vis ou
de la main droite (figure 11.9).

Si O est un point quelconque appartenant a I'ax®®@ion (figure 11.10), on a:

M~ axoMm (11-66)
Pour démontrer cette derniere expression, il sd#xprimer le vecteuOM dans la base
locale des coordonnées cylindriques. L'axe (Z) cioi@ dans ce cas avec I'axe de rotation
n=e,:

OM = OM, + MoM = OM, + pe, oUp est une constante et le vect@M, est aussi

constant.
dOM dOM, dMqM dMyM d9
= = = X
&~ ar T dr e Pac® -G dt 2 (n e) = ( ) x (pe,)
=Q><M0M=ﬂ><(OM—0M0)=ﬂ><OM Q x OM, = Q x OM
Q x OM, = 0 car ces deux vecteurs sont paralléles.

Sy, |

Figure 1.9 Figure 11.10

En général, pour deux poimsetB n’'appartenant pas a I'axe de rotation, nous alens
relation :

22 = QxAB (11-67)

Pour démontrer cette derniere équation a partiédeation (11-66), il suffit d’écrire :
AB = OB — 0A ou O est un point appartenant a I'axe de rotation.
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1.9 Le mouvement relatif

Soient deux référentiels R(Q,, k) et R'(O’,i’,j , k). Le référentiel (R) est considéré
comme étant absolu (figure 11.11). On supposeraeueouvement de (R’) par rapport a (R)
est connu et quelconque. Aussi, les coordon(¥es’, z') du mobile M sont connues dans
(R’). On cherchera alors la position, la vitesskaetrélération dans le référentiel absolu (R).

a) Relation entre les positions :

La position de M dans (R) esOM = xi + yj + zk

Dans (R), la position de M esO'M = x'i' + y'j' + z'k’

La relation entre ces deux vecteurs s’écrit :

OM = 00' + O'M (1-68)
Le vecteur00’ donne la position de O’ par rapport a O.

X o R’(O,, il,j’ ' kl)
R(O,i,], k)
Mouvement d’un point M dans deux référentiels Ret
Figure I1.11
b) Composition des vitesses :
En dérivant I'expression (11-68) par rapport au psmon otient :
dOM _ d00r  dO/M _ dOoO! pdir | dxr ., rdjr | dyr ,d_k’ d_z' ;L [dOO'
o ar T a Xttt ettt T e
Ly W W [ B
X'—+y —-+z dt+[dtl+dt]+dtk] (11-69)

Dans cette derniére relation, le premier termeeetrinchets représente la vitegse
d’entrainement de (R’) par rapport a (R) due adadiation du point O’ par rapport a O et a la
rotation des axes de (R’) par rapport a ceux del(&¥second terme entre crochets donne la

vitessev,. de M dans (R’) ; c'est-a-dire la vitesse relatiedWl
__doo’ , di’ , dj’ , di’
et tx dt+y dt+Z dt

_dx’
Ur =

(11-70)

Ly d_:y,'l d_zl ! -
i+ + Sk (1I-71)

La vitesse absolue de M dans (R) s’écrit donc :
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Vy =V, + v, (1-72)
Cette relation représente la transformation dessés de Galilée.
Si les axes de (R’) tournent a une viteQsgar rapport a ceux de (R), nous avons :

C=axi, L=axj, L=axk (1I-73)
En portant ces relations dans I'expressiomwgdenous obtenons :

doo’ doo’ _
v, =7+x "@xi+y'@xjy+z'(QAx k") —d—+ﬂ>< [x'i"+y'j +2z'K']

doo’
= d_ +Qx0'M

On retient donc que :

aoor
ve=—+ﬂ><0M (11-74)
Remargue

Q est la vitesse (angulaire) de rotation des @xgsk’ de (R’) par rapport a ceux de (R). Elle
est différente de la vitesse de rotation du pointd peut, par exemple, citer le cas
particulier ou le point O’ décrit un cercle autaler O mais les vecteurs unitaiigy’, k'’

restent fixes.

c) Composition des accélérations :
En dérivant (par rapport au temps) I'expressiof6g), on obtient :

d?oM _ d?o00/ ,d?ir - dxr dir , d%jr - dyr djr ,d?kr | dzrdkr  d?xr,, | dxrdir
dtz ~  dt? t+dtdt+ydt2+dtdt+ t+dtdt+dtzl+dtdt+
d?yr ., . dyrdjr = d%z dzr dkr [dzoo’ ,d2 i’ , d?j’ 5/ d? k] [dx di’  dy'dj'
dt? dt dt+dt2 dat dt | ac? tX +y dt2+ dt? +2 dt dt+dt dt+
dz' dk’' d?x’ a2z’ ,]
— +Lﬂl+dﬂ]+ kK|=a,+a,+a, (I1-75)
ou:
d200’ d?j ,dzk’ , s , “
e= 5z TX dtz +y dtz — estl'accelération d’entrainement,
dx’ di dy’ dj dz’ dk s L1z . T
=2 [—— Loldl ——] est I'accélération de Coriolis et
dt dt dt dt = dt d
d?x’
a, =—1 +2 2 ] + k’ est 'accélération relative.

Si les axes de (R) tournent a une viteQgear rapport a ceux de (R), nous avons en plus des
relations (11-73) :

d?i’ d (di d aQ di’
—=—|—]=7@O@Xxi)=—Xi'"+ A X —

dt?2  dt\dt) dt dt dt
dzj’ aQ ., dj’

R TR TS

e’k _do o, o dK

dt?2  dt dt

L'accélération d’entrainement s’écrit alors :
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_d?o00’ +x +y azj’ 4y a’k’ _ a?00’
dt? dtz dtZ dt? dt?

]+ [@xk +ax ] =2 4 [Dxi+ax@xiy|+y [2xj +ax

+x’[%xi’+ﬂx2—it’]+y’[%xj’+ﬂx

d?00’
dt?

(ij)]+z S x K +ax @x k)| = +[Sx @) +ax@x (i)]+

d200’
dt?

[Sx i +ax@x |+ [5x @) +ax@x @k)| =2+

2
[% X (0 +yJ +2K)+ QX QX (KT +yf +z k'))] dd‘t’f +22X 0'M + @ x
(Qx0'M) (11-76)
L'accélération de Coriolis s’écrit aussi sous lmfe :

[ 48 DA A2 g[S xi + d—y'nxj'+‘;—zt'nxk']=2[nx

+

a =
¢ dt dt dt dt dt dt

((th.)‘}'ﬂx( ])+QX( k')]_Z[QX( l+ ]+‘2—Zt,k')]=2.ﬂ><vr(”-77)

Exemple

Un jour sans vent, la pluie vue du wagon d’un tramant a y= 72 km/h parait inclinée d’'un
angleb = 50° par rapport a la verticale.
1) a) Faire un schéma des vitesses.

b) Déterminer la vitesse de chute des gouttgdule \ par rapport au sol.

c) En déduire la vitesse de chute des goudgdide v par rapport au wagon.
2) Que devient la vitesse des gouttes de pluiegmoort au wagon lorsque le train double sa
vitesse ?

Solution

La figure 11.12 donne les directions et sens dégmintes vitesses. D’'apres ce schéma,
Ve 72
tgb tg50°

= V2 +v,2=94km/h

v, =2v, =144 km/h

v, = /vaz +v,° =156,1 km/h

ve 144 _ 0,922 0' = 67,2°
v, 1561 ’ -

D,
tgh = v—e = v, = = 60,4 km/h

sing’ =

Figure 11.12

Ve

Vertlcale
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11.10 Mouvement d’'un satellite artificiel autour de la terre

On considere un sattellite effectuant un mouveneeotlaire uniforme autour de la terre a
une altitude h (hauteur par rapport au sol). Sditede rayon r = h + R est située dans un
plan perpendiculaire au plan équatorial (figureld). Une telle orbite s’appelle ‘orbite
polaire’. La terre est supposée étre une spherayda R.

Nous définissons deux référentiels ayant commean@igommune le centre O de la terre: Le
référentiel géocentrique G(O,X,Y,Z) considéré comatsolu’ avec des axes dirigés vers des
étoiles lointaines et le réeférentiel terrestre WCX’,Z’) considéré comme ‘relatif’ (figure
[1.14). Les axes OX’ et OY’ sont liés a la terretetirnent donc comme la terre (de I'ouest
vers I'est) autour de I'axe OZ (identique a OZ'emtié dans le sens sud-nord).

Dans le référentiel terrestre (T), la position dpaoint M sur la surface de la terre (ou sur une
autre sphére centrée en O) est repérée par sdudegi et sa latitude’ (figure 11.15). La
longitude est par définition I'angle entre la patjen de M dans le plan (X'Y’) et 'axe OX'.
L’angle entre le vecteUDM et sa projection dans le plan (X'Y’) représentéalitude de M.
L’axe OX’ passe par le point P qui résulte de &nsiection du méridien de Greenwigh= 0)

et de I'équateurf}( = 0). La longitude et la latitude de P sont nsll8ur la surface de la terre,
le point P est situé dans I'océan atlantique audasdcotes du Ghana. De méme, I'axe OY’
passe par le point Q de longitude égaté2aet de latitude nulle. Sur la surface de la tdae
point Q est situé dans I'océan indien a I'ouestaf#es de la Malaisie.

)
Figure 11.13 X Figure 11.14

Dans le référentiel géocentrigue (G), la longitudda latitude de M sont respectivement
données pak etf. Si a I'instant initial t = 0, les axes de (G)mudent avec ceux de (T) nous
pouvons écrire a un instant t quelconque :

A=14+Qt (1-78)
B=p (11-79)

Ou )\’ et B’ sont la longitude et la latitude de M dans leéréhtiel (T) etQ est la vitesse
angulaire de rotation de la terre dans le réféee(B).

Q =0k (11-80)

ou k est le vecteur unitaire porté par I'axe OZ.
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, Figure 11.15
Méridien de Z'a
Greenwich ,
(Longitude)’ = 0)
H M\ B’)
Y1
Equateur
(Latitudep’ = 0)

Revenons maintenant au mouvement du satellite. Dmméférentiel géocentrique (G), le
mouvement du satellite est circulaire. La trajeeta@st donc un cercle de rayon R + h. Ce
cercle est situé dans le plan (XZ). Si a l'instaittal t = 0, le satellite passe (dans le sens sud
nord) au dessus du point P défini précedemments mpawvons écrire la longitude et la
latitude du satellite a un instant quelconque sdaméférentiel (G):

1=0 (11-81)
B=wt (11-82)

Ou o est la vitesse angulaire de rotation du satelbies le référentiel (G).

Avec le sens de rotation indiqué sur la figure3).te vecteur de rotation du satellite s’écrit :

w = —wj (11-83)

ouj est le vecteur unitaire porté par I'axe OY.

La position ‘absolueOM du satellite s’écrit :

OM = (R + h)[cos(wt) i + sin(wt) K] (11-84)
Le vecteur vitesse ‘absolu’ du satellite (perpenldice a la trajectoire) est :
v = w(R + h)[—sin(wt) i + cos(wt) K] (11-85)

Dans le référentiel terrestre (T), la positionatele’ du satellite s’écrit :
OM = (R + h)[cosB'cosA'i" + cosB'sinA'j' + sinB'k'] = (R + h)[cos(wt)cos(—Qt)i" +

cos(wt)sin(—Qt)j’ + sin (wt)k'] = x'(®)i' + y'(©)j' + z' (k' (11-86)

Oui',j', k' sont les vecteurs unitaires portés par les axes OX’, OZ' et :

x'(t) = (R + h) cos(wt)cos(Qt) (11-87)

y'(t) = —=(R + h) cos(wt)sin(Qt) (11-88)

z'(t) = (R + h) sin(wt) (11-89)

D’apreés la relation (lI-71), la vitesse relative shtellite est :

v, = %’i’ + 6;—3:]’ + i—zt’k’ = (R + h)[(—wsin(wt)cos(Qt) — Q cos(wt) sin(Qt))i’ +
(w sin(wt) sin(Qt) — Q cos(wt) cos(Qt))j' + w cos(wt) k'] (11-90)
La vitesse d’entrainement qui représente la vitelsseéférentiel (T) par rapport a (G) est

d’apres la relation (11-74) :
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v, =x' Z—it’ +y' %’ + z’% = Q(R + h)[cos(wt)cos(Qt)j" + cos(wt)sin(Qt)i']  (11-91)

En pratiquepour un satellite d’observatioce qui nous intéresse leugl esila projection de
la position du satellitsur la surface de la te ; c'est-adire sa longitude et sa latitude dan:
référentiel terrestre. On peut par exemple se desaquestions suivan : quels sont les lieux
géométriques de la projecticdu satellite sur le globe terrestre ? glie(s) instant(s) le
satellite passe juste au dessus de notre et a quand le prochain pass? Notons d’abord
gu’au moment de ce passage, la longitude et la latidudsatellite sont identiques a celles
notre ville.

Les équations (11-78), (I9), (1I-81) et (11-82) nous permettent d’écrire en fonction du tel
t la longitude et la latitude du satellite danséi&rentiel (T :

A=-Qt et f'=wt (11-92)
L’équation de la trajectoire en ‘coordonnées gépigiues’ A, ') s’obtient enéliminant t
dans les équations (11-92) :

X=-2p (11-93)
Portée sur le globe terrestoette trajectoireest représentée sur la figure 11.16 pour un toL

satellite autour de la terre a partir d’'un poirtidiau dessus de notre p. Notons que sur
cette figureja terre est projeti dans le plan et ques pbéles sont en réalité des po

Pour que le satellite soit juste au dessus d’'undie coordonnées géographiqueg(o,po), il
doit exister un (ou plusieurs) tempo pour le(s)quel(s) les équations suivantes
verifiées(voir les équations (-92)):

Bo = wty+ 2nm oubient — By =wty+2pm et g =—-Qty+mn (11-94)

Ou n, p et m sont des entiers positifs ou négatiffes coordonnéeséographiques sont
exprimeées en radians.

Figure 11.16

Impact approximatif sur le sol d'un satélite a tdfient et a orbite polaire (figu
adaptée d’une image libre https://pixabay.com/en/globe-world-map+tt-32299/

On se place dans le référentiel géocentrique (®mr@e illustré sur la figure 11.17 et «
raison de la rotation de la terun lieu géographique dho,Bo) a sasurface décrit un cercle de
rayon R coBy (R est le rayon de la ter. Ce cercle (en bleu) esitué dan un plan parallele
au plan (XY) et ‘rencontre’ la trajectoire du sétel(en rouge) qui se trouve dans le
(X2). Sur la figure (11.17) on peut distingue deux cas de ‘rencontre’ du satellite avec le
géographique considéré. Danspremier cas (1)le sens de passage du satellite es-nord
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et la longitude du satellite est identique fap2es) a celle du lieu. Un deuxieme passage (2)
du satellite au dessus du lieu dans le sens narésiupossible lorsque la latitude du satellite
est égale @ — fo.

Ainsi, il suffit de chercher, par exemple, a l'aidain calcul numérique les temps gour
lesquels les expressions suivantes sont des eptsitifs ou négatifs :

Both = oubien™ 20 = p et (Ao +Qto)/m=m (11-95)

Mo (Ao,Bo0)

Figure 11.17

Exemple d’application

Supposons que le mercredi 25 juillet 2018 a 13hid%3fs un satellite ‘obs1’ est passé dans
le sens sud-nord juste au dessus de la ville dadji a comme coordonnées géographiques
exprimées en radians (0,0887382, 0,641511). Lellisatéobsl’ décrit une orbite
perpendiculaire au plan équatorial et effectue aur tomplet autour de la terre en 5945s.
Trouver la date et I'heure du prochain passageemsu$ de la ville de Béjaia (ou de ses
environs).

Solution

Nous prenons comme origine de temps (t = 0) le radr@5 juillet 2018 a 13h 15min 30s.

De plus, a cet instant initial, 'axe OX coincideea I'axe OX' ayant comme longitude celle

de la ville de Béjaia. Bien entendu, a l'instant 0, Béjaia et le satellite ont les mémes
coordonnées geéographiques. Pour des raisons de amitémmous exprimerons le temps en
heures et les vitesses de rotation en radianseuae h

La vitesse angulaire de rotation de la terre autitelle-méme est :
s

2
Q=""=1026187d/h (1196
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La vitesse angulaire de rotation du satellite autieula terre est :
% —3,8048 rd/h (11-97)
5945s

Nous pouvons remarquer (figure 11.17) qu’avec l@ation de la terre, la ville de Béjaia coupe
(a t = v) la trajectoire circulaire (dans le référentiebgéntrique) du satellite en deux points
de latitudespg et © - Pg ou PBg est la latitude de Béjaia. Ces deux points cooredent
respectivement a un nombre entier ou demi entig¢ouaies effectués par la terre autour d'elle
c'est-a-dire :

Qty, = mm (11-98)

Ou m est un entier.

Pour que Béjaia ‘rencontre’ le satellite, il fawtegce dernier ait comme latitufig oun - Bg
c'est-a-dire :

wty = 2mn ou bienwty = m — Bz + 2np (11-99)

Ou n et p sont des entierspgtla latitude de Béjaia.

En portant les valeurs numériques des vitessestditan dans les équations (11-98) (11-99),
on obtient respectivement:

to =11,999972m

to = 1,6513839n ou bient, = 0,6570862 + 1,6513839 p

w =

Le tableau ci-dessous donne les valeurs calculédéspdur m, n et p allant de 0 a 40. Nous
pouvons constater qu’en plus de I'instant init@), (e satellite passe au dessus des environs
de la ville de Béjaia aprés environ 48 heures J\&r60 heures (jaune).

Les valeursgde la terre sont proches (a 0,11 heures pred) dessatellite. Comme la vitesse
angulaire de rotation du satellite est nettemens grande que celle de la terre (14,5 fois),
nous prenons les valeurs delés colonnes de n ou p.

Ainsi, apres 47,8901331 heures (vendredi 27 jul@l8 a 13h 08min 55s) le satellite a
effectué exactement 29 tours autour de la tereriet donc exactement la latitude de la ville
de Béjaia. Durant ce temps, la terre a effectuépen moins’ de deux tours autour d’elle-
méme. La longitude du satellite n'est donc paseégakelle de Béjaia. La différence de
longitude en radians est :

(47,999888 — 47,8901331).0,2618 = 0,0287338 rd

Le satellite passe donc (dans le sens sud-nord eoanin= 0) a I'est de la ville de Béjaia
puisque le sens de rotation de la terre est ostst-@s coordonnées géographiques exactes du
lieu au dessus duquel le satellite passe sont{872, 0,641511).

De la méme facon, selon le méme tableau le satellita une deuxieme fois la méme latitude
gue la ville de Béjaia aprés 36 tours et 14373= (3g) autour de la terre avec une durée de
60,1069066 heures. Durant ce temps, la terre digete® ‘un peu plus’ que 2,5 tours (demi
entier) autour d’elle-méme. La longitude du sakelist donc cette fois ci inférieure a celle de
Béjaia. Un simple calcul effectué comme précédenmmenne une différence de longitude de
0,0280246 rd. Le satellite passe donc cette fodans le sens nord-sud a I'ouest de la ville de
Béjaia le samedi 28 juillet 2018 a 1h 21min 55s teordonnées géographiques exactes du
lieu au dessus duquel le satellite passe une sdoisdsont (0,0607136, 0,641511).
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fo fo o

0 0 0 0,6570862 0 0

1 1,6513839 1 2,3084701 1 11,999972

2 3,3027678 2 3,959854 2 23,999944

3 4,9541517 3 5,6112379 3 35,999916

4 6,6055356 4 7,2626218 4 47,999888

5 8,2569195 5 8,9140057 5 59,99986

6 9,9083034 6 10,5653896 6 71,999832

7 11,5596873 7 12,2167735 7 83,999804

8 13,2110712 8 13,8681574 8 95,999776

9 14,8624551 9 15,5195413 9 107,999748
10 16,513839 10 17,1709252 10 119,99972
11 18,1652229 11 18,8223091 11 131,999692
12 19,8166068 12 20,473693 12 143,999664
13 21,4679907 13 22,1250769 13 155,999636
14 | 23,1193746 14 | 23,7764608 14 167,999608
15 24,7707585 15 25,4278447 15 179,99958
16 26,4221424 16 | 27,0792286 16 191,999552
17 28,0735263 17 | 28,7306125 17 203,999524
18 29,7249102 18 | 30,3819964 18 215,999496
19 | 31,3762941 19 | 32,0333803 19 227,999468
20 33,027678 20 | 33,6847642 20 239,99944
21 | 34,6790619 21 35,3361481 21 251,999412
22 | 36,3304458 22 36,987532 22 263,999384
23 | 37,9818297 23 38,6389159 23 275,999356
24 | 39,6332136 24 | 40,2902998 24 | 287,999328
25 | 41,2845975 25 | 41,9416837 25 299,9993
26 | 42,9359814 26 | 43,5930676 26 311,999272
27 | 44,5873653 27 | 45,2444515 27 323,999244
28 | 46,2387492 28 | 46,8958354 28 335,999216
29 | 47,8901331 29 | 48,5472193 29 347,999188
30 49,541517 30 | 50,1986032 30 359,99916
31 | 51,1929009 31 51,8499871 31 371,999132
32 | 52,8442848 32 53,501371 32 383,999104
33 | 54,4956687 33 55,1527549 33 395,999076
34 | 56,1470526 34 | 56,8041388 34 | 407,999048
35 | 57,7984365 35 58,4555227 35 419,99902
36 | 59,4498204 36 | 60,1069066 36 | 431,998992
37 | 61,1012043 37 | 61,7582905 37 | 443,998964
38 | 62,7525882 38 | 63,4096744 38 | 455,998936
39 | 64,4039721 39 | 65,0610583 39 | 467,998908
40 66,055356 40 | 66,7124422 40 479,99888
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Le lecteur intérésseé est invité a faire les calpolsr n, p et m allant par exemple de 0 a 1000
et retrouver éventuellement des temps de passagatéllite juste au dessus de Béjaia. Il est
conseillé d'utiliser un programme informatique pdes calculs et pour la recherche dgs t
identiques (ou tres proches) dans les différeriksnes du tableau obtenu.

Remarque importante

Dans la discussion ci-dessus, les opérations $i@cteees sur la base des valeurs numériques
de b qui sont données a sept chiffres aprés la virguidenombre de chiffres significatifs
dépend de la précision sur les vitesses angul@reswn. Ces dernieres sont données a 0.0001
prés. Le nombre de chiffres significatifs dansvakeurs degtest au plus 4.
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EXERCICES CORRIGES

Exercice 1I-1

Donner I'équation et la nature de la trajectoireespondant aux lois horaires du mouvement
(dans le plan XY) pour chacun des cas suivants :
1) En coordonnées cartésiennes :
ax(t)=t+1, y(t) =-2t-3
x(®)=t—1, y(t)=t*+1
c)x(t) = 2sin (%) —1 , y(t) =2cos (%) +2
d)x(t) = 5cos (t) , y(t) = 3sin (t)
2) En coordonnées polaires :

a)(t) = at, 6(t) = wt ola etw sont des constantes positives.
P)p(t) =2—e"t , 0(t) =—-t+m/4

Solution

1) L’équation de la trajectoire est la relation hgiles coordonnéeg et x.
Ax(t)=t+1= t=x—-1

En portant cette derniére expression de t danpréssion de/(t), on obtient :
y=-2(x—-1)-3=-2x—-1

y = —2x — 1 est I'équation d’'une droite de pente -2 et quspgsar le point (0,-1).
b) En procédant de la méme facon qu’en a), on miitiEquation suivante :
y=(@x+1?>+1=x*>+2x+2

La trajectoire est une parabole.

c) x(t) = 2sin (%) —1=sin (%) =(x+1)/2
t t
y(t) = 2cos (E) +2 = cos (5) =(y—-2)/2

Pour trouver la relation entgeetx, on utilise I'équatiorsin? G) + cos? G) =1, soit :

[—(x;rl)]2 + [—(y;z)]2 = 1 qui s’écrit aussi sous la forme suivante :

x+1D2+(y—-2)?2=4

La trajectoire est un cercle de centre C(-1,2)etayon 2.

d) On procéde de la méme facon qu’en c).

x(t) = 5cos(t) = cos(t) = x/5

y(t) = 3sin(t) = sin(t) =y/3

En utilisant la relatiosin?(t) + cos?(t) = 1, on obtient I'’équation suivante :
(g)2 + (%)2 = 1 qui est I'équation d’une ellipse de grand axe )& de petit axe 3 (OY).
2) En coordonnées polaires, I'équation de la ttajexest la relation entig et 6.
a)(t) =at, 0(t) = wt

() =wt =2t=0/w

En remplacant cette derniére expression de t dexymréssion de, on obtient :
p=al/w
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La trajectoire est ungpirale d’Archiméd (p varie de 0 a I'infini)yeprésentée sur la figure.
b)p(t)=2—e7t ,0(t)=-t+mn/4

En procédant de la méme maniere qu’en a), I'équatela trajectoire s’éc :

p= 2 — eG—n/4

La trajectoire est une spiradgponentielle(p entre 1 et 2yjui converge vers le cercle centr
I'origine et de rayon 2Zfigure B).

AY AY
Figure A Figure E

Exercice 1I-2

Dans un plan muni d’'un systéme d’axes C, les coordonnées d’un point s données par
les relations:x(t) = b[wt — sin(wt)] , y(t) = b[1 — cos(wt)]

ou b etw sont des constantes positi\

1) Déterminer les composantes du vecteur vitesda eecteur accélératic

2) Déterminer les valeurs absolues des compostartgsntielle et normale de I'accélérat
et déduire le rayon de courbure de la trajectc

Solution

1) x(t) ety(t) sont les composantes du vecteur posi
Les composante®,, vy,) du vecteur vitessv sont :

Uy = % = bw — bw cos(wt) = bw[1 — cos(wt)]
d

v, = d_3tl = bw sin(wt)

De méme, les composani@s,, a,) du vecteur accélératiansont :
dv

a, = d—: = bw? sin(wt)
dv

a, = d_ty = bw? cos(wt)

2) Le module de la vitesse est
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||v|| =v= [vE+vi= \/bzwz[l — cos(wt)]? + b?2w?sin?(wt) = bw\/2[1 — cos(wt)]

. wt
= 2bw]|sin (?)|

La valeur absolue de I'accélération tangentielte es
jarl = |5 = bo*lcos ()
ar| = || = bw”|COS (—

T ldt 2
De méme, le module de I'accélération est :
llal| =a = ’a,% + a3 = \ b2w*sin?(wt) + b2w*cos?(wt) = bw?
L’accélération normale (en valeur absolue) est :

— (02— 2 — [p2m4 — h2m4rnc2(PEY — hn2lcin (2F

ay =+a*—as \/bw bwcos(z) bw |51n(2)|

On peut déduire alors le rayon de courbRide la trajectoire :
2

R =2 = ab|sin (2
= 2~ 4blsin (5)

Exercice 1I-3

Un point matériel M, se déplacant dans un planiegsiré par ses coordonnées polai@s
etd(t) telles que :

p(t) = 1ry(1 + cos(wt)) , 6(t) = wt our, etw sont des constantes positives.

1) Trouver I'équation de la trajectoire. Quelle &sthature ? Représenter cette trajectoire.
2) Donner, en coordonnées polaires, les expresdemsecteurs position, vitesse et
acceélération.

3) Déterminer les accélérations tangentielle etade ainsi que le rayon de courbure de la
trajectoire at = m/w.

Solution

Do) =wt >2t=0/w

En remplacant cette valeur de t dans I'expressey dn obtient 'équation suivante :

p =19(1+ cosB)

La trajectoire est une cardioide (forme d’'un codarjs le plan (XY). L’axe de symétrie de
cette cardioide est I'axe OX puisqué-6) = p(0). Il suffit donc de tracer la partie
supérieure (au dessus) de I'axe OX en prenantreliftés valeur dé entre O et et de

calculer les valeurs correspondantep.densuite, la partie inférieure (au dessous) deel'a

OX sera complétée par symétrie. Cette cardioideepsésentée sur la figure ci-dessous avec
les coordonnées polaires de certains points paeisu

2) En coordonnées polaires, le vecteur positioors’e

OM =1 = p(t) e, =15(1 + cos(wt))e, (@)
La dérivée par rapport a t de I'équation (a) perdeetiéterminer le vecteur vitesse :
d dp(t) d .
= d—: = ( Zt )ep + p(t)% = row|[—sin(wt) e, + (1 + cos(wt)) eq] (b)
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avecte =¥ o — pe
dt ~ at (9 T rer

%
(fo, n/2)

2rp, 0)
0.9~ | <o (2. O

(ro, -n/2)—>

Le vecteur accélération est donné par :

a= % = row[—w cos(wt) e, — w sin(wt) eg — w sin(wt) eg — (o(l + cos(wt) ep] =

ro w?[—(1 + 2 cos(wt)) e, — 2 sin(wt) eq] (c)
avectt = — Lo — _
at a0 T TWép

3) L’accélération tangentielle; est par définition :

ar = = gy jar

D’apreés la relation (b), le modulede la vitesse est :

v = rowy/sin2(wt) + (1 + cos(wt))? = ryw4/2 + 2cos (wt) = 2ryw|cos (%t)| (d)
At =m/w, lavaleur du module de la vitesse est :

v(t=-)=0 e)

N t , s . ,
Pour les valeurs det allant de 0 & (cos (%) > 0), 'accélération tangentielle est donnée
par :

_av _ 2 (9L
ar = — = —Tow sm(z) )]
ou le signe — indique une décroissance du module diesse avec le temps.

At = r/w, 'accélération tangentielle vaut donc :

ar(t ==) = —row? )
Le module de I'accélération totale est (d’apréselation (c)):

a = row?/(1 + 2 cos(wt))? + 4sin?(wt) (h)
At = m/w, le module de I'accélération totale est :

a(t = =) = rpw’ (i

L’accélération normale est donnée par :

aszaz—a% ()

D’apreés les relations (g), (h) et (j) 'accélératisormale & = m/w est nulle :
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ay(t=2)=0 K)
Le rayon de courburR de la trajectoire est par définition :
R =v%/ay ()

Les relations (e) et (k) montrent que l'utilisatide I'équation (I) pour calculer le rayon de
courbure & = m/w mene a une valeur indétérminée (0/0). Pour lestte indétermination,
on établit I'expression du rayon de courbure ({inanstant quelconque t puis on fait tendre t
vers la valeurt/w. Pour cela, on utilise les relations (d), (f),, @) et (1).

R= v _ v2 _ [Zroa)cos(%t)]z _ (ﬂ)r cosz(“’?t) _
an Jaz—a% \/[rOwZJ(1+2 cos(wt))2+4sin?(wt)]2—rZ w*sin? (th) 3 0 V1+cos(wt)

%rocos (w?t) (m)

D’apres cette derniere équation, le rayon de coerbst nul & m/w .

R(t=2)=0.
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CHAPITRE Ill : DYNAMIQUE DU POINT MATERIEL

[11.1 Introduction

La dynamique est I'étude de la relation entre laumemnent d’un corps et les causes qui le
produisent. Ces causes sont les interactions ghs @wec les autres corps qui I'entourent. Les
interactions sont décrites par une notion mathé&muatiappelée ‘force’. La dynamique est
donc I'étude de la relation qui existe entre laéoet les variations du mouvement d’un corps.

[11.2 Les lois de Newton (1642 — 1727)

11.2.1 La 1° loi de Newton, ou le principe d'inertie et les rérentiels galiléens

Un référentiel d’inertie (ou référentiel galiléezgt un référentiel dans lequel les objets libres
sont soit au repos soit animés d’'un mouvementligrdi et uniforme.

On appelle particule (ou objet) libre toute parficgui ne subit aucune interaction avec
I'extérieur. On dit que cette particule est isol€&est aussi le cas lorsque la résultante des
interactions est nulle ou la particule est dansase'pseudo-isolée’.

Le mouvement de la particule se fait par rapporinaobservateur qui est lui-méme un
systeme libre. C’est un observateur d’inertie e&férentiel utilisé est un référentiel d’inertie
(ou galiléen).

Un référentiel (R)’, animé d’un mouvement rectikigeat uniforme par rapport a un référentiel
d’inertie (R), est aussi un référentiel d’inertie.

En effet, si la vitesse d’'une particule libre déR} estv = v, = Cste Sa vitesse dans (R)’ est :
Vi = V—Ve OUV, est la vitesse de (R)’ par rapport a (R). Nousvpas donc remarquer que Si
Ve €St constante alokg sera également constante.

Le référentiel de Copernic est le meilleur exengiian référentiel galiléen. Son origine O est
le centre de masse du systeme solaire et sesattess sont reliés a trois étoiles lointaines
considérées comme étant fixes. Ce référentiel ntegtendant pas pratigue pour des
problemes de mécanique au ‘voisinage’ de la tetrsue la terre. On utilise alors des
référentiels galiléens approchés. Le meilleur exerdfun référentiel galiléen approché est le
référentiel géocentrique qui a comme origine letreede la terre et les axes orientés vers des
étoiles lointaines. Nous savons que le mouvemeraderre autour du soleil posséde une
accélération normale. Pour une durée suffisammante (par rapport & une année qui est la
période de rotation de la terre autour du solkil}rajectoire décrite par le centre de la terre
peut étre approximée a une ligne droite et le e@fdzl géocentrique peut étre approximé a un
référentiel galiléen. Nous allons voir, par la spiue ce référentiel peut étre utilisé pour
étudier le mouvement d’'un satélite artificiel ouural (lune) autour de la terre. Pour des
problémes de mécanique sur terre, le référentistagérique n’est pas pratique et on définit
donc un référentiel terrestre dont 'origine estpaint a la surface de la terre et les axes sont
orientés dans trois directions arbitraires de besp DO a la rotation de la terre autour d’elle-
méme, la trajectoire d’'un point fixe a la surfaeeld terre est circulaire mais nous pouvons
considérer que cette trajectoire est une lignea@ans un intervalle de temps suffisamment
court (par rapport a la période de rotation deteetautour d’elle-méme qui est de 24 heures).
Nous allons revenir a la question de référentigledtie dans un paragraphe ultérieur de ce
chapitre (paragraphe 1l1.4).
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11.2.2 La 2°™loi de Newton, ou le Principe Fondamental de la Dyamique (PFD)

Dans un référentiel d’inertie et si la masse d'unjebreste constante, la forée (ou la
résultante des forces) que subit cet objet esteégal produit de sa masse m par son
accélératiora.

F=ma (11-1)

m est appelée masse d'inertie.

Dans cette derniére expressiénreprésente la force extérieure (ou la résultapte fdrces
extérieures) exercée sur I'objet par les autrescpdes ou systémes. La particule ne peut pas
exercer de forces sur elle-méme.

Nous pouvons constater queFsF 0, a= 0. Ceci ne veut en aucun cas dire queéi‘éldj est

un cas particulier de 1a°%°loi. La 1°® loi donne la définition d’un référentiel d’inertians
lequel on applique 1a®?¢ loi. Une loi physique est toujours associée a éfdrentiel dans
lequel elle s’applique.

La deuxieme loi de Newton est aussi appelée Penegndamental de la Dynamique (PFD).

111.2.3 La 3°*™1oi de Newton, ou le principe de I'action et de laéaction

Lorsque deux corps A et B sont en interaction niléuka forceFag qu’exerce A sur B est
€gale et opposée a la forlega qu’exerce B sur A.

Fag = - Fga (111-2)

Les deux forceEag etFga sont de méme nature (contact, gravitationnelestédstatique, ..).

Exemple 1 Rwmm
Forces de contact dans le cas de deux masses mpeiéds sur 4

le sol comme indiqué sur la figure ci-contre. Rsoim | m
Amwnm = force d’action de m sur M.

|
I

Rwm = force de réaction de M sur m.

T
|
sol v

Awssol = force d’action de M sur le sol. M A | Figurelill
Rsoym = force de réaction du sol sur M.
La 3™loi de Newton permet d’écrire : Asol

Amm = -Rwm €t Awsol = - Rsoim
Si les masses m et M sont au repos par rapporblaet si le référentiel lié a la terre est
considéré comme étant galiléen, f8%20i de Newton permet d’écrire :

Amm =mg et Awso = (M + MY Lune
Fro

Exemple 2

Forces de gravitation entre la terre et la lungyFe I11.2). F

Fr. = force de gravitation qu'exerce la terre suniael. ol

Fur = force de gravitation qu’exerce la lune sur lage Terre Figure ll1.2

Fro =-Fur
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[11.3 Forces de frottement

Ces forces résultent des interactions entre lemedou molécules des surfaces en contact.
Elles dépendent de plusieurs facteurs comme étlat nature des surfaces, la vitesse relative
des objets en contact etc....

[11.3.1 Frottement entre deux corps solides

La force de frottement solide s’oppose toujoursteauvement du corps et a donc un sens
opposé a celui de la vitesse.

La force de frottement est en général proportidenglla force normale N qu’applique un
corps sur un autre (action ou réaction normale).

Fr=pN (11-3)

La constante de proportionnalité s’appelle le coefficient de frottement. On distiegle
frottement statique (au repos) et le frottemenétiue ou dynamique (en mouvement). Ces
deux types de frottement sont respectivement caiaés par les coefficienfs et (OU pg).

a) Frottement statique :

Soit une masse m au repos sur une surface horedfigure 111.3). Une force horizontale
d’intensité variable est appliquée a m. Le coedfitide frottement statique est défini par :
(Frrs)min = us N ou N est la réaction de la surface sur la masse

(Frs)min €st la valeur minimale F nécessaire pour mettranenvement la masse m. En
d’autres termes, si hous augmentons la valeur @l@dttir de 0, on atteint une valeuryFin

= us N) de F qui déclenche le mouvement de m.

F+Fus=0

F=-Fps et fs< usN (-4

b) Le frottement cinétique ou dynamique :

Lorsque la valeur de F dépagseN, la masse m est en mouvement sur la surfacedmale
(figure II.4). La force de frottement cinétiquet da force nécessaire pour maintenir un
mouvement uniforme (a = 0) de la masse m.

F+Fyc=ma=0

F=-Fpc et Re=ucN (B)
L’expérience montre ques> .

N N
] ]
Ftrs <——I——> F Firc <——I—

sol l sol l

P=mg P=mg

Figure 111.3 Figure lll.4

L, F

[11.3.2 Frottement entre un corps solide et un flude (liquide ou gaz)

Lorsqu’un corps se déplace a faible vitesse danfiquide ou un gaz, il subit une force
opposée a son mouvement. L'expérience montre gtie fmce est proportionnelle a sa
vitesse.
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Fr =-kv (1n-6)
Le coefficient de proportionnalité k dépend dedeanfe du corps et de la nature du fluide.
k =k m ou k est le coefficient de forme du corpsiweest la viscosité du fluide.

[11.4 Forces d’inertie

Pour une particule de masse m, %°bi de Newton s'écrit dans un référentiel (R) etitie :
YF=ma

Si la particule est libre, la somme des forcesalieé et dona = 0.

Y. F est la somme des forces ayant une origine maetdalhs (R).

Comment écrire 1a®*loi de Newton dans un référentiel non galiléen) (R’

Considérons par exemple un référentiel galiléenli@Rau sol et un référentiel non galiléen
(R’) lié a un wagon ayant une acceélération constarnpar rapport au sol (figure IIL.5). A
lintérieur du wagon se trouve un pendule simplastibué par une masse m attachée au
plafond a l'aide d’'un fil inextensible et sans n&asEn I'absence de frottement, la masse m
subit deux forces : son poigs= mg et la tension du fiT'.

Z Figure Ill.5 (R) m
(R) 0; mo

~/
Y1
Xa
v O O

Notons d’abord que les deux observateurs constgtenta masse m s’écarte d’un anglear
rapport a la verticale et dans le sens oppos&édiératiora.

Pour I'observateur lié a (R), 'accélération de sheelle du wagon ; c'est-a-deieLe PFD

s’écrit dans ce cas :

mg+T =ma (n-7)

La projection de cette relation sur les axes hotelcet vertical donne respectivement :
Tsinm=ma

Tcosr=mg

La division de la premiere relation par la deuxienglation donne alors :

tga = a/g (111-8)
L’observateur lié a (R) peut donc expliquer, ad&adu PFD, I'écartement de m par rapport a
la verticale.

Pour I'observateur lié au wagon (R’), I'accélératide m est nulle. Le PFD ‘dans (R’)
donnerait :

mg+T=07?

Ce qui est impossible puisque le poids et la tens@sont pas portés sur la méme direction.
Mais alors est t'il possible d’écrire une expremsignérale du PFD dans un référentiel non
galiléen (R’) ?
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En général, dans (R) le PFD s’écrit :

YF=ma

L’'accélération absolue étant la somme des acciélgsatelativea,, d’entrainemeng, et de
Coriolis a. (voir chapitre 2) :

>.F=m (a, + a. + a.) qui s’écrit alors

SF+ ¥, F=ma, (111-9)
ou
ZiTLF =—ma, —ma;, = Fie + FiC (I“'lO)

Ou F;,. et Fi. sont respectivement les forces d’inertie d’eneaient et de Coriolis.
L’'observateur lié a (R doit donc ajouter des forces d’inertie a la result des forces
‘matérielles’. Les forces d’inertie ne sont pas Hésultats d’interactions ; ce sont des forces
‘non matérielles’.

Pour I'exemple du pendule ci-dessas; a. le PFD dans le référentiel lié au wagon s’écrit :
mg+T+Fe=0 etFe=-ma.=-ma

On obtient alors : g+ T - ma=0ou encore : ng + T = ma analogue a (llI-7).

En résumé, les forces d’'inertie sont des forces saigine matérielle que I'on introduit en
plus lorsqu’on applique 1a°2¢loi de Newton dans un référentiel non galiléen.

Dans le référentiel géocentrique, il existe done dorce d'inertie—ma,;s OU a,;s €st
I'accélération normale de la terre autour du sokei module, cette accélération est :

2
Apes = % ~ 0,006 m/s?> oud, ~ 15107 m est la distance terre-soleil (rayon de la

trajectoire) e, s est la vitesse de rotation de la terre autour tkilso

Dans le référentiel terrestre, il existe aussi daece d'inertie —ma,, OU a,; est
I'accélération normale de la terre autour d’ellenmeéEn module, cette accélération est :

_ Vt/tz
Antr =

rotation de la terre autour d’elle méme.

Si I'on onsidére galiléens les référentiels geaugmé et terrestre, nous commettons une
erreur sur l'accélération de l'objet étudié. Cettweur est respectivement de l'ordre de
quelques centiémes et quelques milliémes de? mpaur les référentiels terrestre et
géocentrique.

~ 0,03m/s* ouR =~ 6,410°m est le rayon de la terre e}, est la vitesse de

[11.5 La loi de gravitation universelle de Newton

Le mouvement des planetes de notre systeme salatoeir du soleil a été étudié par Kepler
au début du 7" siécle. Ce mouvement est le résultat d’'une foetgrale qui existe entre le
soleil et chaque planéte. Newton a fait remarquerlg force entre le soleil et ces planetes est
du méme type que la force exercée par la terrdaslune ou encore celle subite par une
pomme au voisinage de la surface de la terre (fdeceoids). C’est la force de gravitation
entre deux massesimat mp. Le module de cette force est donné par la lovanselle de
gravitation de Newton (établit en1687) :

F=G%% (I1-11)
ouG = 6,67.1071 kg~im3s~2 est la constante de gravitationrefa distance entre les deux
masses.
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Ainsi, le mouvement des planétes et des satellitatirels et artificiels) peut étre décrit en

utilisant la loi de gravitation et les trois loie dlewton.

Des milliers de satellites artificiels se trouvanfourd’hui en orbite autour de la terre a des
altitudes se situant entre 300 et 36000 km. Lelnaisons des orbites de ces satellites sont
variées comme indiqué sur la figure 1l.6. L'usade satellite s’est aussi diversifié

(télecommunications, observation, navigation etc...).

2

Figure 1.6

Soit une masse m (de rayon négligeable) qui eféfegtumouvement supposé circulaire autour
d’'une masse M de rayon R comme indiqué sur ladidlir7 ci-dessous. La distaneeentre
les deux masses est le rayon du cercle que déeutour de M.

r=R+h
ou h est la hauteur de m (par rapport a la surface de M

Figure II1.7
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En I'absence de frottements, la masse m subit aree fde gravitatiorF; exercée par M.
Cette force représente le poids de m a cette haudens le référentiel galiléen ayant comme
origine le centre de M et trois axes orientés s étoiles loitaines, la deuxieme loi de
Newton appliquée a m s’écrit :

Fc=ma (11-12)

ou a est le vecteur accélération (normale) de m.

La projection de I'équation (11I-12) sur I'axe noai(orienté vers le centre de M) au cercle

donne :
2
Fg =man=mg=mv7 (m-n3

ouv est la vitesse linéaire de m autour de M.

Avec la relation (111-11) de la force de gravitatide poids de m s’écrit :
_GMm _ GMm

mg =5 = Gy (In-14)
L’accélération (de la pesanteur) de m est donc :
T == (I11-15)

9= (h+R)2 ~ R2(1+h/R)? (1+%)z
ol g, = GM/R? est 'accélération de m a la surface d€Avi= 0).
En utilisant les relations (111-13) et (11l-15), latesse de m est donnée par :

v = /gOR/(1 +3) (Il1-16)

La périodeT de rotation de m est par définition le temps nemies a m pour effectuer un tour
complet autour de M et donc :

vT =2nr = 2n(h + R) = 2nR(1 + %) (11-17)
Les relations (111-16) et (I1I-17) donnent alors :

T =2n \/%(1 + %2 = 2m,[1/(goRDT/* (I11-18)

Ainsi, pour deux masses;rat m, en orbite autour de M a des distanegstr, , la relation

entre les périodes respectivigset T, s’écrit :
L

b= (:_:)3/2 (11-19)

[11.6 La quantité de mouvement

La quantité de mouvemeRtd’'une particule de masse m ayant une Vitessst :

P=mv (111-20)

La quantité de mouvement d’une particule libresmliée ¢ = Cste) est donc constante.

P =Cste (1n-21)
Cette derniére relation constitue un nouvel énaleda premiére loi de Newton (principe
d’inertie).

D’autre part, la dérivée de la relation (111-20)rpapport au temps (en considérant que la

masse m est constante) donne :
dP _ dv

T ma=ma=F (|“-22)
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ou F est la résultante des forces extérieures qui@gissur la particule. On obtient ainsi une

expression du PFD généraliséoi de Newton généralisée) :

dp
—=F (11-23)
Cette derniere relation reste valable lorsque lasmale la particule change en fonction du

temps.

[11.6.1 Conservation de la quantité de mouvement

Pour un systeme de plusieurs particules, la qéatditmouvement totale s’écrit :
P=YP=Ymvi=P+P+ ....=mvy +myv, + ... (In-24)
Dans ce qui suit, on se place dans le cas padicdé deux particules 1 et 2 (en interaction
mutuelle) ayant des masses @b, et des vitesseg etv,. Ce systeme est supposé isolé ou
pseudo-isolé. Ceci veut dire que ces deux parscoke subissent pas de forces extérieures
exercées par dautres particules n’appartenant gpase systéme. Ces deux particules
intéragissent entre elles et les forces correspaadasont donc ‘intérieures’. Ces forces
intérieures sont notées g, (force qu’exerce la particule 2 sur la particu)eeflFy/, (force
gu’exerce la particule 1 sur la particule 2).

Soientvy(t), va(t), va(t)) et vo(t') les vitesses des particules aux instantstt de sorte que
tt—t=At>0.

La variation de vitesse de la particule 1 entrardstants t et t' s’écrit :

Avy = V]_(t’) - V]_(t) (“'-25)
Pour la particule 2, cette variation est :
Avy = Vz(t’) — Vz(t) (|||-26)

L’expérience montre quemv; = - mp AV,

Si les masses et m sont constantes, on peut écrire :

A(my vp) = - A(my vy) et doncA(Py) = - A(P») (mn-27)

Ou P, etP, sont les quantités de mouvement des particulé2l e

Pour deux particules en interaction, la variatienla quantité de mouvement d’'une particule
est égale (en module) et opposée a la variatiotadguantité de mouvement de l'autre
pendant I'intervalle de tempg = t' —t.

Une interaction produit ainsi un échange de la tjitade mouvement.

La relation (111-27) peut s’écrire aussi sous ptuss formes:

A(Py) + A(P2) = A(P1 + P2) =0 ou bien :

(P1 +P2): = (P1 +P2)¢ ou encore :

P,+P> =P+ P, (|||-28)

Le premier et le second membre de (lll-28) repriesserespectivement la quantité de
mouvement totale du systeme aux instants t’ et t.

La quantité de mouvement totale des deux particdesnises uniquement a leur interaction
mutuelle est constante.

P, +P, = my vi + mp v, = Constante (1n-29)
C’est le principe de conservation de la quantiténdevement.

On peut généraliser ce principe a un systeme {sol@seudo-isolé) de plusieurs particules :
La quantité de mouvement totale d'systeme isolé de particulesst constante.

P =) P; =) m;v; = P{ + P, + --- = Constante (11-30)
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Reprenons I'exemple des deux particules, d’apresldion (111-27) :
A(Py) = - A(P;) === 1= 22
Lorsque t'— t At — O (At = dt), ceci devient :

dp; _ dP,
dat - dt

La forceF,; qu’exerce la particule 2 sur la particule 1 s’écrit

Py _ o

? - 2/1

De méme, la forc&,,, qu’'exerce la particule 1 sur la particule 2 est :
P2 _

? — T1/2

Les relations (111-32), (I11-33) et (111-34) nousodnent :

Fan=-Fuip

On retrouve ainsi 1a®3%loi de Newton.

(I1I-31)
(11I-32)
(I1I-33)
(11I-34)
(I1I-35)
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EXERCICES CORRIGES

Exercice IlI-1

Une masse ponctuelle m glisse du point A
sans vitesse initiale sur la paroi d’'un hémispliére
rayon R et de centre O. On supposera que lesrfrettts
sont négligeables et on notera pdiangle entre OA et OM
ou M est la position instantanée de la masse m.
1) Calculer en fonction dé
a) la grandeur de la force de cont@ajue la paroi
exerce sur la masse m.
b) les accélérations normale et tangentielle duvament.
2) Quelle est la valeur maximale du moduleCde

Solution

1) a) En Il'absence de frottements, les forcesagigsent sur n
sont : le poids met la force de conta€l.

Le principe fondamental de la dynamique appliqué a
s’écrit :mg + C = ma oua est 'accélération de m.

La projection de cette derniere relation sur I'axemal

(MO) donne :

-

—mgsind + C = may = mv?/R (@)
La projection sur I'axe tangentiel (T) conduit addation :

mgcosf = m% = dv = g cosf dt (b)
Sachant que = RZ—(: = dt=RdO/v (c)
En portant (c) dans (b), on obtient :

vdv =gRcosf db (d)

L’intégration de I'équation (d) conduit I'expressidev en fonction dé.

2
fvdv=[gRcosddb = % = g R sinf + K ou K est une constante.
Au point A(8 = 0), la vitesse est nulle. La constante K est donle rail:

v =,2gR sinf (e)

En portant cette derniére expression de la vitdass I'équation (a), on obtient :
2
C=mgsin9+%=3mgsin9 ()

b) En utilisant I’expression (e), I’accélératiorlmmlea,\, s’écrit :
= —2 =2 in@
a sin
N R g

L’accélération tangentielle du mouvement est (capes relations (e) et (¢)) :

_dv (dv> (d@) _ [ 29Rcos6 V2gRsinf\ p
“r=ac = \ao)\at) ~ \of2gRsing R —gcos
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2) D’apres la relation (f), la force de contactmstximale lorsque la valeur déné est
maximale ; c'est-a-dire posind = 1 etd = /2. La valeur maximale de C est donc :
Cinax =3 mg

Exercice 1lI-2

Une boite en acier de masse m égale a 50 kg et gas un plan horizontal. Les coefficients
de frottement statique et cinétique entre la befite plan sont respectivement = 0,6 et

Ue = 0,3.

1) Déterminer la valeur maximale de la force F gueut appliquer horizontalement sur la
boite sans déclencher son mouvement. On prendrE0g+S.

2) On pousse successivement cette boite avec toeetforizontale de 180 N, 260 N, 380 N et
400 N. Dans chacun des cas, quelle est la valelar fdece de frottement f ?

Solution

La 2™ loi de Newton appliquée & m s'écrit :
mg+N+F+f=ma

La projection sur I'axe (X) donne :
F—f=ma

Le mouvement de m se fait uniquement sur I'axed®)c : f
N—-mg=0 = N=mg

Lorsque la boite est au rep@s= 0), la force de frottement
statiquef; est égale & et f;(max) = ugN. $
Lorsque la boite est en mouvement, la force déefrunt mg

X

A
y
T

cinétiqgue ou dynamiqug est égale ¢ N ou aF — ma.
La valeur maximale de la force F qu’on peut apmigisans déclencher le mouvement de la
boite) est par définition égale a la valeur maxew# la force de frottement statique, soit :
fi(max) = usN = usmg = 0,6 Xx 50 X 10 = 300 N, f; < f;(max)

2) Lorsqu’on applique a la boite une force inférgea 300 N, celle-ci sera au repos et la
valeur de la force de frottement statique est égadenodule) a la force appliquée.

PourF = F; = 180N < 300N, la boite est au repos gt= f;; = 180N.

PourF = F, = 260N < 300N, la boite est au repos gt= f;, = 260N.

Lorsqu’on applique a la boite une force supérieud@0 N, celle-ci sera en mouvement et la
valeur de la force de frottement cinétique (dynara)cest égale @.N = u.mg = 150N .
PourF = F; = 380N > 300N, la boite est en mouvementfgt= f.; = 150N.

PourF = F, = 400N > 300N, la boite est en mouvementfgt= f., = 150N.

Exercice 111-3

1) Alcomsat-1 est un satélite de télécommunicataggrien lancé le 10 décembre 2017 et
mis sur orbite géostationnaire dans le plan éqiahtdtour ce type d’orbite, le satélite parait
immobile pour un observateur fixe sur terre. Onpkee dans le référentiel géocentrique
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ayant comme origine le centre de la terre et les axientés vers des étoiles lointaines. On
donne : rayon de la terke= 6400 km.

a) Quelle est la période de rotation du satélémfts pour effectuer un tour complet autour du
centre de la terre) ? Quel est le sens de rotdtigatélite ?

b) La hauteur de ce satélite.

2) La lune est le seul satélite naturel de la tdfike effectue un tour complet autour de la
terre en 27,32 jours. L'orbite de la lune est méé de 61,4° par rapport a la direction sud-
nord. Calculer :

a) la distance terre-lune.

b) I'accélération de la lune.

c) la vitesse de rotation de la lune autour derieet

3) Pour chacun des satélites artificiels suivasgkuler la vitesse et la période.

a) Satélite d'observation ‘obsl’ a une altitude7®® km en orbite perpendiculaire au plan
equatorial (voir paragraphe 11.10).

b) Satélite de géolocalisation ‘géol’ en orbitdimée a une altitude de 22000 km.

c) La station spatiale internationale (ISS) en terlimclinée de 51,6° (par rapport au plan
éguatorial) a une altitude moyenne de 380 km.

Solution

1) a) Un satélite géostationnaire est immobile nag@port a un observateur fixe au sol. La

rotation du satélite s’effectue donc avec une pieriégale a celle de la rotation de la terre

autour d’elle-méme (24 heures) et dans le méme (slenbouest vers 'est). Les expressions

établies au paragraphe I11I.5 peuvent étre utilisBass notre casyl, R et g, représentent

respectivement la masse de la terre, le rayon tlerda et I'accélération de la pesanteur a sa
m

surface(g, = 9,81 s_z)'

La relation (111-18) du paragraphe Ill.5 permet ctiée le rayon (et la hauteur) du satélite en
fonction de la période :

_ _rr 212/3
r=h+R=[-\/gR?] (a)
En remplacant dans (a) les valeurs Td€24x3600s),R (6,4.10%m) et g0(9,81sﬂz ) nous
obtenons- = 42400 km eth = 36000 km.

2) a) La période de rotation de la lune autoutadterre est de 27,32 jours (mois lunaire).

Dans ce cas, la relation (a) permet d’estimerdtadce terre-luned= 60R = 384000 km.

b) L’accélération de la lune peut étre calculéatdisant la relation du paragraphe 111.5 soit :
Yo

(1+3)°

Pourh = 59 R = 377600 km, g, = 9,81 m/s? etR = 6,4.10%m on obtient :

g=27x10"3% m/s?

c) La vitesse de rotation de la lune autour deretest donnée par la relation (l1I-16) du

paragraphe III.5, soit :

g:
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v = /goR/a +3) (b)

On trouve alors v = 1,02 x 103 m/s.

3) a) Pour ‘obs1’, la relation (b) ci-dessus doawec g, = 9,81 m/s? etR = 6,4.10%m :
v = 7500~ = 7,5 km/s.

La période de ce satélite est donnée par :

T=2n(R+h)/v (c)

SoitT = 5945 s = 1h 39 min 5 s.

b) Pour ‘géol’, les relations (b) et (c) donnemspectivement:

V= 3760% =3,76 km/s, T =47434s =13h 10 min 34 s.

c) De méme, pour I'lSS on obtient :

v=7700==77km/s, T =5530s=1h32min10s.

Exercice IlI-4

Une boite de masse = 5kg se trouve sur un plan
incliné faisant un angle = 30° avec I'horizontale.
Le coefficient de frottement cinétique entre les
surfaces en contact @gt = 0,3. A partir du point O,
on lance la boite vers le haut avec une vitessalai
vy = 2m/s. On prendrg = 10 m/s?.

1) Déterminer I'acélération de la boite.

2) Quelle est la distance parcourue par la boidatav
de s’arréter ?

3) Quelle est la valeur minimale du coefficientfiddtement statiqua, pour que la boite, une
fois arrétée, ne reparte pas en arriere ?

Solution

1) Les forces agissant sur la masse m sont : tspaog, la
réaction normalé/ du plan et la force de frottement
cinétiqueFr,. Le principe fondamental de la dynamiqu
(PFD) s’écrit :

mg + N+ Fr, = ma (@)

Ou a est I'accélération de m (sur I'axe OX).

La projection du PFD sur les axes (OX) et (OY) donn
respectivement les relations :

—mg sina — Fr, =ma (b)

N —mg cosa = 0= N = mg cosa (c)

D’autre part, la force de frottement cinétiquedesinée par (en tenant compte de (c)):
Fr, = u.N = u, mg cosa (d)

Nous obtenons donc, a partir des relations (bj)dtaccélération de la masse m :

a = —g sina — u.g cosa (e)
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Application numérique g = 10 m/s?, u. = 0,3, = 30°, a = —7,6 m/s>.

La valeur dez est négative puisque I'accélération de m est t#éewers le bas du plan dans le
sens opposé a I'axe (OX) qu’on a choisit vers lat.ha

2) L'accélération de m donnée par I'expressiore@)constante. Il s’agit donc d’'un
mouvement rectiligne uniformément varié. On peytligper la relation :

v? —v2 =2 a (OB) )

Ouv, etv sont respectivement les vitesses aux points O(pbiat d’arrét de my = 0).

La distance OB parcourue par la boite avant de&tarest alors :

OB = —v¢ /(2a)

Application numérique v, = 2m/s,a = —7,6 m/s?, OB = 0,26 m.

3) Pour que la boite ne revienne pas vers l'arrigme force de frottemeilir (statique)

dirigée vers le haut doit exister pour avoir I'ddue de la masse m ; c'est-a-dire :
mg+N+Frg=0 (9)
La projection de I'équation (g) sur les axes (OX{@&Y)
donne respectivement les relations :

—mg sina + Fry, =0 = Fr, = mg sina (h)

N —mg cosa = 0= N = mg cosa 0]

Le coefficient de frottement statique est par définition
us = Fry(max)/N

A la limite, Fr, = Fry(max) et la valeur minimale de;

s’obtient en faisant le rapport des relations {h))e

Fr,
ps(min) = WS = tga

Application numérique &« = 30°, ug(min) = 0,577.
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CHAPITRE IV : TRAVAIL ET ENERGIE DANS LE CAS DU POINT MATERIEL

V.1 Introduction

L’énergie est une grandeur physique qui se préssos plusieurs formes : mécanique,
électrigue, chimique, thermique etc... Elle passené’'forme a une autre tout en ayant la
propriété de rester constante lorsqu’on tient cengat toutes les transformations. L'énergie
ne peut donc étre créée ou détruite. Pour transfofénergie d’'une forme a une autre, il faut
effectuer un travail. L'utilisation des notions ténergie et du travail est préférable (par
rapport & la 9™ loi de Newton) pour étudier les systémes physigoesque les forces
appliguées sont d’'un genre particulier.

V.2 Travall

Soit une particule se déplacant sur une trajectpigdconque (C) sous l'action d’'une forEe
(figure 1V.1). Pendant un temps tres cadirt elle effectue un déplacement
MM' =dr (M - M").

; dr
g
M
0
A F
Figure IV.1

Le travail de la forcd pendant le déplacemedit est par définition :

dW = F.dr = F dr cos@ = F cos@ dr (IV-1)
F cos@ est la composante de la force suivant le déplaceme

Le travail total effectué entre deux points A etd la somme de tous les travaux
élémentaires :d\y dWs,, dW,.....

Wyg =dW; + dW, + dW; + -+ = F1.dry + Fp.dry + F3.drg + - = Y4, Fidr; =
[, F.dr (IV-2)
L'unité de mesure du travail est le joule (j) gst Elentique au kg.frs?.

Cas particuliers
- Force constante (module, direction et sensp@dtoire rectiligne AB (figure IV.2):

B B B
Wyg = J- F.dr = j F dr cosa = F cosaJ- dr = F (AB)cosa = F.AB
A A A

Si F est perpendiculaire 4B, W = 0.

Si0<a<Z =W>0 (travail moteur) Flyue [V

Sin>a> g = W < 0 (travail résistant)

- Force de poids et trajectoire quelconque :
Nous avons dans ce cas (figure IV.3):
r(x,v,z) ,dr(dx,dy,dz) etmg(0,0,—mg) et :
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B B . . B
Wyp(mg) = [, mg dr = [ (—mgk).(dxi + dyj + dzk) = fzz(;)) —mg dz =
B
—mg fZZ((A)) —dz = —mg(zg — z4) = mg(z4 — zg) = mgh (IV-3)

Le travail de la force du poids ne dépend donodoashemin suivi entre A et B.

Z A
A A Zn
dr h= zA-zBE
mg E
B .......... V ZB
Figure IV.3 o~

V.3 Puissance

La puissance moyeniR,,, est par définition le rapport du travail sur laéride son
accomplissememtt = t, — t;.

17 . . , .-
Proy = - L2 ouW,,,, est le travail effectué dans l'intervalle de terfigst,]

2=t
LorsqueAt — 0 (At = dt), on obtient la puissance instantanée P :

P="2 (IV-4)
oudW est le travail effectué durant dt.

dw F.dr dr
P=E=F=F.(E)=F.v (|V-5)

La puissance est donc donnée par le produit sead@rla force et de la vitesse. L'unité de
mesure de la puissance est le Watt (W) qui est kukg.nt.s>,

IV.4 Energie cinétique, potentielle et mécanique

IV.4.1 Energie cinétique

Soit F la résultante des forces qui agissent sur unecpitde masser constante effectuant
un déplacement sur une courbe quelconque (figuré).l\Pour un déplacement élémentaire
dr, le travail de la forc# est :dW = F.dr

D'aprés la 2™loi de NewtonF = ma = m% etde plusv = % Sdr=vdt

dv 1 1 1
AW = F.dr = m= v dt = mv dv = Sm d(v.v) = d (Emv2> = dGmv?)

Par définition, la quantité, = %mvz est I'énergie cinétique de la particule de massgyant
une vitesse (en module) On a donc :
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dW = dE, (IV-6)
Pour un déplacement du point A au point B, nousypos écrire :
Wap = [, dW = [} dE; = E.(B) — E(A) = 3mvp? — ~mu,? (IV-7)
dr B
m E«(B)
AXE(A) Foo
Figure IV.4

Nous obtenons ainsi le théoréme suivant :

Théoreme de I'énergie cinétiquela variation de I'énergie cinétique d’'une particule
entre deux points A et B est égale a la sommerdeatx de toutes les forces agissant sur la
particule.

I\V.4.2 Energie potentielle
Une forceF dérive d’'un potentiel isi le travail qu’elle effectue sur un déplacenssiA a B
se présente comme une différence de la fonctiagdv&uée aux points A et B.

Wyp = [, F.dr = —AE, = E,(4) — E,(B) (IV-8)
La quantitéE,, (r) depend des coordonnées de la particule et elkppsiée energie
potentielle.

Une force qui dérive d'un potentiel est appeléedaronservative.

Le travail d’'une force conservative est indépendantchemin suivi par la particule. Il ne
dépend que de la position initiale (A) et de laifpms finale (B) de la particule.

Wyp = [, F.dr = —AE, = — [, dE, = F.dr = —dE, (8)-

E, est une fonction des coordonnées (x,y,z), sardiftélle s’éecrit :

dE, = 52 dx +%dy +22dz et F.dr = Fdx + F,dy + Fdz

Fedx + Fydy + Fydz = —22dx -2 dy — 22 dz (IV-10)
Commedx, dy, dz sont quelconques, nous pouvons déduire que :

Fo=-22 F=-22 F=-22 (Iv-11)
Qu’on peut écrire sous la forme :

F = —gradE,

En prenant le rotationnel des deux membres de detteéere équation, on obtient :

rot(F) = rot(—grad E,) = —rot(grad E,) = 0 (voir paragraphe 1.6.4)

Pour qu’une forcd’ soit conservative, il faut avoir :

rot(F) = 0. (IV-12)
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Remargue

Les forces de frottements sont des forces non ceatsees. On ne peut pas associer une
énergie potentielle a ce type de forces.

L’expression de la force de frottement peut segtes sous deux formes :
F=—-kv=—-kvu, ou bienF=—-F,u, ouk est une constante & est une force
constante.u, est le vecteur unitaire porté par la tangentetéajactoire du mobile et qui est
orienté dans le sens du déplacement. Bien entémarecteur vitesser est aussi porté par la
tangente a la trajectoire. La premiére forme cpoad au frottement subit par un solide dans
un fluide et la deuxiéme forme représente le froést entre deux surfaces solides (masse sur
un plan horizontal ou incliné par exemple). Lorségienodule de la vitesse est constant, la
premiére forme devient analogue a la deuxieme.

Le travail de la force de frottement entre deuwnfsoA et B s’écrit pour la premiére forme :

Wap(F) = J-B

A
ous est I'abscisse curviligne sur la trajectoire ewret B.

La valeur du travail fait donc intervenir 'abs@ssurviligne. Pour la deuxieme forme de la
force de frottement, on obtient :

Wyp(F) = [ F.dr = —F, [, ds = —F, [s(B) — s(4)] = —F, AB

B B
F.dr=—kj vut.drz—kf vds
A A

oUAB estla longueur de I'arc AB, c'est-a-dire la dis@parcourue entre A et B (voir
figure IV.5).

Le travail de la force de frottement est donc tatgonégatif (résistant) et dépend du chemin
suivi entre les deux points A et B (puisque la losgy de I'arc AB dépend du chemin suivi).

1) B

A 3)
Figure IV.5

Quelques exemples d’énergies potentielles

a) Energie potentielle de la force de paidg (au voisinage de la surface de la terre) :

Nous avons montré au paragraphe 1V.2 que le traeadlette force entre deux points A et B
est:

Wyp(mg) = f: mg dr = mg(z, — zg) = Mgz, — mgzp (IV-13)
Ce travail s’écrit donc sous la forme :

Wap(mg) = mgz, — mgzg = E,(A) — E,(B) et cette force dérive de I'énergie potentielle :
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E,(z) =m g z + constante (IV-14)
b) Energie potentielle de gravitation entre deussea M et m :

La force gu’exerce M sur m s’écrit :
GMm GMm

F(r)=— u=- r (IV-15)

T2 r3
our est le rayon vecteur de m par rapport au centid deu est le vecteur unitaire porté par
r(u= f) comme représenté sur la figure 1V.6.

/4 u
m
F
B r A
Fa
s
M
R
Figure IV.6
Le travail de la forc# de A a B s’écrit :
Wap(F) = [ F.dl=— [ Fdlcost = —GMm [ dr=G6Mm(=——-) (IV-16)
B A

ou 0 est l'angle entreF et dl et dl cosd = dr (voir la figure IV.7 ci-dessous) ; dl est un
déplacement élémentaire quelconque et dr est ImaEpent radial correspondant (dans la
direction de la force).

Nous pouvons donc écrire le travail Bentre A et B sous la forme :
GMm GMm

Wyg(F) = — + = Ep(A) — E,(B) (IV-17)
La force de gravitatiolr dérive donc du potentiel :
E,(r) = —GMTm + constante (IV-18)

eAr:dl co$

Figure IV.7
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Remargue

L’énergie potentielle est définie & une constamées.pLe choix de cette constante est lié au
choix du zéro de I'énergie potentielle (référené&@mme le travail de la force conservative
associéee est une différence de cette énergie ptente résultat ne dépend pas du choix de
la référence ou de la constante.

c) Energie potentielle élastique d’un ressort :

Soit une masse m attachée a une extrémité d’'uartesss une surface horizontale en position
d’équilibre O (ressort non comprimé et non allong€autre extrémité est suposée fixe
comme l'indique la figure ci-dessous. Lorsque lasseaest écartée d’'une distancepar
rapport a sa position d’équilibre (figure IV.8), taasse subit une force de rappgeldu
ressort :

F(x)=Ex)=—-kx IV{19)

ou k est la constante de raideur du ressort.

Le travail deF, entre deux point A et B sur I'axe de déplacementnds’écrit :

Wap(F) = [ Fy.dr =[] —kxdx = —k [27 xdx = Skoxa® = Sk x5 (IV-20)
La force de rappel du ressort dérive d'une éngrgtentielle élastique de la forme :
E,(x) = %kx2 + constante (IV-21)

! X 1

aa—

Fo !
| 0
Figure IV.8

IV.4.3 Energie mécanique

Soit F une force conservative agissant sur une partielmassen. D’apres le théoreme de
I'énergie cinétique, le travail de entre deux points A et B s’écrit :

Wyp = [, F.dr = AE, = E,(B) — E,(A) (IV-22)
Comme la forceF est conservative, le travail entre A et B s’écainme une différence d’'une
énergie potentiell&,, associee a cette force :

Wap = [, F.dr = —AE, = E,(A) — E,(B) (IV-23)
D’apreés les relations (1V-22) et (IV-23) nous avons

E.(B) —E.(A) = E,(A) —E,(B) > E.(A) +E,(A) =E.(B)+E,(B) (IvV-24)
Cette derniere relation s’écrit aussi sous la forme

(Ec+Ep)p = (E. +Ey)a = E.+ E, = constante IV{25)

La quantitéE, + E, = E\, est appelée énergie mécanique de la particulst Giesomme de
son énergie cinétique et de son énergie potentiglléa particule est soumise a une force
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conservative, son énergie mécanique est consteonsdrvée). Ceci traduit le théoreme de la
conservation de I'énergie mécanique qui s’écritaden simplifiée :
AEy =0 (IV-26)

Remargue 1

Si plusieurs forces conservativBs agissent sur une particule, on peut montrer gereelgie
mécanique de la particule est conservée.

F=F{+F;+Fz+-- (R
A chaque forceF; est associée une energie potentiljeet le travail deF entre deux points
A et B s’écrit dans ce cas :

Wyp = [ F.dr = AE, = Ec(B) — Ec(A) = X [ Fi.dr = $[Eyi(A) — Ey(B)] =

2 Ei(A) — X Epi(B) = Ep(A) —E,(B) = Ec(A)+Ey(A) =E.(B)+E,(B) =

Ey(4) = Ey(B) (IvV-28)
L'énergie potentielléZ, de la particule est donnée dans ce cas par :
E, = Y Ey (IV-29)
Remarque 2

Si parmi les force#; agissant sur une particule, une force ne dérigedpm potentiel (force
non conservative) le principe de conservation éedigie mécanique n’est plus applicable en
général. C’est le cas par exemple ou une forcerateeiinent agit sur la particule. Mais il
convient de souligner que le principe de consemnatie I'énergie mécanique reste applicable
si la force en question effectue un travail tougponul entre A et B comme les cas de la
réaction normale a une surface ou de la tensidi dun pendule.

IV.4.3.1 Théoréme de la variation de I'énergie mecagque

SoitF la résultante des forces agissant sur une patiQdtte résultante est en général
composée de trois types de forces :

F=F.+F, + Fpy (IV-30)
F. est la résultante des forces conservatives.

F, . est la résultante des forces non conservatives.

F,.. estlarésultante des forces qui effectuentawail nul sur n'importe quel trajet.

Le théoréme de I'énergie cinétique appliqué engtexgoints A et B permet d’écrire :

AE; = E.(B) — E.(A) = Wyg(F) = Wyp(F¢) + Wyp(Fpc) + Wyp(Fp) (IvV-31)
Wip(Fpu) = 0 (IV-32)
Wyp(F) = Ep(A) — E,(B) = —AE, (IV-33)

Ou E, est la somme des énergies potentielles assoaigdsraes conservatives.

La relation (IV-31) s’écrit alors :

AE, = —AE, + Wyp(Fne) = AE.+AE, = A(E. 4+ E,) = AEy = Wyg(Fpe) (IV-34)
La variation de I'énergie mécanique de la parti@deégale au travail des forces non
conservatives.
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EXERCICES CORRIGES

Exercice V-1

Calculer le travail de la forcB = yi + xj de I'origine O(0,0) au point A(1,1) suivant deux
chemins différents :

a) La courbe d’équation y =x

b) La doite OC puis la droite CA avec C(1,0).

AY

L e A(l,l)

(a)"" | (o)

00,0) (®) C(L0)

X

Solution

Woa(F) = [ F dr = [ (yi + xj). (dxi + dyj + dzk) = [} ydx + xdy ()
a) Le chemin suivi est la droite d’équatipr= x3, on a :

Z—z = 3x? = dy = 3x%dx , x ety varientde 0 a 1.

L’expression (ap’écrit alors :

1 1

Woua(F) = j x3dx + x(3x%)dx = j 4x3dx = [x*]§ = 1 joule
0 0
b) Le chemin suivi est la droite OC puis la dr@i :
Woa(F) =f0Cydx+xdy+f;ydx+xdy (b)

Sur le chemin OCy = 0, dy = 0 etx varie de 0 a 1. La premiére intégrale a droite de
I'équation (b)s’annule.

Sur le chemin CAx = 1, dx = 0 ety varie de 0 a 1. L’équation (b) donne alors :
Wou(F) = fol dy =1 joule

Exercice V-2

Retrouver I'expression de I'énergie potentielg,z de la force de poids au voisinage de la
surface de la terre a partir de I'énergie poteletid¢ gravitatior- GMm/r.

Solution

La distance s’écrit :r = R + z OUR est le rayon de la masse M (terre} efst la hauteur de
m par rapport a la surface de M. L'énergie potdetgécrit donc :

71



CHAPITRE IV : TRAVAIL ET ENERGIE DANS LE CAS DU POINT MATERIEL

GM GM GM
E,(z) = — 4 constante = ——5 4 constante = ———( 12) + constante
R+z R(1+E) R 1+E
- 1

Au voisinage de la surface de M, nous avar& R (z/R < 1) et donc1+Z/R ~1-2z/R,
alors :

E,(z) = — cHm (1 - 3) + constante = — 2 L SMMZ 4 constante €)

R R R R?

Si M représente la masse de la terre, nous avoas yparagraphe Ill.aue% =g(z=0)=
GMm

Jo)- D'autre part, le terme- —— de la relation (agst une constante. On retrouve ainsi

'expression de I'énergie potentielle de la foregpbids au voisinage de la surface de la terre :

E,(z) = mgyz + constante

Exercice 1V-3

Trouver I'énergie potentielle associée a la formeservative suivanteF = (y — 2x)i + xj

Solution

On peut vérifier d’'abord que cette force est coretére rotF = 0).
SoitE, (x,y) I'énergie potentielle associédFaD’apres les relations (IV-11), nous avons :

F)z
a—;=—Fx=2x—y (@)
dE

a_; =—-F =—x (b)
L’intégration de I'’équation (a) par rapport a x den

E,(x,y) =x*—xy + f(y) ()

Ou f(y) est une fonction qui ne dépend pas de x.

De méme, l'intégration de (b) par rapport a y donne

E,(x,y) = —xy + g (x) (d)
Ou gx) est une fonction qui ne dépend pas de .

En comparant (c) et (d), nous pouvons déduire que :

f(y) = constante etg(x) = x? + constante et donc :

E,(x,y) = x* — xy + constante

Exercice V-4

Sur la piste de la figure ci-contre,

une bille de masse m assimilée a un point matésiel
lachée sans vitesse initiale au point A et panaent
point B avec une vitesse ¢gale a 6 m/s.

La différence d’altitudes entre Aet B esth =2 m.
On prendra g = 10 nfls

1) Montrer que le point matériel est soumis a desels
de frottements.

2) Calculer le travail de ces forces de frottements
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entre les points A et B si m = 3 kg.

Solution

1) Pour montrer que le point matériel est soumidea forces de frottement, il suffit de
montrer que I'énergie mécanique n’est pas consaxn@re A et B. Si l'altitude du point B est
prise comme étant la référence d’énergie poteatiellle(hy = 0, hy, = h ), nous avons :

Ey(A) = mgh, + %mvj =mgh + 0 = 20 m , oum est la masse de la bille.

Ey(B) = mghg + %mvé =0+ %mvé =18m

Lénergie mécanique en B est inférieure a sa valeuespondante en A. L'énergie mécanique
n‘est donc pas conservée. Cette perte d’énergieamopee est due a la présence de

frottements.
2) Le théoréeme de la variation de I'énergie méaamigntre A et B s’écrit :

AEy = W(Ffrore) = En(B) — Ey(A) = 18m — 20m = —2m
Le travail des forces de frottements est donc (avec3kg) :
W(Ffmtt) = —2m = —6 joule
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LEXIQUE DE TERMINOLOGIE FRAN CAIS-ARABE

A

Abscisse curviligne (s dlald
Accélération g s

Accélération moyenne s g jlus
Accélération instantanée  balg L

Accélération normale (el &l
Accélération tangentielle ol g L
Action Jad

Angle 4l

Arc s

Artificiel sclibal

Axe s

Axe de rotation sl Hsaa

B

Base 3xcld

Base intrinséque  4ilsacld
Base locale ddsasacld
Base orthonormée 4akhics saalxia 320

C

Chaleur BB

Champ de forces 58 Jia

Champ scalaire (s dis

Champ vectoriel el Jis

Charge électrique 4l S i

Chemin (entre deux points)csibi () Jas f el
Chute libre a1 siu

Cinématique S »~

Cinétique  Sua3

Constante de raideur d’un ressortuzadal 43all 5 45 yall ol
Coefficient de frottement = <\SiaV) Jalas
Combinaison linéaire b 4l
Commutativité dals

Composantes d’un vecteurs =s LS o
Coordonnées Gl

Coordonnées cartésiennesis )< Gl
Coordonnées cylindriques 4! shaul il
Coordonnées polaires Ak CLilas)
Coordonnées sphériques s S Sl
Coplanaires & s

D

DéplacementJtay)
Dérivée daida

75



LEXIQUE DE TERMINOLOGIE FRANGCAIS-ARABE

Dérivée partielle 4y 4sida
Différentielle Jualas

Différentielle totale S Jals

Dimensions

Direction PN

Distributivité damy)

Divergence cli

Double produit vectoriel — elxdll claall Cozia
Dynamique (adj.) Soas

Dynamique (nom)  (¢lwlin) &by a5

E

Electricité LS

Energie 2N

Energie cinétique 4SS~ il

Energie mécanique S\ 4dla

Energie potentielle 4ls 43l

Energie potentielle de gravitation asisill i<l 28Ukl
Energie potentielle élastique (ressort) () A s yall 4l A3l
Equateur el siu) s

Equation aux dimensions =Y iliss

Equation de la trajectoire el dlalas

Etalon b=

Etat fondamental 4l 5 4wl dls

F

Fluide el

Fonction scalaire  4nae sl dalu dll
Fonction vectorielle 4elxd ala
Force 56

Force centrale LS ens

Force conservative idailaxs

Force de contact syl s 4

Force de rappel (d'un ressort)  (u=24) a3 )Y 548
Force d’inertie Aaal) 5 8

Force électrostatique ASlu yeS 5 8

Force gravitationnelle Al o il s g8
Force matérielle  gale dual 53 5l 43la 3 58

Forme analytique 4llsidsia

Fréguence 22

Frottement <iKis) ;
Frottement cinétique (ou dynamique)  Swbin 5l (S s i)
Frottement statique (55w Slsia)

G

Géostationnaire =LY ) Al (Sl
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Gradient z oS sl las)
Grandeur physique 8 s i
Gravitation <3

H

Homogéne (silaia

Inertie Allae
Intégrale Jalss

Intensité sl ol 3ad
Intensité du courant _Lall sas
Interaction 8l s Jelws
Intervalle Jas

L

Latitude sl s il g s

LEXIQUE DE TERMINOLOGIE FRANGCAIS-ARABE

Loi de gravitation universelle Sl @il ) 18

Longitude  Jshll s

M

Masse ponctuelle  4udais 4

Matiere 3ala

Mécanique (adj.) SolSw

Mécanique (nom)  <lilSull

Méridien de Greennwich s s Jls) ba

Mobile  jaie

Module Dlre Jdlgh

Mouvement 48~

Mouvement accéléré de jluie S a
Mouvement circulaire EERREIGTN
Mouvement curviligne inie dS a
Mouvement rectiligne daiine 48

Mouvement relatif 4w s

Mouvement retardé (décéléré)  aadalicds a

Mouvement uniforme dalaiie A8 ja

Mouvement uniformément varié¢ aUsiil s e 48 a

N

Naturel b
Niveau S shua
Normal (adj.) (el

Normale (nom) ebaie
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O

Objet libre = s

Optique (adj.) S 5l g
Optigue (nom) Sl s
Orbite Dl

P

Parabole (8« akd

Parallélépipede  <Dbdaiwall s ) sia
Parallélogramme  g3ta¥l sl s
Période 09

Perpendiculaire S gac
Pesanteur 4l&

Physique (adj.) b
Physique (nom) Ll
Physique quantique 4l ¢l 4l

Plan & sise

Plan équatorial & sl (5 g
Point matériel Aol ddaty

Portée d’'un projectile AN sae

Position foa 5

Potentiel ATEN

Pression hia

Primitive (A1) 4l

Principe de conservation de I'énergie mécaniqugs\Suall 48l Llisil jau
Principe fondamental de la dynamique (<leluall) ¢l il 8 ool sl
Produit mixtekliss ¢las

Produit scalaire PEANIARIN

Produit vectoriel — slxdelaa

Projectile 4

Projection  liue o Llau)

Puissance instantanée = 4daalll dclainy)

Puissance moyenne 4w giall de Uainy)

Q

Quantité de mouvement S sl 4us

R

Rayon de courbure stasy) jhi Caas

Rayon vecteupa sl gl

Réaction J=dll 3

Référentiel g

Référentiel absolu  (3las aa e

Référentiel galiléen (d'inertie)  (Alasll) Ll s s
Référentiel géocentrique sl ¢S e aa
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Référentiel relatif i g e
Repere plae
Résultante dass
Rotationnel <l

S

Satellite B
Scalaire (ad].) P
Scalaire (nom) Qe
Sens o\l

Statique (adj.) OSba
Statique (nom) B

Surface dalie
Symétrie ks
Systéme isolé U me dlaa

Systéme d'unités = las gl aUks

T

Tangent (adj.) wilaa
Tangente (nom)  wslas

LEXIQUE DE TERMINOLOGIE FRANGCAIS-ARABE

Théoréme de la variation de I'énergie mécaniqéé.s\Suall aall s 4y ylas
Théoréme de I'énergie cinétique s all ddlall 4, )l

Trajectoire b
Transition  Jul
Travail Jee

U

Unités dérivées dEihe Glas

Unités fondamentales dlaf cilas

V

Valeur absolue Aallae 40

Variable Brx
Vecteur glad
Vecteur unitaire @l yglad
Vitesse Ae

Vitesse absolue  4illadc yu
Vitesse angulaire 45l 4e
Vitesse d’entrainement  _alldc yu
Vitesse initiale 400 de ju
Vitesse instantanée il ic .
Vitesse moyenne  au sic dc ju
Vitesse relative dpwide ju
Volume s
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