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Chapitre 01 : Echantillonage

1.1. Notion d’échantillonnage

> Définition : On considére une population Q de taille N. On appelle échantillon un sous-
ensemble de cette population. Un échantillon de taille n n’est donc qu’une liste de n individus (g, . .

., ®n), extraits de la population mere.

> Définition : On appelle échantillonnage le prélévement d’ échantillons. Le rapport t de

L’ effectif n de I’échantillon sur |’ effectif N de la population dans laquelle il a été préleve, est appelé
taux d’ échantillonnage ou fraction de sondage : t = %

> Définition : On appelle échantillonnage aléatoire un prélévement de n individus dans une
population mere tel que toutes les combinaisons possibles de n individus aient la méme probabilité
d étre prélevés.

On appelle n-échantillon de valeurs de X laliste des valeurs (x4, X,,. . .X,,) observées prises par
X sur un échantillon (1. . . ©n) de la population Q. Les coordonnées peuvent étre considérées
comme les valeurs des rédisations d' un vecteur de variables aléatoires (X1,X2,. . .,Xn) appelé n-
échantillon de X ou les X sont de méme loi, indépendantes

> Définition :  X; est alors la variable aéatoire « valeur du premier élément de I’ échantillon »,
X2 lavariable aléatoire « valeur du second élément de I’ échantillon »...etc.

> Définition : On appelle statistique toute variable aléatoire qui s écrit a I’aide des variables
aléatoires Xy, . . ., Xn.

1.2. Distributions d’échantillonnage

1.2.1. Moyenned’échantillon - variance d’ échantillon
> Définitions:

On considere une population Q dont les ¢léments possédent un caractére quantitatif C qui est la

réalisation d’une variable aléatoire X qui suit une loi de probabilité d’espérance p et d’écart-type .
1



On suppose que lafamille est de taille infinie ou que I’ échantillonnage se fait avec remise.

On préléve un n-échantillon (X1, . . ., Xn) de X de valeurs (Xu,..., Xn). Lamoyenne X de I’ échantillon

est donnée par
T _ _ 1 n
X—(Xl, X2,...,Xn)/n—; i=1 Xi'

Il s'agit de lavaleur prise par lavariable aéatoire.

1
(Xl,xz,---,Xn)/n=; ?=1X1'

Définition : On définit la variable al éatoireX, appel ée moyenne d’ échantillon, par

o_ 1
X=_ ?=1X1.

n

De laméme manieére, lavariance v de |’ échantillon (x1, X2, . . ., Xn) €st donnée par
v= =Y (X; — X)?
n &i=1\R .

Il S agit de lavaleur prise par lavariable aléatoire

n

V= EZ(Xi _X)?

1=1

Définition : On définit lavariable aléatoire S?, appelée variance d’ échantillon, par

5 n
§?= —iLa(Xi — X)?=—V

1
n_



1.2.2. Paramétresdescriptifsdeladistribution
> Proposition

v Quelle que soit laloi de X, ona

EX)=u Var (X) ==,

E(V) =12 62 et E(S?) = o? .

n

v'S X~N(y,o0),ona:

() S oestoonu: it~ N (0,1)
vn

n

(i) Si o n'est pas connu :X;\P”fv To—1,

nV _ (n-1)S?

iy %

2
o2 ~ XN—1

1.2.3. Proportion d’ échantillon

Il arrive que le caractére a estimer ne soit pas quantitatif mais qualitatif. Dans ce cas, on
recherche la proportion p des individus présentant ce caractére.

La proportion p seraestimée al’ aide des résultats obtenus sur un n-échantillons.

> Définition

La proportion f obtenue dans un n-échantillons est la valeur observée d’ une variable aléatoire F,
fréguence d apparition de ce caractére dans un échantillon de taille n, appelée proportion d’ échantillon

ou fréquence statistique, on peut écrire

K
F=-—
n
OU K est lavariable aéatoire qui compte le nombre d’ apparition du caractere dans un échantillon de

taillen.



Par définition K sui laloi binomia de paramétren et p, k~B(n, p), soit :
E(K) = np etVar(k) = npq avec g=1-p
D’ou la proposition suivante :

> Proposition :

E(F)=pet Var(F) =2

Remarque

Pour n > 30, np = 15 on peut approcher F par une loi normale de parametre p, ’%

1.3. Estimation - Intervalles de confiance

1.3.1. Lesestimateurs

Estimer un paramétre c'est de chercher une valeur approchée a partir des résultats obtenus sur

un échantillon.
Exemple:

Estimer |a taille moyenne d’ une population a partir de la moyenne empirique obtenue sur un

échantillon de cette population.

1.3.2. Définitions

> Définition : Un estimateur 8 du paramétre inconnu 0 est une fonction qui fait correspondre a

une suite d’ observations une valeur approchée 6n de 0, appelée estimation :

é . (X1| X2)v v oy Xn)_> éFl :f (Xl) X2,0 v 4y Xn)-

Un estimateur & est donc une variable aéatoire, on peut en calculer son espérance E() et sa

4



variance Var() . Ces quantités vont permettre de déterminer la qualité d’ un estimateur du paramétre
0 a estimer.
Un paramétre peut en effet avoir plusieurs estimateurs. Dans le cas de la taille moyenne d'une

population, on peut choisir lamoyenne arithmétique, lamédiane... etc.

> Définition : On dit que B est un estimateur sans biais s la moyenne de sa distribution

d’échantillonnage est égale a la valeur 8 du parametre a estimer :

E(®) = o.

Sinon, on parle d'estimateur biaisé. Pour comparer les estimateurs biaisés, on introduit la quantité

suivante:

> Définition : On appelle biais d un estimateur 8 la quantité

Biais() = E(0) - 6.
> Définition : On dit qu'un estimateur sans biais est efficace si sa variance est la plus petite

parmi les variances des estimateurs sans biais. Si 6, est un estimateur de 0, on dit que 8, est efficace

S pour tout estimateur sans biais 8, :

E(G,) = E@,) = 6 et Var(d,) < Var(d,).

> Définition: Un estimateur 8 est convergent si sa distribution tend & se concentrer autour de la
valeur 0 a estimer, en d’autres termes si sa variance tend vers zéro lorsque la taille de 1’échantillon

augmente :

lim Var(@) = 0.

n—+oo

1.3.3. Estimateursusuels
1.3.3.1.Casd’un caractere quantitatif

Soit X une variable aléatoire de moyenne p et d’écart-type o définie sur une population mére Q.

Soit(X1, X2, . . ., Xn) un n-échantillon de X.



> Propriétés: On alesrésultats suivants :

X= % L, X; est un estimateur sans biais et convergent de p

V=% Y (X; — X)?est un estimateur biaisé de lavariance o2

Sz=ﬁ izl(Xi—X)Z:ﬁV est un estimateur sans biais et convergent dela

Variance o?

1.3.3.2.Casd’un caractere qualitatif

On considére un caractere qualitatif d’ une population dont on cherche a estimer la proportion p.

Propriété: Laproportion d’échantillon F est un estimateur sans biais et convergent de la proportion

p.

1.4. Intervallesde confiance

Plutét que de déterminer une valeur approchée d’un paramétre 6 obtenue a 1’aide d’un
estimateur 6, on va rechercher un intervalle dans lequel on sait avec une probabilité satisfaisante que

la valeur de 0 s’y trouve.

1.4.1. Définitions

> Définition : Soit X une variable aléatoire dont la loi dépend d’un paramétre 0. Les intervalles
de confiance de risque a pour le paramétre 0, issus des différents n-échantillons (x4, . . ., Xn), Sont les

intervalles [a(X1,X2,. . ., Xn) ; B(X1,X2,. . ., Xn)] tels qu’une proportion a de ces intervalles contiennent .



Remarque

Laquantitée 1 — o est appelée niveau de confiance de I’ intervalle[a, b :

P@<®<b)=1-a

Dans la pratique, on ne dispose bien souvent que d un seul échantillon qui fournit un intervalle

de confiance [a, b].

Le paramétre a estimer est souvent I’espérance ou la variance dans le cas d’'un caractére

quantitatif, la proportion dans le cas d’ un caractere qualitatif.

Danslasuite on s attachera arechercher desintervalles de confiance [a; b] symétriques, c'est-a-dire :

p(O<d =7 e p(f>a)=3

On détermine ensuite les variables aléatoires An et B, enfonctionde®  tellesque:

P(AR< 0 <By)=1- «.

Un intervalle de confiance [a, b] de risque a pour 6, issu d’un n-échantillon (xz, . . ., Xn) de valeurs de

X, s obtient alors en calculant :
a=An(X1,X2,..., Xn)

b= Bn(Xl,XZ,---, Xn)

1.4.2. Intervalle de confiance pour une moyenne

On se place dans le cas ou X suit une loi normale de paramétres p et ¢ ou bien dans le cas ou
I’on ne connait pas forcément la loi de X mais pour laguelle on dispose d' un échantillon de taille
n>30.



Dans le premier cas X~ N(u,6/+/n), dans le second cas X suit approximativement cette

mémeloi.
On considére un n-échantillon  (X1,X2,..., Xn) devaeurs de X. on note::
+ ot 1
Xl cee X
m = = ets= —z:(xi—m)2
n n—1.
=1
Cas o connu
o . o
[=[m-— tl—%\/_ﬁ ,m+t1+%ﬁ],

Ou t,_a estlequantiled ordre1 — % delaloi normale centrée réduite
2

Dessin

> Démonstration: On sait que X ~ N(i, 6/+/n), soit encore

X—u
7 ~ N(0,1).
vn
Donc
P( —tl_g<?<t1_g )=1-«a
2 /\/ﬁ 2
Soit

S o < O\ _ 4
p(X_tl—% \/_H<H<X + tl—a\/_ﬁ) =1l—a«a

2



1.4.2.1. Cas o inconnu

S

S
1->n-1 "’ \/_ﬁ —= |

(04
1_En_1 \/H

[=[m-—t ;m+ t

Oou t, _« _, e lequantiled’ ordre 1 — % delaloi de Student & n — 1 degrés deliberté

> Remarque

> s n > 30, 6o

1.4.3. Intervalle de confiance pour unevariance

On se place dans le cas ou X suit une loi normale de parametres p et c.

14.3.1. Cas connu

nv _ nv

= ]

%2 (n) ' x5
1 (m) Zg(n)

Ol x&(n) et x?(n) sont les quantilesd’ ordre 1 — g et%delaloi de chi-deux an degrés de liberté et
2
1 )
V= - Xj —
= E i=1( i~ H)

1.4.3.2. casu inconnu

(n — 1)s? (n-— 1)s?

xf_g(n —1) 'x4(n—1)
2 2

=

O x’a(n—1) et xa(n—1)sont les quantiles d ordre 1 —% et % de laloi de chi-deux an-1
2 2

degrés de liberté.



» Remarque
> sin>30x2 (n-1) ~ Zi (t + V2n—3)2 , Si bien quel’ on choisit :

. [ (n—1)s? . (n-1)s? ]
M (t,_a+V2n-3)2 " (t _ a+V2n-3)?
2 2

I

D’ autre part, lasymétrie de laloi normale centrée réduite assure que ta = —t, _«
2 2

1.4.4. intervalle de confiance pour une proportion

On avu dans le chapitre précédent que la proportion d’ échantillon F peut étre approchée par une

loi normale N (p, \/%)
LTt o D). . |fE=D
[=[f tl_E/ St e T ]

Ou’ f est laproportion de I’ échantillon analyse

1.5. Testsd’hypothese

1.5.1. Introduction aux tests d’hypothése

On ¢tudie un caractére quantitatif ou qualitatif X d’une certaine population 2 dont une au moins

des valeurs des parameétres décrivant X est inconnue.

On formule une hypothese sur lavaleur de ce parametre.
On s'interroge sur la pertinence de cette hypothese en la confrontant aux résultats obtenus sur un

échantillon.

Les distributions d’ échantillonnage d’une moyenne, d une variance et d’une proportion vues

dans le chapitre précédent nous permettrons d’ éaborer des tests d’ hypothése.

10



1.5.2. Définitions

> Définition: Un test d hypothese est une procédure basée sur I’ observation d’un ou plu- sieurs

échantillons permettant de faire un choix entre deux hypotheses formul ées.

> Définition: L’hypothese mise en avant dans le cadre d'un test d’hypothése est notée (Ho),
appelée hypothese nulle. Toute autre hypothése a laquelle on peut la confronter s appelle hypothéese

aternative, notée (Hy).

Remarque:
C'est I’ hypothése (Ho) qui est soumise au test et que |’ on suppose comme vraie.

La décision d accepter ou rejeter le test repose sur la confrontation aux valeurs observées sur un
échantillon. L’information contenue dans cet échantillon étant incompl éte, toute décision est associée

aprise derisgue.

> Définition : On appelle erreur de premiére espece |’ erreur commise lorsqu’ on rejette

L’ hypothése nulle (Ho) aors que cette derniere est vraie. La probabilité d’une telle erreur s appelle

risque de premicre espece et se note o :

a = P (rgeter(Ho)/( Ho) vraie).

Remarque:
On choisit souvent en pratiquea = 0.05oua = 0.01.

> Définition: On appelle erreur de seconde espéce I'erreur commise lorsgu’ on accepte
I”hypothese (Ho) dors que cette derniére est fausse. La probabilité d’ une telle erreur s appelle risque

de seconde espéce et se note 3 :

B = P (accepter(Ho)/( Ho) fausse).

La valeur 1 — [ est appelée puissance du test.

La puissance du test correspond a la probabilité de rejeter I hypothése (Ho) sachant que cette derniére
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est fausse. Plus B est petit et plus le test sera puissant.

Le test est concluant lorsgu’ on qu’ on ne commet aucune erreur, ni de premiere ni de seconde espéece.

P (Ho) acceptée  |(Ho) refusée
(Ho) vraie A l-a
(Ho) fausse P B

1.5.3. Fonctionnement d’un test

Pour chague test, on fera appel a une variable aéatoire de décision T qui suit une certaine loi
théorique. En supposant que I’ hypothese (Ho) est vraie, on cherche lavaleur idéale pour T. Lerisque
de premiére espéce a étant choisi, on détermine une zone de probabilité 1 — a, généralement un

intervalle, contenant cette valeur idéale.

Si lavaleur idéale constitue I’ une des bornes de cette zone, on parle de test unilatéral.

Sinon on parle de test bilatéral. Dans la suite, on S'intéresse surtout aux tests bilatéraux.

Si la valeur de T obtenue en se basant sur les résultats d' un échantillon appartient a la zone

critique de probabilité a, alors I’hypothése (Ho) est rejetée, sinon elle est acceptee.

1.5.4. Testsde conformité
Soit X un caractére dont la loi dépend d’un parameétre 6 inconnu. Soit 6o une valeur donnée.

On se donne un niveau de risque a

(Hy): 6 # 6

Onvaadlorstester (Ho) contre (H1) ou {(HZ): 8 =0,

Au risque de premiére espece o

On détermine la variable aléatoire de décision : dans e cas de lamoyenne X Semble appropriée.
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154.1. o est connu

Dans ce cas,

D’ou la zone d’acceptation avec un risque de niveau o pour X :

]

=le

o
[=[po— tl—%\/_ﬁ y Ho + t1+g
Out,_« estlequantiled’ ordre 1 — % delaloi normale centrée réduite. On sait en effet que
2

PXeD=1-«a

Si la valeur X obtenue sur le n-échantillon considéré appartient & I, alors on accepte (H,), sinon on
rejette (Hy).

154.2. o est inconnu

Dans ce cas,

D’ou la zone d’acceptation avec un risque de niveau o pour X :
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s s
I=[l10— t1_ o \/_ﬁ » Mo + t1+2:_1\/_ﬁ ]

2,n-1

Ou t,_g, n-1 est le quantile d ordre 1- % de laloi de student a n-1 degrés de liberté. On sait en effet
2

que:
PXeED=1- «

Si lavaleur obtenue sur e n-échantillon considéré appartient al, alors on accepte (Ho), Sinon on rejette
(Ho).

Remarque

L’intervalle que I’ on obtient est centrée sur la valeur supposée o, aors que pour lesintervales
de confianceil éait centré sur lavaleur delamoyenne de I’ échantillon

X. Dans le cas des tests, on conclut alors en regardant si cette valeur de x appartient ou non a notre

intervalle centré sur la valeur supposee Lo.
1.6. Test de conformitéd’unevariance:

On dispose d’un n-échantillon (X1, X2, . . ., Xn) de valeurs de X. On suppose que X suit une loi
normale de paramétres p et 6. Soit 60 une valeur plausible de la variance fixée a priori. On teste (H,)
contre (H;) ou

On vaaorstester (H,) contre (H,) ou{((l;llg:: (; jt ::;’

Au risque de premiére espece a

On détermine la variable aléatoire de décision : dans le cas de la variance S? semble appropriée. On
netraiteici quelecasou p est inconnu, le cas ou 1 est connu étant relativement peu fréquent.

Dans ce cas
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D’ ol la zone d’ acceptation avec un risgue de niveau o pour S2:

Ou x?_«(n—1) etx&(n — 1); sont les quantiles d'ordre 1 — % et% delaloi de chi-deux a
2 2

n — 1 Degrésdeliberté. On sait en effet que :

P e =1-
Si la valeur S? obtenue sur le n-échantillon considéré appartient & I, alors on accepte (Ho), sinon on

rejette (Ho).

Remarque

Contrairement a |’intervalle de confiance sur la variance quand la moyenne est inconnue, pour

I"intervalle d’ acceptation, les quantiles sont aux numérateurs.

1.7. Test deconformitéd’uneproportion:

Pausible de p, fixée apriori. On teste (Ho) contre (H1) ou

{(Ho) Hp = Po
(Hy): p # po

Au risque de premiére espece a.

On détermine la variable a éatoire de décision : la fréquence F semble appropriée.
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On suppose que F suit approximativement uneloi N <p, \/p—E) )

La zone d’ acceptation avec un risque de niveau a pour F est

Po(1 — Ppo Po(1 — Ppo
=P ‘tl—%,/T  Po “1—%,/T

Ou t,_« estlequantiled ordre1 — % delaloi normale centrée réduite. On sait en effet que :
2

PFeED=1-«

Si lavaleur de la proportion f obtenue sur le n-échantillon considéré appartient a I, alors on accepte

(Hop), sinon on regjette (Hy),

1.8. Teste de comparaison

Il est fréquent de comparer des échantillons issus de deux groupes d'individus. On considere
deux variables aéatoires X1 et X, définies sur chacun de ces groupes et on souhaite tester si les
caracteres étudiés suivent la méme loi. Les variables aléatoires que nous emploierons pour ces tests
sont la différence des moyennes d’ échantillon, le quotient des variances d' échantillon ou la différence

des fréguences d’ échantillon.

En général, on travaille dans |e cas particulier ou lestailles d’ échantillons sont supérieures a 30.

1.9. Test de comparaison de deux moyennes

On considére que les variables aléatoires X1 et X2 suivent respectivement des lois normales
N(H1, 61) €t N(u2, 62)

On teste (Ho) contre (H1) ou

{(Ho) R = U
(Hp: py # py

Au risque de premiere espece o

On dispose d’un échantillon de taille ny pour X et de taille nz pour Xo.
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1.9.1. O'let () connus

On pose
X%
o2 n o}
nq n,;

Lavariable aéatoire de décision du test. L’ hypothese (Ho) étant supposee vraie, T suit une loi normale

centrée réduite. La zone d’ acceptation avec un risque de niveau o pour T est :

Ou t, a« estlequantiled’ ordre 1 —% delaloi normale centrée réduite. On sait en effet que::
2

PTED=1—-«

Si lavaeur
X1 — X3
t=
2 2
(o) (e}
1 +_2
nq n;

Obtenue sur les échantillons considérés appartient al, alors on accepte (Ho), sinon on rejette (Ho).

1.9.2. o4 €t o, inconnus

On remplace aors les variances théoriques par les estimateurs sans biais S; et S, de ces variances. La

variable de décision s écrit :
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Les échantillons étant de tailles supérieures a 30, on peut montrer que T peut étre approché par une loi

normal e centrée réduite.

Lazone d’ acceptation avec un risque de niveau a pour T est anouveau :

[ = [—t a ,;t a],
1-3 1-
Ou t,_« estlequantiled ordre 1 —“? delaloi normale centrée réduite. On sait en effet que :
2

PTED=1—-«

Si lavaeur
X1 — X3
t = ———
2 2
S S
_1_|__2
ng np

Obtenue sur les échantillons considérés appartient al, alors on accepte (Ho), sinon on rejette (Ho).

1.10.Test de compar aison de deux variances
On conserve les méme notations que précédemment et on teste (Ho) contre (H1) ou

{(Ho) 01 =10,
(Hy) 104 #1035
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Au risque de premiere espece a.

On pose

La variable aléatoire de décision du test. Sous I" hypothese (Ho), T suit une loi de Fischer-Snédécor a

(ny — 1;n, — 1) degrés de liberté. La zone d’ acceptation avec un risque de niveau o pour T est :

I = [Fg(nl - 1,n2 - 1) ;Fl_g(nl - 1,n2 - 1)],
2 2

OuFo(n; —1,n, — 1) estlequantiled’ ordre% delaloi de Fischer-Snédécor. On sait en effet que :
2

PTED=1-a

Remarqueon a:

1
F_a(ni—1n,-1)
1-3

Fg(nl - 1,n2 - 1) =
2

2
Si lavaeur t = 51/52 obtenue sur les échantillons considérés appartient a |, alors on accepte (Ho),
2

sinon on rejette (Ho).

1.11. Test de comparaison de deux proportions

On considére un caractére qudlitatif et on note p1 la proportion d'individus présentant ce
caractére dans une premiere population-mere, p2 la proportion dans une seconde population-mere. On
souhaite déterminer S'il s agit d'une méme population en ce qui concerne ce caractére.
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On teste (Ho) contre (H1) ou

{Ho) ‘P1 =P
(H) :p1#p2

au risque de premiére espece a On suppose que F1 et F> suivent approximativement des lois normales.

Soient f1 et f2 les fréquences observeées sur les deux échantillons. On note

. nify +nof,
b= n; +n,
Et on pose
T = F1-F;

= -, 1 1.
\/P(l—P)(n—l-l'a)

La variable aléatoire de décision du test. Sous I’ hypothése (Ho), T suit approximativement une
loi normale centrée réduite.

Lazone d’ acceptation avec un risque de niveau a pour T est a nouveau :

Out,_«estlequantiled ordre 1 — % delaloi normale centrée réduite. On sait en effet que :
2

PTED=1—qa,
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Si lavaleur

fi—f;

~ —~,1 1.
’p(l—p)(a‘Fg)

t =

Obtenue sur les échantillons considérés appartient a |, alors on accepte (Ho), sinon on rejette(Ho).

1.12. Test du Chi-deux d’ajustement

Soit X une variable aéatoire définie sur une population-mére. On dispose d un échantillon de
valeurs (X1, X2,..., Xn) € on souhaite tester s la distribution expérimentale observée correspond a une

distribution théorique donnée.

On définit sur Q, k événementsEl, ..., EK formant un systeme complet d’ événements, ¢’ est a-dire:

() Q= ULE
(i) Vi#jEnNE=20

Dans le modéle théorique, on note p, p2,..., Pk 1es probabilités de ces événements.

Sur I’ échantillon (X1, X2,..., Xn) ON Note Ny, Ny,..., Nk les effectifs observés de ces événements. On va

les comparer aux effectifs théoriques obtenus pour un échantillon detaille n : ces effectifs

Vaent npg,npz,..., NPk .

On teste:
(Ho) : ladistribution observée est conforme ala distribution théorique choisie, contre

(Ha) : ladistribution observée n’ est pas conforme ala distribution théorique choisie,
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Au risque de premiere espece a.

> Décision concernant letest :

On considere lavariable aléatoire de décision :

__ vk Nj—np;j
Xe = i=1(ﬁ)2

Ou Ni est la variable aéatoire qui compte I’ effectif observé de |I'événement E; sur un échantillon

donné:

Ni (X1, X2,..., Xn) =N;.

Sous I hypothése (Ho), la variable aléatoire X2

Suit une loi du X?a k—1 —r degrés de liberté ol r est le nombre de paramétres a estimer

éventuellement pour connaitre la distribution théorique.
On impose alazone d’ acceptation d’ étre un intervalle ayant O pour borne inférieure, donc
On pose:

[ = [0' X%—a(k —-1- I')],

oux:?_,(k—1—-r)estlequantiied ordre 1 — « delaloi du X?ak — 1 —r degrésde liberté

Onnote X3 lavaleur prise par X? sur |’ échantillon :

k Nj—npj
w1 (G )

2 _ i
0= -~
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Si X2 € 1, aors!| hypothése (Ho) est acceptée, sinon elle est rejetée.

Remarque

On exige que les effectifs observés ni pour chague événement soient >5. Si ce n’est pas le cas,

on fusionne deux ou plusieurs événements.

Exemplel

Dans un centre avicole, des éudes antérieures ont montré que la masse d'un ceuf choisi au hasard
peut étre considéré comme la réalisation d’'une variable aéatoire normale X, de moyenne m et de

variance

o 2. On admet que les masses des ceufs sont indépendantes les unes des autres. On prend un

échantillon de taille n=36 ceufs que I’ on pese. Les mesures sont données par ordre croissant :
50,34 52,62 53,79 5499 5582 57,67
51,41 53,13 53,89 5504 5591 57,99
51,51 53,28 54,63 5512 5595 58,10
52,07 53,30 54,76 55,24 57,05 63,15
52,22 53,32 54,78 55,28 57,18 50,58
52,38 53,39 5493 5556 57,31 63,15.

a) Calculer lamoyenne empirique et I’ écart- type empirique de cette série statistique.
b) Donner une estimation des paramétres m et ©.
¢) Donner un intervalle de confiance au niveau 95%, puis 98%, de |la masse moyenne m d’'un

ceuf.

d) Tester si lamoyenne de cette variable est égale a 56.
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Solution
a x=55083 s=2,683 =5329 Med=5496  Qs3=56,5.
b) x est une estimation de m, et s est une estimation de .
¢) L’intervalle de confiance 1-a =95% pour m :
[%-2un 7z B+2Zan 7= ] = [54,207  55,96),
Car zu»2=20.001, P[2<2.3263]=0.99 quand Z de loi N(0,1), et donc z,»=2.3263.
Exemple2
On suppose que e poids d’ un nouveau né est une variable d’ écart-type égale a 0.5 kg.
Le poids moyen des 49 enfants nés au mois de janvier 2004 dans I’hopital de Terga
Ouzemour a été de 3.6 kg.
a) Déterminer un intervale de confiance a 95% pour le poids moyen d’un nouveau né
dans cet hopital.
b) Quéd serait le niveau de confiance d'un intervalle de longueur 0.1 kg centré en 3.6
kg pour ce poids moyen ?

Solution

a) IC de niveau de confiance 95% pour le poids moyen :
[az-1.9§ , f+zq/2§] =[3.46 3.74]

—0.05 X—m 0.05

b) [£-0.05<sm< %+0.05] =P~ < T < 200
7 Vn 7
= 2F(22 )= 2F(0.7)-1= 2*0.758-1=0.516

0.5/7

Le niveau de confiance est donc 0.516
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Chapitre 02 : Sondage

L’ objectif dans ce chapitre consiste a étudier des procédures de sondage pour lesquelles nous
pourrons répondre a ces questions, présenter le contexte, les notations ainsi que les criteres
permettant d’ évaluer la qualité d’ un sondage.

Nous proposerons différents plans de sondage permettant destimer des moyennes et

proportions.

2.1. Définitions

Il existe deux approches pour connaitre les caractéristiques statistiques d’ un caractere sur

une population.

> recensement est I’ approche descriptive. Il consiste a mesurer le caractere sur toute la
popul ation.
> Le sondage est |’ approche inférentielle. Lorsque le recensement n’est pas possible

pour des raisons de colt, de temps ou a cause de certaines contraintes, on a recours a un
sondage, ¢ est-a-dire al’ étude statistique sur un sous-ensemble de la population totale, appelé
échantillon. Si I’échantillon est constitué de maniéere correcte, les caractéristiques statistiques

de I’ échantillon seront proches de celles de la popul ation totale.

2.2. Notation

On sintéresse a une population U composés d'individus ou unités. Chaque unité est

représentée par un numéro alantdel aN :

On souhaite évaluer une caractéristique de la population. On note Xi la valeur de ce
caractere mesuré sur I'individu i. On peut utiliser un sondage pour estimer la moyen, letota, la

variance......etc.
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Lamoyenne:

Letotd

Tzle

N
i=1

Une proportion d'individus : qui vérifie un certain critere. Dans ce cas, Xi prendra deux valeurs

> 1s I'individu Ui satisfait le critére ;

> 0 sinon

La proportion d’individus appartenant a la catégorie qui hous intéresse sera aors:

On ne peut pas mesurer la caractéristique sur tous les individus. Par conséquent les
parametres i, T ou p sont inconnus. On sélectionne alors un sous ensemble de la population U
constitu¢ de n unités de la population (n < N). Ce sous-ensemble est appelé échantillon, noté

par E.

On désignera par X1, X2, . . . , Xn les valeurs de la caractéristique observées sur
I’ échantillon. Ces valeurs sont connues, et tout le probléme consiste a estimer les parameétres

inconnus a partir des valeurs mesurées sur |’ échantillon (valeur connues).
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2.3. Plan desondage et qualité d’un estimateur

Nous nous placons dans le cas de I'estimation de la moyenne y d'une certaine
caractéristique sur une population. Les mémes concepts étudiés sont également valables pour
I” estimation d’un total ou d’ une proportion.

Soient U = (Ug, Uz, ..., UN)

Désigne la popul ation ou la base de sondage et
B() = E() — w

Aingl, on dira que {iun estimateur sans biaisde L si

B() = 0 == E(()) = w

Remarque

v Dire que I’ estimateur est sans biais ne veut pas dire que le résultat soit exact.
Avant de réaliser |’ échantillon, on ne connait pas la valeur de 4", on sait seulement que ¢’ est
une variable aléatoire qui en moyenne vaut .

v Dire que I’ estimateur est sans biais revient a dire que la valeur moyenne de "

sur tous les échantillons possibles est lavraie valeur .

» Définition du plan de sondage aléatoire simple

L e sondage aéatoire simple est le modéele d’ échantillonnage en apparence le plus ssmple
gue I’on puisse imaginer : il consiste a considérer que, dans une population d’ effectif N, tous

les échantillons de n unités sont possibles avec la méme probabilité.

2.3.1. Plansavec ou sansremise
> Définition
Un plan de sondage est dit avec remise si le méme individu peut apparaitre plusieurs fois

dans |’ échantillon et si I’ ordre dans lequel apparai ssent les individus compte.
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Exemple

P={1, 2, 3,4,5},n=2. L'échantillon {1, 2} est différent de I’échantillon {1, 3}. Dans le cas

d'unplan avec remise, il y aN" échantillons possibles.

> Définition
Un plan de sondage est dit sans remise si le méme individu ne peut apparaitre qu’une

seule fois dans |’ échantillon.

Dans |’ exemple précédent, I’ échantillon { 1,2} n’est donc pas possible.

Dansle cas d un plan sansremise, il yaC) = Echantillons possibles.

n!(N—n)!

La plupart du temps, nous nous intéresserons aux plans sans remise : interroger deux fois le
méme individu n’ apporte pas d’'information supplémentaire. Cependant, il n’est pas inintéressant de
considérer parfois des plans avec remise, ne serait-ce que pour servir d’ éément de comparaison et de

référence.
2.4. Plan aléatoire smple

> Définition (Plan simple)
Un plan de sondage aléatoire est dit simple, ou a probabilités égales, si chague échantillon ala

méme probabilité gu’ un autre d’ étretiré.
Remarque

Dans le cas d’'un plan simple sans remise, un échantillon de taille fixe n a donc une probabilité

1 I[(N—n)! ., . _ . .
éga a oN = n(N—In)d'étre tire au sort. S N = 5 et n = 2, cette probabilité est donc égale a
N !

2X3X2 1

5x4X3x2 10

> Proposition (Probabilité d’inclusion)
Tous les individus ont la méme probabilité d’ étre sélectionnés dans I’ échantillon et cette probabilité

est égale a%
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2.5. Estimation dela moyenne

2.5.1. Estimation ponctuelle

On vaestimer | par une valeur i

Nous estimons la moyenne [t par la moyenne observeée sur |’ échantillon. On appelle estimateur
de u la“formule’ qui nous permet de calculer une estimation du parameétre inconnu (p). Dans le cas

que nous étudions, |’ estimateur de 1, que nous noterons fi N’ est rien d’ autre que X :

_ 1 _
L= X=X (21)

> Théoreme

Soit i I'estimateur d’une moyenne u pour un plan de sondage aéatoire simple défini

par (2.1).

On adors

E(R) =

Dit autrement, {1 est un estimateur sans biais de .

> Théoreme

Soit f letaux desondagef = n/N. Alors

Vi = (1-H% = (1-3)5@2)

Remarque
Laformule (2.2) permet de caractériser la précision d’un SAS (plus la variance est faible, plus
I estimateur est precis).

v Pluslataille n del’ échantillon est grande, plus la variance de {i diminue et donc plus
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I’ estimateur est précis. A I'extréme, si n = N la variance est nulle. Ceci est “normal”, car dans

ce cas on aréalisé un recensement et on connait de fagon certaine la vraie moyenne.

v’ la précision dépend également de la variance de la variable d’intérét > (ou S?) dans la
base de sondage. C’est une condition naturelle : plus une population est homogéne (variance
faible), plus le sondage y est efficace. A 1’extréme, si la variance o2 est nulle, la variance de
I”estimateur est nulle et nous aurons besoin d’un seul individu pour connaitre u de maniere
parfaite. A I'inverse, sonder dans une population trés hétérogéne nécessite des tailles
d échantillons de taille importante, ou un découpage au préalable en sous populations
homogenes (c’'est le principe des sondages stratifiés que nous verrons dans le chapitre qui

suive).

2.5.2. Estimation par intervalle de confiance
On cherche une fourchette de valeurs possibles pour p a laquelle on puisse associer un
certain degré de confiance (par exemple 95%).

> Notations:

1 — a: Niveau de confiance

o: risque

. o . L, L
z,_a: Quantiled ordre 1-—- > de laloi normale centrée réduite
2

v' Silavariance corrigée S est connue

_ | (1-9
€W = [A+ 2,_s/Var@®)] = |+ 2, ¢ [F——$"

v' Si S2 est inconnue, on laremplace par une estimation :

n
1 z: n o [Ykos xi
S2 — _ 92 — = =2
n— 11(_1(Xk X) n— 1[ n x
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Remarque
Donner une estimation par intervalle de confiance est doublement prudent ; d’ une part, on
ne fournit pas une valeur ponctuelle, mais une plage de valeur possible ; d autre part, on

prévient gu’il existe un risque faible que lavraie valeur soit en dehors de la fourchette

2.6. Estimation d’une proportion

Une proportion peut étre considérée comme un cas particulier de la moyenne.

2.7.1. Estimation ponctuelle

Construisons la variable aléatoire xi qui al’ieme individu interrogé fait correspondre la valeur

suivante :

v xi =1sdileclienti al’intention de souscrire au produit ;

v Xi = 0 sinon.

Remarquons que x; suit une loi de Bernoulli de paramétre p. La proportion p de clients
favorables est naturellement estimée par la proportion p de I'individu interrogés (sondés)

favorable. On remargue que

P—;Zi=1 Xi =X

Ains en utilisant les Théorémes 2.1 et 2.2, on montre que :

EP) =p
Et V(p) = (1- D> = (1 - LD

n(N-1)
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2.7.2. Estimation par intervalle de confiance

En suivant un raisonnement analogue au cas de la moyenne, on montre qu'un IC de
niveau

1 — a pour une proportion p est donné par :

|6 = 21-0) VB, B+ 71-0) VD)

Avec
o s Np(1—p)
V(p) = (1—f)7— (1—f)m
D'ouL’IC
[ﬁ—m—a/z (-5 p+zia, /(1—f)§\ (23)
Remarque

V(p) Dépend de la proportion p qui est inconnue. En pratique dans la formule

(2.3), onremplace V(p) par son estimateur

_ s? B(1— P
I®=a-n>=a-p=P

Cequi donnel’intervale

P —zl_a/z\/(l - pE=R zl_%\/a ~-H2ER (24

n—1
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2.8. Tailled échantillon

Lataille d échantillon n était fixée. Cependant, on pose souvent la question au : " A partir
de combien d’éément un échantillon est-il représentons?’. Bien entendu, il faut définir ce
gu’ on entend par représentons, nous conviendrons d' un écart maximum toléré de |’ intervalle de

confiance.

C’est adire que nous chercherons lataille d’ échantillon minimum no de maniére a ce que
I"intervalle de confiance ne soit pas trop grand. Plus précisement, nous fixons une demi-
longueur ho pour I'intervalle de confiance et nous cherchons la taille d’ échantillon ng pour

laquelle la demi-longueur del’intervalle de confiance vaut ho
2.8.1. Casdelamoyenne

Dans le cadre de I’estimation d’ une moyenne, on rappelle que I'intervalle de confiance de

niveau 1 — a est donné par :

[~ 210/, VW@, 1+ 210/, V(D)

- Zl—a/z‘/v(ﬁ) + Zl—a/z\/v(ﬁ)

Fig. 2.1 — Intervalle de confiance.

Lademi-longueur del’ |C vaut donc (voir Figure 2.1)

Zl—oc/z\/v(ﬁ)
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Ou encore

Z1—a/2\/7(ﬁ) - Z1—a/2 (1 B %) Sn_z

=~ Zl—oc/2

On considére que le taux de sondage n/N est proche de 0.

~ 71— —_—
1oc/2 N

On approche la variance corrigée par la variance
Probleme:

Cette demi-longueur dépend de la variance de tous les individus qui est inconnue. Une
solution consiste a utiliser un majorant o2, cette variance 62 (ce majorant sera en général
déterminé sur la base d une enquéte précédente). La demi longueur de I'IC sera alors au plus

7

égae a

(On se place dans le pire des cas, c'est a dire celui ou la variance vaut a2, ). Par
conséquentla taille d’ échantillon minimum no telle que la demi-longueur de I’ IC ne dépasse pas
hO serala solution de I’ équation

Gmax
Z1—o(/ = hO
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C'est-a-dire

2.8.2. Casdelaproportion

Pour la proportion, on négligera le taux de sondage et on approchera la demi-longueur de I'IC

par :

n

Ici le probleme est que cette demi-longueur dépend de la proportion p qui est inconnue.

Cependant une simple éude de fonction montre que

vp € [0,1],p(1 — p) < 1/4.P

Donc, lademi longueur de !’ IC est au plus égale a

(Onseplacedanslepiredescasou p(1 —p) = 1/4)). Latailled échantillon minimum no
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telle que lademi longueur de |’ IC ne dépasse pas ho est la solution de I’ éguation

1
71— — =
1 a/z 4n0 0
Cest-a-dire
2
Zl—oc/
no == 2
2
4h2
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Chapitre 3 Sondage Stratifie

L’intérét de cette méhode, en comparaison des plans simples, est qu’'elle permet
d'améliorer la précision des estimateurs. Elle nécessite |’ utilisation d' une information

auxiliaire connue pour I’ ensemble de la population.
v' al'étape de la conception du plan de sondage,

v'  al'étape de I'estimation des paramétres.
Dans ce chapitre, nous utiliserons cette information uniquement pour béatir le plan de sondage.
Lastratification consistent a:

1. partitionner la population U en H groupes (les strates), notés ui, ...,un telle que a
I"intérieure de chaque strate h, ladispersion Si? de Y est faible ;

2. al’intérieure de chague strate h, tirer des échantillons indépendants selon un plan pn.

Grace a la faible dispersion dans chague strate, les estimateurs devaient étre plus précis, ce qui
donnera une variance globale plus faible.

Le plan stratifié va permettre de poser a priori une exigence de précision minimale par strate, en
choisissant judicieusement lestailles d’ échantillon dans chagque strate.

3.1. Plan desondagestratifié

Nous précisons maintenant quel ques notations utiles ala définition d’ un plan stratifié.

On note N le nombre d'individus dans la population. On souhaite évaluer une
caractéristique de la population. On note X; la valeur de ce caractere mesurée sur I'lléme

individu. On cherche d’ estimer la moyenne du caractere sur la population
n
1
h= NZ Xi
i=1

On suppose que lapopulation p est partagée en H sous-ensembles ou strates notées py,
h=1,...,H. On définit:
v Talledelastrateh: Ny, :

v Moyennedelastrateh: p, = p =% L X
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v Variance delastrate : o7 = Nizieph(xi — up)?
h

Variance corrigée de lastrate h : S2 = _Nhl—lziEh(Xi —up)? = N:Elcﬁ
> Proposition
v 1N X. = 1 N N
n= ﬁzizl i = §21=1 h Hh
1N _ 1¢H 1 yH
v 0’ = ﬁ21=1(xi —W? = §2h=1 Nnop, + ﬁzh:l Nu (bt — 0)°

= Variance intra-strate + Variance inter-strate

Le premier terme représente la moyenne des variances des strates. Le second est di aux
différences entre strates.

Nous sommes maintenant en mesure de définir un plan stratifié.

> Définition

Un plan de sondage est dit stratifié si dans chaque strate on sélectionne un échantillon

aéatoire de taille fixe ny, et que les sélections sont réalisees indépendamment d’une strate a
une autre. On suppose en outre dans ce cours qu’'au sein de chaque strate les plans sont
simples et sans remise.

Les ny,doivent vérifier

3.2. Estimateur dela moyenne

Une fois |’ échantillonnage effectué, en passent al’ estimateur de la moyenne .
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~

1 — _ 1, _ —
M=§ in=1 N; X; =E(N1X1 + ...+ NpXp)
3.2.1. Casgeénéral

Nous pouvons maintenant définir |’estimateur [T dans un contexte général pour un
plan stratifié. Pour chague strate h, on note X;, lamoyenne calculée sur I’ échantillon issu de

lastrate :

Xp = iZieEh Xj.

L’ estimateur {i s écrit aors:

M= <Yi, Ny &, (32)

> Théoréme

Soit {il’ estimateur de la moyenne pour un plan stratifié (défini par (3.1)). On a:

» E(fi) = p: fiest unestimateur sansbiaisde i ;

» Lavariance de i est donnée par :

_ 1 Np—
V(D) = 5 ZHo Nn 22 S3(3.2)

n

3.3. Répartition del’échantillon

Dans le plan stratifié, on suppose que les tailles d’ échantillons nyétaient fixées pour
chague strate. En pratique, au coure du sondage, on doit se poser la question suivante:
combien de personnes nous sondons par strate pour que notre estimateur soit le plus précis

possible ?

Dit autrement, comment choisir lesny, ?
Pour la répartition du plan stratifié on a besoin d'un plan avec alocation proportionnelle

ou un plan avec alocation optimal.
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F.>opul ation P . Echantillon E
inconnu, déterministe connu, aléatoire
Taille N n
Totale Moyenne M X
Variance 62
Variance Corrigée P 2
Strate
Taille Nh Nh
Moyenne HUh Xh
Variance On
Variance Corrigée Sh? S, 2

Tab. 3.2 — Notations pour le plan stratifié

3.3.1. Plan avec allocation proportionnelle

Pour décider des effectifs d’ échantillon n,, la solution la plus simple, et de trés loin la
plus utilisée, est de les éablir au prorata des tailles Nn, ce qui peut s exprimer de deux

fagons équivalentes:

v les strates ont dans I’ échantillon des poids ni/n égaux aleurs poids Nw/N
dans lapopulation ;

v on applique le méme taux de sondage dans toutes les strates :

v fn= nNn/N=n/N=f
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> Définition
Dans un plan stratifié avec alocation proportionnelle, on choisit les Ny de telle

sorte que la proportion d’individus provenant de la strate h dans I’ échantillon soit la
méme gue dans la population, ¢’ est-a-dire:

n, Np
hn N
D’ou
Np
N =N
Remarque

Cette procédure ne donne généralement pas de résultat entier. Il faut alors recourir a une

procédure d arrondi (et vérifier quel’ on atoujours ¥, ni = n)

> Proposition

Soit u” I" estimateur construit pour un plan avec allocation proportionnelle. On a:

H
1 ny 1
V() = E(l _N)NZ Ny Sh
h=1

Remarque

Dans le cas d'un plan avec alocation proportionnelle on aura le choix entre cette formule et

(3.2) pour calculer lavariance de I’ estimateurii.

Si lestailles Ny, de chaque strate h sont grandes, on aSZ=~g? On peut donc écrire d’ aprés

(3.3):

V(i) = (1= 1) ofra

Dans le cas d'un plan simple (chapitre précédent), s N est grand, on rappelle que :

V() = %(1 —%) o2
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On a donc remplacé, grace a la stratification le terme o2 intervenant dans la variance de

I’ estimateur par le terme o3,,.,coOmMme

2 2
0-intra<0-

Remarque

La dratification avec alocation proportionnelle donne presque toujours de
meilleurs résultats qu’un plan simple puisque I’ on supprime la variance inter-strate dans
I’ expression de la variance de I’ estimateur. Les résultats seront d’ autant plus satisfaisants
lorsque la variance inter-strate est grande. Celle-ci est grande quand la variable de
stratification est fortement liée a la variable d’intérét. C'est pourquoi il faut toujours

stratifier avec une variabl e trés dépendante de lavariable d’ intérét.
Exemple

On apar exemple la partition suivante :

strate Nh

Etudiant 6000
Enseignant 2500
ATS 1500

Alors un plan stratifié avec alocation proportionnelle de taille n=100 consistera a des sonder :
e n1=60 éudiants;
e n=25enseignants;

e N3=15ATS.
3.3.2. Plan avec allocation optimal
La réponse a la question précédente est : oui, si I’on sait a priori que certaines

classes sont beaucoup plus homogenes que d’ autres. Intuitivement, on a intérét a sous-
échantillonner les premieres pour consacrer plus de moyens aux secondes.

> Définition
Dans un plan dtratifié avec allocation optimale, on choisit les tailles
d échantillons ny, . . ., nyg
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Telles que Yjn, = n et telles que la variance de I’ estimateur V({i) soit minimale. La
solution de ce probleme est

Ny Sy

x —_—
Yi_1 NnSh

Par définition, I’ estimateur construit avec un plan d’ allocation optimale possede la

npb=n

plus petite variance possible (parmi tous les plans stratifiés). Le prix a payer est que pour
construire un tel estimateur (pour choisir les tailles d’ échantillons dans chaque strate), il

nous faut connaitre la variance corrigée du caractére dans chaque strate de la population.

La variance de I’ estimateur associé a ce plan est toujours donnée par (3.2). On ne peut
par contre pas utiliser la formule (3.3) qui est valable uniquement pour un plan avec

allocation proportionnelle.

Remarque

v La encore, les nh ne sont pas nécessairement entiers, il faut recourir a une
procédure d arrondi. De plus la formule précédente peut parfois conduire a des choix de
Ny tels que nk> Nh. Dans ce cas, on fait un recensement dans les strates ou le probleme se

pose et on recalcule les valeurs de nn pour les strates restantes.

v La formule précédente nécessite de connaitre les variances corrigées de
chaque strate Sh (ou plutét leurs racines carrées). En pratique, il faut donc les estimer. En

sondage, on utilise souvent les résultats d’ enquétes précédentes.

Pour les estimateurs construits par plans stratifiés, on peut calculer des intervalles
de confiance comme pour les plans simples. Un intervalle de confiance de niveau 1 a est

donné par

IC=1[— Zi_q/2 V() s A+ 21_q/24/ V() ]

Ou z1» désigne le quantile d'ordre 1 — a/2 de la loi normale centrée réduite. Nous
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terminons par un exemple sur les plans stratifiés, nous rappelons que tout ce qui a été vu

dans

Ce chapitre peut s adapter al’ estimation d’ un total ou d’ une proportion.

Exemple

Une grande entreprise veut réaliser une enquéte aupres de son personnel qui comprend 10000
personnes. Elle s'intéresse a |’ évolution de I’ &ge de ses employés et souhaitent commencer par
estimer I’ age moyen. Des études préliminaires ont montré que la variable que I’on cherche a
analyser est trés contrastée selon les catégories de personnel et qu’il y adonc intérét a stratifié
selon ces catégories. Pour simplifier, on considere qu'il y a trois grandes catégories qui

formeront les strates.

On va donc proposer des plans d échantillonnage, on dispose des renseignements

suivants :

Catégories Effectifs Ecart-type des ages
1 2000 18

2 3000 12

3 5000 3.6

ensemble 10000 16

On désire estimer I’age moyen noté p a partir d'un échantillon de n=100

personnes.

1. On rédise d'abord un plan simple, proposer un estimateur de p et

calculer savariance.

2. Un sondage stratifié est ensuite envisagé. Proposer un estimateur pour [ Quels

effectifs doit on sélectionner dans chague strate si on réalise un plan avec alocation

proportionnelle. Calculer lavariance de |’ estimateur construit.

3. Reprendre la question précédente pour un plan avec allocation optimale.

Elémentsde correction :

1. N=100, on note xi , i=1,...,n I’Age de la i®™

L’ estimateur de p est

= Ungp, x

Lavariance d’'un tel estimateur est donnée par

V(f)=(1-n/N)S?/n .
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Ici S%est inconnu mais on connait o2, donc
$?=(N/N-1) o= (10000/999)16? =256.03
On deduit
V({1)=(1-100/10000)256.03/100=2.53

. Plan dratifié soit nn, h=1,2,3 le nombre de personnes interrogées dans

chague strate. L’ estimateur est donné par :

i=1N X}, £nNn

Ou  xn est I'&ge moyen des personnes interrogées dans la strate h. pour un
plan avec allocation proportionnelle, les effectifs sont choisis suivants :

nNh =N (Nn/N).

Par conséquent,

n = 100%x2000/10000=20, nz = 100x3000/10000=30, ng =
100x5000/10000=50.

Calculons les variances corrigées par strate S2h=(N/N-1) 621,

§?1=324.03 $?,=124.01 S?3=12.96

Lavariance de |’ estimateur est donner par :

V({) = Un(1-n/N)UNYH_, Sv? Nk =1.10

. Pour un plan avec alocation optimal, je laisse al’é&udiant d’inspirer la

solution.
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Chapitre 4 : Sondage par grappes

4.1.Principe et justification

Quel que soit I'estimateur utilisé, le sondage aléatoire simple présente deux inconvénients
[l faut disposer d'une base de sondage compl éte

Lorsgu'a chaque individu est associé un colt de déplacement pour pouvoir réaliser l'interview, le sondage
aléatoire simple peut disperser suffisamment I'échantillon pour que le co(t total soit positif.

Pour contourner les deux difficultés, on peut utiliser latechnique du sondage par grappes. On
commence par construire des groupes d'individus qui soient digoints et dont laréunion est la popul ation
toute entiere. On tire alors (généralement par sondage a éatoire simple) un certain nombre de groupes
dans la base de sondage de groupes qui a été constituée. Chaque groupe est un individu ou unité
d'échantillonnage (On parle de grappes). On réalise ensuite I'enquéte aupres de tous les individus de la
grappe (recensement de la grappe).

Exemples

4 Enquétes passagers (AIR Algerie) : Les passagers sont regroupes naturelle- ment par vols.

L'échantillonnage consiste alors a choisir un certain nombre de vols. Tous les passager d'un vol seront
interroger (grappes de passagers).

4 Estimation a20 heures: Dans les bureaux devoteles bulletins sont comptés en paquet
de 100. L'échantillonnage consiste donc a choisir un certain nombre de bureaux de vote (fermant 418 h)

et retenir les résultats des premiers pagquets de 100 bulletins (grappes de votes)
4 Contréle de qudité : Les produits aimentaires sont livrés par lots (ou caisses).

L'Echantillonnage consiste & prélever un certain nombre de lots. Ensuite on contréle le contenu des lots

(Grappes de marchandises).
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4.2. Estimation et calcul de précision
On note:

M : nombre total d’unité primaire constituee
Ni : taille del'unité primairei.

N : Tailledelapopulation totale

N : Lataille moyenne des grappes

_ 1 M
N =—Z N,
MLy,

Y;; - lavaleur delavariable d'interét pour I'individu j del’ unité primaire .

T;: Z;.Vz"l Y;jletotal delagrappei

1

7.1
13 Ni

T;lamoyenne de la grappei. (double barre car moyenne d'unité secondaire)
T: %Zﬁl T;le total moyen

T: M, T;letotal global
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= T Py
Y: ﬁlamoyenne générae

m : taille de I’ échantillon d’ unité primaire.

L’ estimateur du total est

Contrairement au as du sondage a éatoire simple, il n'y a donc pas besoin de connaitre la taille
totale N de la population pour estimer un total T . Le sondage par grappe permet don d'estimer N
(qui est un total particulier). Cependant I'estimation sera de mauvaise qualité dés que les tailles Ni
seront sensiblement différente dune U P al'autre. La connaissance de N est par contre nécessaire

pour estimer lamoyenne Y:

~l)

Il
2=

~3)

4.3. Calcul deprécision

Ces formules étant des cas particuliers des formules des tirages a plusieurs degrés.
Soit

s2=_1

171 % Z?L(Ti —T)?

Ladispersion des(T;)<j<ym- Lavariance de I'estimateur est alors
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Deplussi on note

Alors §% est un estimateur sans biais de la variance. On en déduit la variance de I’ estimateur sans

biais de lamoyenne:

Dont un estimateur sans biais est

4.4.Casparticulier desgrappes uniformes

4.4.1. Précision :
DanscecasonaN;=N :=N,, n=mx N est une constante non aléatoire et

?_MzTi_lzTi_lz?
N m m N m ‘

i€Es i€es i€s
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Et

4.5. Comparaison avec le sondage smple

Supposons qu’'on puisse réaliser un échantillon de méme taille n, sans tenir compte du
groupement en grappes.
Ona

n=ZNi=mNO

i€s

Lamoyenne Y sera estimée par

Dont la précision sera

N 1 N; =2
Ou Sz = Ezﬁlz:]:l(yll — Y)

CommeN = MN, etn = mNy ona:
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1)

Comparonsy etY ona

ol n?est le rapport de corréation inter-grappes

Le(-7)
, =2
?il 27;1(1/1} o Y)

2

Par conséquent

V(?) <V@) eon?< Ni Le sondage en grappe est donc meilleur que le sondage simple s le

rapport de corréation inter grappes est inférieur a Ni
0

En conclusion
v Il est souhaitable que les moyennes de grappes Y; Soient le plus semblable possible
4 Il est souhaitable que lataille Ny Soit petite.

Le sondage en grappe est intéressant s'il y a beaucoup de petites grappes le plus ressemblantes
possibles. Ces deux exigences sont contradictoires puisque s No est faible il y a beaucoup de
grappe et la dissemblance des moyennes Y; augmente. On a donc recours a la stratification des

grappes, qui auront des moyennes similaires dans une méme strate.

4.6. Tirage stratifie desgrappes
50



On dispose deK strates detailles M;,M,, ..., M, ontire aors des échantillons de tailles m;,m,, ...

telles que

Pour estimer un total T on aura

k=1
ou
7, = Yies i
my
Et
K K S
V(T) = > MEV(T) = Y MR (1) x X
My/  my
k=1 k=1
ou
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ol Tyest le total moyen de lastrate k et T* letotal delagrappei delastrate k

D’ou

V(T)=Xkoa MZV (ﬁ) = YK_ M2 (1 _ ﬂ) 5 Sk

My my

Avec

1 2
Sip = —1% Z(Tik —Ti)?
k LESK

L’ estimateur de lavariance dans la strate k.
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Chapitre 5: Sondage a Plusieurs Degrés

Il sagit d'une généralisation du sondage par grappes. Au lieu de recenser tous les individus des

unités primaires on proceéde a un deuxieme tirage al'intérieur de

Ces unités. Les individus tirés au sein des UP sont appelés unités secondaires (US). Comme
pour le sondage par grappes, le sondage a plusieurs degrés est généralement moins précis que le
sondage aléatoire simple. Intuitivement, lorsqu'on forme des uni- tés primaires, les individus qui
forment une unité primaire donnée sont semblables du point de vue de la variable dintérét Y. Le

tirage au second degré perd alors de son information.

On parle dors d'effet de grappe pour exprimer cette idée de redondance d'information au sein

de |’ unité constituée a chaque degré.
5.1. Estimation et calcul de précision

On se place dans le cadre d'un sondage a deux degreé et on suppose qu'on tire des unités par

sondage aléatoire simple a chague degré. On rappelle que |’ on note

M : nombre total d’ unité primaire constituée
Ni : taille del'unité primairei.

N : Taille delapopulation totale

=
[
1=
=

=
Il
D=
Z

-~
I
[y

|-
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Y;i:Lavaleur delavariable d'intérét pour I'individu j de I’ unité primairei.

T; :Z}‘Zl Y;jlatotal delagrappei.

Y;: Nl, Y ;lamoyenne de la grappe i.(double barre car moyenne d’ unité secondaire)

: % M T letotal moyen

~|

—

:YM . T, letotal global
y: %La moyenne générale
m : taillede I’ échantillon d’ unité primaire.

n; : lataille del’ échantillon d’ unités secondaire dans I’ unitéi.

5.1.1. Estimation
On sait quele vrai total del’unité primairei, est estimé sans biais par

- Yij Yij
Ti:zn_i:Nix 7
—_ l

JESi N; JES;
Ou S; désigne laliste des unités secondaires échantillonnées dans I’ unité primaire i.

N ; lataille moyenne des grappes

On adonc

54



Ou y;désignelamoyenne

L’ estimateur sans biais du total est alors

ZiEs T

g

zlal =)

Ou s désigne la liste des unités primaires échantillonnées. La n'y a pas besoin de connaitre N

pour estimer le total.
On remarquera que dans le cadre de e plan de sondage, la probabilité d'inclusion d'un individu de

I'UP i dépend du rapport % Comme ces poids varient généralement selon I'UP, le tirage a plusieurs

degré est en général un tirage a probabilitésinégales.

5.1.2. Calcul de précision
Onalavariancede T :

V(T):MZx(l—g)x§+%x2}‘ilex(1—:—;)x

2
S2i

nj

Avec

i=1
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Et
__1 Ni v 2
S2i7y 7 % 2521 (Y5 — Y)
ne fait intervenir que les grandeurs liées au

2
Le premier terme A := M2 x (1 —3) X S;l
premier degré de tirage (tirage des UP) est la variance INTER ( sous-entendu « inter UP » . Le second
est lavariance INTRA (sous-entendu « intra

2
m_ yM N2 _ M) S
M X Zl:l Nl X (1 Ni) X n;

terme B :=
UP »).
Preuve on aq
- T
TomxY o
. m

Considérons UP la variable aléatoire des unités primaires échantillonnées, par la formule de la

variance conditionnelle.
V(T) = Eyp|[V(T|UP)] + Vyp[E(T|UP)]

ou
-1 _
T:—le
m

iIEm

5.2. Estimation et calcul de précison
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]

Ouy; = Z,ele est I’ estimateur sans biaisde y;

. 2. . , . s
— %) x 321 egt estimé au premier degré par

i n;

SN (1)
m i nl

i€s

Preuve on remarque d’abord que Y, N2 x (1

Deplus §3; est estimé par $3;(cas aléatoire simple classique pour le deuxiéme degré). Donc

ZNZ (1-3)3
m i nl

Estimé par

D’ autre part, pour estimer le terme

1 M
52 = M—1XZ(T1‘T)2
i=1

On pense naturellement a son homologue sur |’ échantillon :
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T‘ ?
St —12

i€s

On vadonc calculer I’ espérance de

D’ou

Avec

Donc

(m = 1)5¢ = 5ies(T, - T)

“Lies(T=T) = m(T-)’

E[(m — 1)s?] = Z vV (T;) — mv(T)

i€s

V(T;) = Vyp (E[Ti|UP]) + Eyp[V(T;|UP)]

n;\ S2
33 (-2
= Vyp(TY) +— N.) o

1 M _ 1M n;\ S;
= T._T2+_Z N-Z(l——l>—1
Mzi=1( ' ) M i=1 ' Ni n;

ORI MR (R
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donc

—30
2|

De plus

()52

Et par laformule

-~

mu(®) = (1- ) st + e (1-3)

Fina ement

_ Q2
Bl(m — D57 = 37 $(m(M - 1) — (- m)) + Tt S g (1- 1) 2

1 i\ Sai
= (m—1)(s? +=3M, N? (1-2)%

Ni/ ng

Donc §3n'est pas |’ estimateur de S?, ce dernier est

n;\ S2.
t-st- T (R
1 1

i€s

Enfin en rassemblant les deux termes de V(T) on a:

M-m 1 M n\ S%\ M? n;\ S=;
P(T)=m?—"(s2_— N_Z(l__l)ﬁ _ZN_z(l__l>ﬁ
(7) Mm <1 M Lyt N;) n; +m2 ' N;) n;

iEs

m) S? M 2 nj Szi
)3+ 25 (-2

=M2 (1 B M nj

On remarque donc que la similarité des formes entre I’ estimateur et la valeur a estimer n’est
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gu’ une coincidence.
5.3. Simplification

Si on suppose que les taux de sondage au second degré sont constants, 'est-& dire si on choisit,
pour toute UP i, n; Proportionnel a N; selon n; = f,5,N; €t s on s'intéresse gaun total sur la

populaion, on alaformulation simplifiée de I’ estimateur du total :

r= fi szzZYU

[Es JEs;j

Ou f; estletaux desondagedes UP (f; = %). Avec pour formule de précision :

v(T) =M1 - f1)><f fl;];zz (ZilNiXSZZi>

Si de plus, toute les UP ont lamémetaille N; = N alors

T =N X

<l

Et la variance précédente s ecrit
2 1-Ff M g2
v T _ NZX 1 — _1 2 1=1%v21
() <( fi) X m m><n ( M

Avec “SZ = —z 1T -Y)

La dispersion vraie des vrais moyenne Y;, des UP i , L’ estimateur sans biais de V(T) dans ce

cas ssimplificateur est
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mXn m
iESs

N 1- . 1- 1
V(T) = N? x Tflxsf+f1>< fzx(—Zsi-)

Avec

, 1 - 1 —\2
St = mz(}’i —9)? etsy; = mz(Yij - %)

i€s JESi

On remarque que |e terme contenant les dispersions s3; est multiplié par le taux de sondage au

premier degré f; qui est généralement tres faible. Cela permet de négliger le second terme de

V(T)devant le premier terme. D’ ou

Ladispersion $2 exprime aelle seul pratiquement toute la dispersion.

54. Sondageatroisdegréou plus

Lorsgu'on introduit des degrés supplémentaires, la précision Sen trouve presque toujours
diminué. On peut ainsi voir apparaitre dans les variances un terme propre a chaque degre, généralisant
ainsi e que I'on avait constaté pour le tirage a deux degrés. Ainsi, dans un tirage a trois degrés ave
sondage aléatoire ssimple a chague degré, lorsque la population comprend M unité primaires (UP)
ayant ha une R unité secondaires (US) et chaque US possede elle-méme U unité tertiaires, on montre
que s on échantillon m UP, puis r US dans chagque UP, puis u UT dans chaque US, aors un

estimateur T sansbiaisde T est
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~ N =
—_ —— PR D X
B TP IR

i€s jEsj kESi]‘

Ous, s;et s;; sont les échantillons respectifs d’ UP, d’US et d'UT, Yjlavaleur de'Y pour L’UT

k appartenant al’US j appartenant ¢ I'UP i et Y la moyenne globale de la population. La variance

vraie de cet estimateur sera

V(T) = N2xE f L x $2+— Contribution du premier degré

1-f,
mXrxu

( M Sz) +—Contribution du second degré

1-f 1 Z . . N z
mxriu (M 2 Z,Rzl stﬁ) —Contribution du troisiéme degré

Avec
M
=N (7-7)
ot (0
1 M _ 1 . 1
1=1
49 1 R — =\ 2
S =—z (Yi-Y)
21 R _ 1 ]_:1 1
Et
o Yy)
S5 = o 1ZK i
i:ﬁ }EIZE:lYﬁk:vrajemoyennedansL ‘UPi.
ii = %zgzlyiﬂ; vraie moyennedans L’ usj deL’UPi

Les termes f1, f2 et 3 représentent respectivement les taux de sondage aux degrés un, deux,
trois. Ains V T est la somme apportée par chague degré de tirage, le degré x a une contribution du

type:
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1 — Tauxdesondageaudegré x

X dedi i lculéeaudegré x — 1
Produitdestaillesd’échantillons | 0Y Crheqedispersioncaiciiecaudegre x

A chague degré, on introduit la moyenne vraie de toutes les unités finales contenues dans I'unité
considérée. On aintérét aavoir, achaque degré, une dispersion minimale de es moyennes, 'est-a-dire,
en vertu de laformule de dé composition de la variance, une hétérogénéité maximale des individus au
sein de chague unité.

Prolongeant le as du tirage a deux degrés, I'estimation de variance fait apparaitre une su cession

de termes numériquement de plus en plus faibles, puisque :

P(T) = N?x 1_f1X§12+ f1xl_f2x<izgzzi>+flezl;f3

m mxr \md mxrxXu
lES

Avec
1 M
4 = = 2
Y
=1
Z 1 = =42 4 1 = \2
S5 = :Z}\gsi(}’i]‘ —y;) Et S5 = EZkES[j(Yijk —¥ij)
Ou
yi = :lleESiZkesij Yijr = Moyenne de |’ échantillon dans I’ UPi.

yE,, = iZkESU Yijk = moyenne de I’ échantillon dansI’'USj de L’ UPi
Si le taux de sondage au premier degré f1 est faible, on pourra se contenter du terme faisant

intervenirSZ%, qui intégre une partie importante de la variance :

o 1-fi .
~ N2 - J- 2
V(T) = N? x x $3
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5.5.L effet de grappe

5.4.1. Définition, interprétation

L'eeffet de grappe survient danslestirages aplusieurs degrés. Dans latres grande mgjorité
des as, il traduit un phénomene de perte de précision due a l'existence d'une similarité entre les
individus d'une méme UP. Chaque degré de tirage améne son e et de grappe. Cet effet peut étre
mesuré par un coefficient appelé « coefficient de corrélation intra-grappe : p. Lorsqu'on manipule

deux degrés de sondage, coefficient vaut :

N; N; = =
Y Y (Y = V)Y = V) L1

M yNi 7)\2 N-1
i=1 ijll(Yij - Y)
Ou N est lataille moyenne des UP (N = %) Il ressemble a un coefficient de corrélation linéaire

maisil met en jeu qu'une seule variable Y.
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Chapitre 6 ; Méthodes a Choix raisonnées

6.1. Méthodesa Choix raisonnées

Les méthodes a Choix raisonnées soppose aux sondages probabiliste en e sens ou il n'est
plus possible de déterminer a priori quelle est la probabilité qu'a chague individu de la population
d'appartenir al'échantillon. En général, on les utilise lorsqu'il y a absence de base de sondage. Le
but de I'opération est de se rapprocher au maximum d'un tirage rigoureusement aléatoire.
6.1.1. Méhodes des quotas

Principe

La méthode empirique la plus fréguemment rencontrée est la méthode des quotas : on fait
en sorte que la structure de I'échantillon soit exactement elle de la population toute entiere selon
certain critere que I'on a préalablement choisis. Par exemple, s on sait que la population est

constituée de 45% d'hommes et de 55% de femmes,

On cherchera a avoir 45% d'hommes et 55% de femmes (d'ou le terme de quotas).
L'estimateur d'une moyenne Y est adors égal alamoyenney annulée sur I'échantillon. En e et
s il y aQ catégories de populations sur lesguelles on simpose un quota (par

Exemple les Q modalités d'une variable explicative) on a

Q Q

SR SEEDR S22
N n

q=1 q=1

"<I)

ou
v Y, est la moyenne des Y dans la catégorie g, annulée sur les individus de

I'échantillonN jest lataille vraie (connue) de la population dans la catégorie q
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v nyest lataille de I'échantillon dans la catégorie g

v Puisgue le propre de la méthode est d'imposer
g _Ng
n N

Aingi, si I'enquéteur essuie un refus ou trouve un logement vide, il ne sera pas tenu,
Contrairement ae qui sefait avec le sondage probabiliste, ainsister ou arenouveler plusieursfois

satentative de prise de contat

6.1.1. Biais

Si on veut éviter un biais substantiel, il faut supposer que les valeurs des variables d'intérét
ne sont expliquée que par nos critéres de quotas et qu'il n'y a plus de Critére caché non pris en
compte qui pourrait les influencer. Si on réalise par exemple un sondage d'opinion politique,
sachant gréace a des études préalables que I'opinion est bien expliquée par le sexe et I'age, on
peut baser nos quotas sur le croisement sexe-age. Si |'opinion ne dépendait rigoureusement que
du croisement sexe-&ge, on pourrait laisser I'enquéteur completement libre de sélectionner les
individus dans chaque croi sement, puisque son choix n‘aurait finalement plus d'importance. Si par
contre I'opinion dépend, en plus, du revenu et s e critere n'est pas in lut dans les quotas,
I'enquéteur peut sélectionner par mal han e lesindividus d'un croisement ayant plutét des revenus

élevés. Celaentrainera un biais dans I'estimateur que I'on dénomme biais de sélection.

Les biais de sélection peuvent étre diminués :

v Etalement des interviews sur I'ensemble de lajournée et de la soirée.

v Etalement sur I'ensemble du territoire concerné ... etc.

66



6.1.2. Précision

La précision des estimateurs par quotas n'est pas cal culable, puisque au une probabilité p(s)
n'est connue. Les contrdles qui sont imposés par les quotas limitent la marge de manceuvre laissé
al'aléa. S on tient absolument a fournir un résultat numérique de précision, on peut toujours

utiliser laformule de la variance d'un sondage stratifié a allocation proportionnelle.

Dans le cas de petits échantillons, le sondage probabiliste peut étre de biais nul et de

variance assez forte. Dans les mémes conditions, le sondage empirique est biaise

Mais de variance assez faible. Dans la pratique on utilise les quotas pour les petits
échantillons (de taille 1000 et moins) et |es sondages probabilistes pour les gros.

6.1.3. Quotas marginaux et quotas croisés

Bien gue les méthodes par quota soient fa iles et relativement rapides a mettre en ceuvre, il
subsiste une difficulté liee a l'absence fréquente dinformation concernant les effectif
correspondant aux croisements des variables de quota. En e et si on dispose d'une part de la
structure par sexe et d'autre part de la structure par age, rien ne dit que I'on  dispose de
la structure croisée sexe-age. Le probléeme consiste alors a remplir les cases d'un tableau
rectangulaire pour obtenir les effectifs échantillonnés connaissant les deux marges. On parle
dans e as de quotas marginaux. Si on connait la structure croisée, on parle de quotas croisés et
tout se passe comme si les quotas étaient imposés sur une seule variable.

Il peut étre di ile de remplir les ases du tableau si on ne dispose que des seuls quotas marginaux :

Exemple
On dispose de deux criteres de quotas qui sont le sexe et I'indicateur dactivité. La taille
d'échantillon est 1000. On sait :

Moins de 30 ans: 20%
30-55 ans : 50%
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Plus de 55 ans 30%
Ains que

Actifs 50%
Chomeurs 10%
Retraités 20%
Inactifs 20%

On peut alors réaliser

Actifs 500 100 380 20
Chémeurs 100 25 25 50
Retraités 200 0 20 180
Inactifs 200 75 75 50
200 500 300
-30ans 30-55 ans +55ans
ou
Actifs 500 100 380 20
Choémeurs 100 25 25 50
Retraités 200 0 20 180
Inactifs 200 75 75 50
200 500 300
-30ans 30-55 ans +55ans

Ces deux tableaux sont tres différents mais tous deux acceptables.
Bien entendu, il ne sagit pas pour I'enquéteur de pré remplir d'avance et a son gré les effectifs
croisés du tableau a partir des marges mais de laisser faire le hasard des rencontres qui devrait le

conduire a une structure croisé proche de la véritable structure croisée inconnue.

Apres une enquéte par quotas marginaux, on utilise en général comme estimateur brut

une moyenne simple y. En e et si on repere par (i, j) la case du tableau qui correspond au
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croisement des modalités i (lignes) et j (colonne), on appelle n;; lataille de I'échantillon dans la
case (i, j), N;; la taille (inconnue) de la population totale dans (i, j) et en n ¥;;la vraie moyenne

(inconnue) dans (i, j). Lavraie moyenne globale

Or

y=» L xy
Nn = 7Y
ij
L’ argument consiste adire que y; estime bien en moyenne Y;; et que la porpotion % est

non seulement égale en moyenne

. Njj . . . . . - . s ra s N
aT’mals doit etre peu variable. Laraison intuitive de cette faible variabilité est le contrble des

marges, qui impose les effectifs marginaux :

v n.'j = Zi ni]’ pour '[OU'[j

4 n; = Z] n,-]- pour tout i

Celavalimiter la variabilité des effectif croisés n;; (en retournant I’ argument, on peut dire

que s les effectifs par case n;; peuvent beaucoup varier, aors les effectifs des marges n; et
. . . Nj . Nij . .

n_jpeuvent auss beaucoup varier). Auss —- seraun bon estimateur de —y_ Sinest suffisamment

grand. Ainsi



Cette équation approximative traduit la for e de la méthode qui conduit, a partir d'une
moyenne simple y , a une précision qui pourrait étre assimilée en premiére approximation a elle
d'un estimateur
Post-stratifié. Il subsiste cependant une différence de fond : Le systéme des quotas permet d'agir
au stade de I'échantillonnage et d'utiliser par la suite un estimateur simple, alors que la post-

stratification agit au stade de I'estimation car il Sagit d'une méthode de redressement.

Si on considére lavariable auxiliaire Xf, qui vaut 1 si I'individu i vérifie lamodalité
g delavariable qualitative sur laguelle on fonde les quotas, et 0 sinon. Alors on voit que le propre
de laméthode des quotas est d'imposer
X, =X

q q

Semblables a I'individu moyen pour la variable dintérét de I'enquéte. Cela revient a
admettre une relation stable reliant la variable dintérét aux variables servant a définis I'individu
représentatif.

En ore plus que la méthode des quotas, les résultats seront sensibles au tirage au travers du choix

guel'on afait del'individu

Moyen. Historiqguement, elle a été appliquée pendant la période de guerre au sondage
agricoles, aors que I'échantillon- nage aéatoire en était a ses débuts et que la situation exigeait
un technique rapide et peu colteuse. Des statisticiens italiens (Gini et Galvani) ont congu un
échantillon de districts tirés du recensement italien de 1921 a partir de districts type qui produisait
des estimations tres satisfaisante de sept moyenne sociodémographique importantes (taux de
natalité, mortalité, et ...). Des études ultérieures ont montré que des moyennes de variables autres
gue deles qui étaient contrdlées savéraient étre mal estimées, ainsi que d'autres fonction que les

moyennes des variables ayant étaient control ées
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6.2. Echantillonnage de volontaires

S on pousse la logique de I'économie a I'extréme, on aboutit a |'échantillonnage de
volontaire, tres en vogue sur internet. Cette méthode trés peu onéreuse n'est pas

« statistiquement » valide puisque :

v On ne connait pas la probabilité dinclusion des personnes et elle- i doit étre extrémement
variable d'un individu al'autre sur la population.

v On ne peut pas mesurer |e taux de non-réponse

v II'y a a priori, une trés forte corrélation entre les valeurs Yi des volontaires et leur
probabilité de sélection Pi.

Ce type de risque existe a peu prés systématiquement avec les enquétes par courrier
n'ayant pas un caractéere obligatoire, par exemple lorsgu'un magazine demande a ses lecteurs leur
sentiment sur tel ou tel aspects: Ceux qui répondent ont quelque choses a dire et sont plutét
trés contents ou tres mécontents de et aspet.

En 1936 aux Etats-Unis, un grand journal organisa un sondage préélectoral auprés de ses
lecteurs volontaires. Plus de 2 millions lecteurs répondirent et le journal prédit la victoire de

Landon et ce fut

6.2.1. Sondage probabiliste ou méthode des quotas ?

La Banque ne pratique pas la méthode des quotas, car ils manipulent de trés gros
échantillons. Des études comparatives ont été menées en vraie grandeur sur des é han- tillons de
petite taille. On a constaté I'équivalence des performances des deux méthodes. Il semble que I'on

puisse accorder une assez grande on an e aux enquétes par quotas sérieusement menees.

6.3. Méthodedesitinéraires

C'est une variante de la méthode des quotas, au lieu de laisser I'enquéteur dé- terminer

librement lesindividus ainterroger, on lui impose de réaliser ses interviews dans certains endroits
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définis par avance sur une carte. L'avantage, par rapport ala méthode des quotas classiques est

de limiter laliberté de choix de I'enquéteur.

6.4. Méthode desunitéstypes

Elle consiste a choisir un individu « moyen » que I'on dé lare représentatif d'un groupe
d’individus possédant les mémes caractéristiques. Sa validité repose sur le pari que les individus
semblables a I’individu moyen selon les variables qui ont servi précisement a définis et individu

seront également Roosevelt qui fut éu.
6.5. En conclusion

Il existe encore d' autres méthodes empiriques (unités-type, échantillonnage de volontaires) mais

les résultats de ces méthodes sont tres peu fiables
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Chapitre 07: Jackknife et bootstrap appliqués aux sondages

Les méthodes bootstrap et jackknife peuvent étre utilisées pour estimer le biais et I'erreur d'une
estimation, et les mécanismes des deux méthodes d’ échantillonnage ne sont pas trés différents:
échantillonnage avec remplacement ou exclusion d'une observation alafois. Cependant, le jackknife
n'est pas aussi populaire que le bootstrap dans larecherche et la pratique, donc que donnent-elles
comme résultats une foi appliquées aux sondages ?

7.1. Introduction au Jackknife

7.1.1. Jackknife classique

Estimation du biais Cette technique a éé introduite par Quenouille en 1949 pour estimer le biais
dun estimateur. Soit  T,= T (Xy,X,,--+,X,) un estimateur d'un parametre inconnu 6. Le biais de
T, est
Biais(Tn) = E[Tn]- 6
Soit

Tn1i = Thor X, X o, Xiz, Xig o Xn)
La statistique basée sur toutes |es observations sauf I’ lléme. L'estimateur Jackknife du biais est
bjack =(n- 1)(Tn —Tn)

Tn,i =nT, — (Il - 1)Tn—l,i

Etil estimaVar(T, ) par I’ estimateur jackknife de lavariance :
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1 1 n—1v 1%
Vijack = n(n — 1) § Tn,i - H Tn,j = n Tn—1,i - E § (Tn—l,j)
. - . =

Qui est généralement asymptotiquement équivalent al’ estimateur obtenu par le TCL

7.1.2. Delete-dJackknife

Oncdcule ici
Trs = T (X1 € %)

Ou S est un sous-ensemblede {1,- - -, n} de taille d et s€est |le complémentaire de s detailler =
n — d. Pour une statistique T, donnée, T;.sest la méme statistique mais basée sur les r observations

obtenues en enlevant {X;,,i € s} del'échantillon

{X;, X5, -+, X1, }. |l Sagit don delagénéralisation du jakknife pré dent qui est le cas particulier d =
1.
Pour une statistique T, |'estimateur de la variance du delete-d Jackknife est

2
r 1
Viack—-d = EZSES (Tr,s - EESES Tr,s) Ou

1T
w i=1 ‘n—1,i
T, = —

n

On obtient alors I’ estimateur débiaisé par jackknife
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Tjack =T, - bjack =nT, —(n— 1)Tn

Estimation de la variance Tuckey en 1958 prouva que jackknife pouvait ére utilisé pour estimer la
variance.
[l définit

Tn,i =nT, — (Il - 1)Tn—l,i

Etil estimaVar(T, ) par I’ estimateur jackknife de lavariance :
2 n

n n n 2
1 _ 1 _ n—1 1
Viack = mz Tni — HZ Ty | = o To-1i — EZ(TH—L]' )
i=1 1 i j=1

j: =1

Qui est généralement asymptotiquement équivalent al’ estimateur obtenu par le TCL

7.1.3. Delete-dJackknife

Oncdcule ici
Trs = T (X1 € %)

Ou S est un sous-ensemble de {1,- - -, n} de taille d et s°est le complémentaire de s de taille r =
n — d. Pour une statistique T,, donnée, T, s est la méme statistique mais basée sur les r observations

obtenues en enlevant {X;,,i € s} del'échantillon
{X;, X5, -,X1,}. 1l sagit don de la généralisation du ja kknife pré dent qui est le cas particulier

d =1
Pour une statistique T,,, I'estimateur de la variance du delete-d Jackknife est

75



2
r 1
V=W2 T“_NZT“

SES SES

ou S est I'ensemble des sous-ensembles de tailled de {1,- - - ,n} et N = C¢ son cardianal
7.2. Introduction au bootstrap

Cette technique a éé introduite par E fron en 1979, supposons que X,, - -, X, sont des

variablesi.i.d. de fonction de distribution F estimée par F . L'estimateur de la variance bootstrap est :

n 2 n
Vboot = j [mx) - f T, (y)d];[F(xo] d]_[F (%)

Comme cette expression est généralement in calculable on  utilise I'approximation par la Méthode

de Monte-Carlo ;

2

B
1 1 B
Voot = E § (Tn,b - E - Tn,l)
b=1 =1

ol (Xi, -+, X5),b = 1,-- -, B sont tirés au hazard (avec remise) dansX,, - -, X,

et Xi, =Ty, Xip -+, Xpp)- On obtient de maniére similaire I'estimateur du biais:

B
1
B * *
bl()og)t = Ez T(le e !an) — Ty
b=1

7.3. Application du Jackknife et du bootstrap aux sondages

7.3.1. Notation générale
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On considere laforme générale d'un estimateur du total :

OU wy,; jest le poids de sondage de l'individu Yy,;;, par exemple:
v s H = 1 etqueSy;est réduit aun individu (cas du sondage & éatoire simple) on aura w; = %
v Si le sondage est stratifié et que Sy, ;est réduit ¢ un individu, on aurawy,; = %

h

. ips s L, M» Ny
v Si le sondage est stratifie a deux degrés on aurawy,;; = #
h™hi

Dans la plupart des cas I’estimateur du parameétre 6 peuvent s’écrire g(t)  ou g est une fonction
connue. On remarquera que 0 peut étre une ration, un coefficient de corrélation, des coefficients de

régression.
7.3.2. Application Jackknife
> Jackknife classique

On suppose que nombre total d’ unités primaires m = Y'H_, my,est grand, pour des entier h',i’,1 < H et

1 <{i' < m) fixéssoit

—~ . my,

h#h' i€sy, jEspi iesp,i#i’ jESh/i

L’analoguede T, aprés que lagrappe i’ delastrate h’ soit détruite. Soit
~ ~ —~ 1 ~

O i = g(Tyyr) e Oy = m_hZi’Esh Oy i

Un estimateur jackknife delavariable est ;
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H
(1-f)(n, —1) " A N2
Vjack = z n z(ehi — Gh)
h=1 h

iespy

De méme, pour § = g(T), on aura
H — —_—
biack = ) (= )8~ 6)

L’ utilisation de I’ estimateur 8 — bj,ckélimine en génerale biais o ordre%
> M éthode des répliques répétées equilibrés

Cette méthode ( Balanced Repeated Replication Method, BRR) est applicable pour les sondages
stratifiés quad H est grand et n;, pas trop grand. Supposons que chaque strate h de I’ échantillon soit

découpée en deux grappes, Gy, €t Gy, dont les totaux sont Ty, €t Ty, on définit les estimateurs des

demi-échantillons suivant

Ti= Xhe1 (8xnTh1 + (1 — 8 Tho))

Ou (84, ... 8xpy) €st un vecteur de RH avec des 1 et des 0 (2 vecteur possible). On aura finalement un
estimateur du total

Et un estimateur de savariance:



Conclusion

De maniére peut-étre paradoxale, la plupart des composantes des plans de sondage ne font pas appel a
des mathématiques trés élaborées. Quant al’ aspect probabiliste et statistique, il S accommode d’un
niveau de premier cycle, une connaissance de base en calcul de probabilité et en statistique descriptive
suffit, car les sondages constituent une discipline qui ne fait pas appel a des « modéles », du moins dans
la perception traditionnelle qu’ en ont les statisticiens. Le bon vieux modele avec des variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées n’ est pas vraiment adapté au contexte des
sondages. En effet, on travaille en population finie et la problématique est, de ce fait, « descriptive ».
On pourrait d' ailleurs offrir & des étudiants un cours de sondage avant méme qu’ils n’ aient abordé le
domaine de |a statistique mathématique.
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