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Avant propos

Cet ouvrage s’adresse aussi bien aux chercheurs et professeurs qu’aux étudiants de
premier cycle des universités. On y aborde les notions essentielles de la théorie des pro-
babilités dans le cas multidimensionnel, pour son application dans différents domaines
des sciences. Le lecteur est supposé connaitre les notions fondamentales de la théorie
des probabilités dans le cas unidimensionnel et le calcul intégral, y compris les notions
de bases sur l’algebre linéaire.

Les bases mathématiques sont développées de la maniere la plus naturelle pos-
sible, de sorte a pouvoir disposer rapidement des résultats essentiels. Les notions plus
avancées et plus difficiles, comme celles résultant des différentes définitions de conver-
gence dans le cas multidimensionnel sont également présentés.

Ce polycopié est issu d'un cours donné aux étudiants de deuxieme année Licence
Mathématiques de l'université A.MIRA de Béjaia. Il est composé de 5 chapitres enrichis
d"une liste d’éxercices assez variés couvrant différents aspects des concepts étudiés.
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Chapitre 1

Généralités sur les vecteurs aléatoires

1.1 Introduction

La notion de vecteurs aléatoires intervient lorsqu’on s’intéresse & mesurer différentes
grandeurs numériques dépendants de 1'issue d'une méme expérience aléatoire. Par
exemple, dans 1’observation d"une population quelconque on peut s’intéresser a mesu-
rer 1’age, la taille, le poids... de chaque individu. On forme alors un vecteur d’observa-
tions aléatoires. Si on surveille une particule M évoluant dans le plan ou dans l'espace,
on peut s'intéresser a sa position en fonction du temps déterminée par le vecteur de ses
coordonnées aléatoires.

1.2 Rappels sur les variables aléatoires unidimensionnelles

L'espace (2, A, P)

On désigne par (2 'ensemble des épreuves ou événements élémentaires w et par A
une tribu sur (2, c’est-a-dire une classe de parties de 2 qui vérifie les axiomes suivantes :
o (A)):zecAetQeA;

o (Ay): Aest stable par passage au complémentaire: A € 4 = A° € A;
e (Aj) : A est stable par réunion et intersection dénombrables i.e. Si (A, ),en est une

suite d’éléments de A, alors | J,,.y An et [,y An sont dans A.

Définition 1.1. L’ensemble des parties de €2, P(S2) est un exemple de tribu sur €. Un élément
A d’une tribu A sera appelé événement aléatoire .

Définition 1.2. On appelle probabilité définie sur 'espace (2, A) toute application P : A —
|0, 1] satisfaisant les 3 axiomes suivantes :

() 0 <P(A) < 1,VA € A.
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i) P(Q) = 1.

(iii) Pour toute suite (A;);en+ d'événements de A deux a deux disjoints (incompatibles) :

P <U AZ-) =) P(4)

iEN* iEN®
Proposition 1.2.1. (Propriétés générales d'une probabilité). Toute probabilité P sur (€2, A)
vérifie les proprirétés suivantes :

1. P(@) =0.

2. VA€ A,P(A) =1—-P(A).

3. VA€ AVBe AJAC B=P(A) <P(B).

4. VAec A\VBe A,P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB).

Définition 1.3. Le couple (2, A) est appelé espace probabilisable.
Définition 1.4. Le triplet (52, A, P) est appelé espace probabilisé.

Définition 1.5. On appelle espace mesurable tout couple (E, €) formé par un ensemble E et une
tribu € sur E.

Définition 1.6. Soit C un sous ensemble de P(E). La tribu engendrée par C est la plus petite
tribu contenant C. Cette tribu peut également étre définie comme l'intersection de toutes les
tribus contenant C. On la note o (C).

Définition 1.7. Si E' = R, on appelle tribu borélienne B(R) la tribu € engendrée par la classe
des intervalles de R de la forme | — oo, a[ pour a € R.

Définition 1.8. Soient (2, A) et (E,¢) deux espaces masurables. On dit que f est une appli-
cation mesurable de (2, A) dans (E, ¢) si I'image réciproque par f de tout élément de < est un
élément de A. Autrement dit, f est mesurable si f~() C A.

Définition 1.9. Soit (€2, A,IP) un espace de probabilité et (E,c) un espace mesurable. Une
variable aléatoire X est une application mesurable de (2, A) dans (E, ) c’est -a- dire une appli-
cation X : Q@ — E telle que pour tout borélien B de e I'ensemble

XY B)={weQ: X(w) € B} C A

On distingue les cas suivants :

a. Si F est dénombrable, la variable aléatoire X est dite discrete. Dans ce cas, F est muni
de la tribu P(E) et X vérifie

Vee E:{weQ: X =za}eA
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b. Si E = R, la variable aléatoire X est dite variable aléatoire réelle continue. En général,
R est muni de sa tribu de Borel ¢ = ®8(R), dans ce cas X est une variable aléatoire
réelle continue de (€2, .4, P) dans (R, B(R)).

c. Si £ = R", on parle de variables aléatoires réelles multidimensionnelles ou vecto-
rielles ou encore de vecteurs aléatoires réels. En général, R” est muni de sa tribu
de Borel ¢ = B(R"), dans ce cas X est un vecteur aléatoire de (2, 4,P) dans
(R,B(R"™)). On utilisera les abréviations (v.a), (v.a.r), (v.a.d) pour désigner une
variable aléatoire, une variable aléatoire réelle et une variable aléatoire discrete
respectivement.

Définition 1.10. Si X est une v.a.r et Px : B(R) — [0, 1] définie par Px(B) = P (X '(B))
une mesure de probabilité sur (R, B(R)). Cette mesure de probabilité est appelée loi de probabilité
de X. On dit également que X suit la loi de probabilité Px et on note

X ~ Px.

Définition 1.11. Ia tribu borélienne B(R") sur R™ est la tribu engendrée par les ensembles de
la forme

n

H (] — 00, x;]) otux; € R, Vi =1, ...,n.

=1

1.3 Couples de variables aléatoires réelles

Définition 1.12. Un couple Z = (X,Y) de variables aléatoires réelles est une application me-
surable Z définie par :
Z:Q — R?
w— Z(w) = (X (w), Y (w)).
Proposition 1.3.1. (i) Etant donné un couple (X,Y") de variables aléatoires de (R?, B (R?)) et
B € B(R?), 'ensemble {w € Q /(X (w),Y (w)) € B} est un événement.

(ii) Inversement, soit une application (X,Y) : Q — R? telle que :
VB € B(R?), {w € Q/(X(w),Y(w)) € B} € A.
Alors (X,Y) est un couples de v.a de (R*, B(R?)) X et Y sont des variables aléatoires
réelles.

Notation

Etant donné un couple (X,Y’) de variables aléatoires de (R?,B(RR?)), on note pour
tout
B e B[R, (X.Y) € B) = {w € O/ (X(w),Y (w)) € BY.
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1.3.1 Probabilité image

Théoreme 1.3.2. Soient (2, A, P) un espace probabilisé et (X,Y") un couple de variables aléatoires
réelles Q) . Alors l'application Pxy : B(R?) — [0, 1] définie par :

VB € B(R), Py (B) = P((X,Y) € B)
est une probabilité sur (R?, B (R?) appelée probabilité image de P par (X,Y).

Définition 1.13. Soit un espace probabilisé (2, A, P). On dit que deux applications de ) dans
R forment un couple de variables aléatoires réelles de B (R?) si, pour tout couple (x,y) de réels
(X <zx]et[Y <yl sontdes éléments de A.

Définition 1.14. Soient (X1, X5) et (Y1, Ys) deux couples de variables aléatores réelles de (R?, B(R?)).
On dit que (X1, X») et (Y1, Ys) sont équidistribués lorsque

Py, x,(B) = Py.v,(B),VB € B(R?).

1.3.2 Fonction de répartition d’un couple de variables aléatoires

Notations

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires réelles de (R?, B(R?)). Etant donnés B
et C dans B(R), B x C est un borélien de R?. On note alors :

P((X,Y)EBxC)=P(XeBYeC) =P(XeBN(Y €O)).

P(X <z,Y <y =P(X €] —o00,2],Y €] —00,y]) .
PX <z,Y <y =P(X € —o00,z[,Y € —00,y[).

Définition 1.15. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de (R?, B(R?)). On appelle fonc-
tion de répartition du couple (X,Y"), 'application

Fxy :R* = [0,1]
définie par :
V(z,y) e R? Fxy(z,y) = P([X <z]N[Y <y]) =P(X <,V <y).
On dit aussi que Fx y est la loi du couple (X,Y).

Théoreme 1.3.3. Soit (X, Y') un couple de variables aléatoires réelles sur I'espace (€2, A, P).
Alors :

(¢) Pour tout (a,b) € R? et tout (h, k) € R% ,ona

P(a < X< a+h, b<Y < b—i—k) = ny(d+h, b—i-k)—ny(a, b+k)—ny(a+h, b)+ny(CL, b)

7
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(it) Fxy est croissante sur R, et continue a droite par rapport a chacune de ses variables.

(i13) Pour tout y réel fixé,

lim Fyy(r,y) =0, l_ifnoo Fxy(z,y) = Fy(y).

T——00 T+

Pour tout z réel fixé,

lim Fxy(z,y) =0, lim Fxy(z,y) = Fx(x).
Yy——+00

T—r—00

(iv)
lim (lim Fyy(z,y))= lim ( lim Fyy(z,y)) =1.

T—r+00 y—+-+00 y—>-+oo T—3+00
Démonstration. (i) Pour tout (a,b) € R? et tout (h, k) € R ,ona
Pla < X < ath,b<Y < btk) =P ((X,Y) €la,a+ h]x]b,b+ k]) = Pxy (Ja,a + h]x]b,b + k]).
Par suite :
Pxy (Ja,a+ hlx]b,b+k]) = Pxy (] —o00,a+ h]x]—o00,b+k]) —Pxy (] — 00, a+ h]x] — o0, b])
—Pxy (] = 00,a]x] = 00,b+k]) + Pxy (] — 00, a]x] — 00, 0])
= Fxy(a+hb+k)— Fxy(a,b+ k) — Fxy(a+ h,b) + Fxy(a,b).
(ii) Fixons par exemple y et soit a et = deux réels tels que a < z. [X < a] C [X < z] do1,
(X <alNY <y]C[X <z|N[Y <yl
On en déduit que

PI(X <a)n(¥Y <y)] <P[X <a)n (Y < ).

C’est-a-dire :
Fxy(a,y) < Fxy(,y).

D’autre part,

Fxy(z,y) — Fxy(a,y) = P[(X <x))N(

Or,
P(X<z)—(X<a)]=Pla< X <z)=Fx(z)— Fx(a).
AiI’ISi, 0 < F)Qy(!b,y) — FX,y(CL,y) < Fx<x) — Fx(a).

Par conséquent,
lim+ (FX7y(CL'7 y) - FX,Y(av y)) =0.

T—ra

Fx y est continue a droite par rapport a x, pour y fixé.
On raisonne de méme pour y.
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(iii) Soit y réel fixé,
PI(X <2)N (Y <y)] <P(X <)

d’ou: Fxy(z,y)) < Fx(x) et par suite,

lim Fxy(z,y)=0.

T—r—00

Fy(y) — Fxy(z,y) = PY <y)-P[(X <z2)n (Y <y)]

Autrement dlt, 0 S Fy(y> — FX7y(JZ,y) S 1— Fx(l’)
Par suite,
lim [Fy(y) — Fxy(z,y)] = 0.

T—>+00

(iv) Résulte immédiatement de (iii) par passage a la limite.

1.3.3 Indépendance de variables aléatoires

Soit (X, Y’) un couple de variables aléatoires. On dit que X et Y sont indépendantes
lorsque pour tout couple (A, B) de Boréliens de B(R?), les événements [X € A] et [Y €
B] sont indépendants. Autrement dit, les trois proprietes suivantes sont équivalentes.

Propriété 1.3.4. 1. X etY indépendantes.
2.V(A,B) e B(R?),P(X €AY eB)=P(XeAP(Y € B).
3. \V/(A, B) € %(RQ),]PXY (A X B) =Py (A) Py (B)

Proposition 1.3.5. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles. Alors X et Y sont indépendantes
si et seulement si :
Fxy(z,y) = Fx(z)Fy (y).

1.3.4 Cas de variables aléatoires discretes

Considérons un espace probabilisé modélisant une expérience aléatoire de deux va-
riables aléatoires discretes définies sur 1’espace probabilisable (€2, .A). Chacune de ces
variables prend donc ses valeurs sur un sous ensemble au plus dénombrable de R. Nous
posons donc
X(Q) ={xi,i € I} etY(Q) = {y;,j € J}, oI et J sont deux ensembles de N. Les va-
leurs z; sont supposées distinctes lorsque ¢ parcourt /. De méme, nous supposons que
les valeurs y; sont distinctes lorsque j parcourt J. L'ensemble des valeurs prises par le
couple (X,Y) ou domaine de variation de (X, Y) est alors

X(Q)xY(Q) ={(xs,y;) 1€ 1,j€ T}
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1.3.5 Lois conjointes d'un couple de variables aléatoires discretes

Proposition 1.3.6. Soit (X,Y') un couple a valeurs discretes (v.a.d).

(i) SiIet J sont finis, ona
ZZP =x;,Y =y;| =1

el jed

(ii) Pour tout événement B : P (X,Y) € B) = > . epnx@xv PIX =2, Y = yj].

Définition 1.16. Etant donné un couple (X,Y') de variables aléatoires discrétes (v.a.d) , on
appelle loi conjoite du couple (X,Y"), l'application qui a tout (z;,y;) € X(Q) x Y (Q) associe

Pij =Py (25,y;) =P(X =2,V =y;). (1.1)

Lois marginales

Théoreme 1.3.7. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discretes. Alors les lois margi-

nales de X et Y sont :
Va; € X(Q), P =P(X =2;) = Y P(X =,V =y;]) = Y Py, (1.2)
JjeJ JjeJ
Vy €YV(Q), Py =P(Y =y) =) P(X =1,V =y]) =) Py (1.3)
el el

Nous pouvons aussi calculer la fonction de répartition du couple (X,Y) et nous
obtenons :

F . (z,y) = PX <zY <yl

= Z R‘jzz Z]P)ij :Z Z]Pij

(i,j)EIx] icl | jeJ jeJ \ iel
2;<m,y; <y zi<T \y;<y y;<y \z;<z

Remarque 1.3.1. Les lois marginales ne permettent pas de déterminer la loi : la connaissance
de la loi conjointe permet de calculer les lois marginales. Mais la réciproque est généralement
fausse.

Exemple 1.3.1. Considérons un couple (X,Y') de variables aléatoires discretes, chacune a va-
leurs dans {0, 1}. Supposons que la loi de ce couple soit :

PIX =0,V = 0] = 8 IP’[XzO,Yzl]:%—B

10
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MX:LY:NZ%—&MX:LY:H:ﬁ

ot 0 < B < 5. Nous déterminons les marginales de X et de Y en appliquant (1.2) et (1.3) on
obtient :

szmzmxzayzm+mxzayzu:§
MX:H:MX:LY:N+MX:LY:H:%
La loi de X est donc de Bernoulli de parametre % De méme, on a :
Myzmzmxzayzm+mxzmyzu:§
Py =1]=P[X =0,Y =0]+ P[X =1,V = 1] = %

Les deux variables X et Y suivent donc des lois de Bernoulli qui ne dépendent pas de 3, alors que
la loi conjointe, elle, en dépend. 1l est donc impossible de remonter a la loi conjointe du couple
(X,Y) a partir de la seule donnée des lois marginales de X et Y.

Théoreme 1.3.8. Soit (X,Y") un couple de v.a.d. X et'Y sont indépendantes si et seulement si
pour tout (x;,y;) € X(2) x Y(Q),ona:

Démonstration. Supposons que les variables X et Y sont indépendantes. Classons les
x; par ordre croissant ainsi que les y;. L'événement [X; = x;] s’écrit encore [X < z;]\[X <
x;_1] parceque z;_; < z;. De méme, nous avons [Y = y;] = [V < y;]\[Y < y;_1]. Ainsi
PIX = 2] =P[X <] = P[X <] = Fx(2:) — Fx(zi-1) (1.4)
et, de la méme maniere,
PIY = y;] = P[Y <] = P[Y <yja] = Fy(y;) — Fy (y;-1). (1.5)

Sinous faisons le produit P[X = z;] x P[Y = y,], nous obtenons donc :

P(X =2)P(Y =y;) = Fx(zi)Fy(y;) — Fx(x;)Fy(yj—1) — Fx(zi-1)Fy (y;) + Fx(zi—1) Fy (41.6)
= FXY(mia yj) - FXY(%, yjfl) - FXY(-rifl?yj) + FXY(xz#l;yjfl) (1.7)

ou la derniere égalité provient de 'indépendance de X et de Y. Par définition de la
fonction de répartition et en prenant en compte que :

(X <a)nly <yD\(X <alnly <ya) = X =aln (Y <y)\Y <y08)
— X <aln[y =yl (1.9)

11
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Nous calculons :

FXY(xiayj) - FXY($i,yj—1) = ]P’([X < xz] N [Y < yy]) - P([X < 452] N [Y < yj—l])
= P(X<aln[Y <yl /(X <o

De la méme maniere, on établit 1’égalité :
Fxy(@i—1,y;) — Fxy (@i, y5-1) =P (X <2 N Y = y5]). (1.10)
En reportant (1.10) et (1.9) dans (1.6), il vient :

PIX =2PlY =y;] = P(X <x|N[Y =y]) —P([X <z N[Y =y])
= P((X<znY =y]) /(X <z

Puisque
(X <z]nY =y )\ (X Sz N[Y =y]) = [X <z]N[Y =y,
nous obtenons finalement :
P(X =z]nY =y]) =P(X =] P([Y = y,]).

Sinous calculons maintenant la fonction de répartition du couple (X, Y'), nous trouvons
que::

(4,7)EIxy

= > ) PIX =a]P[Y =y
iel jeJ
i< y; <y

= Y PX =) P =y
iel jeJ
z; <z Y <y

= FX(Z‘) X Fy(g)

La fonction de répartition du couple (X,Y") est le produit des fonctions de répartition
de X et de Y. Nous dirons donc que les variables aléaatoires X et Y sont indépendantes
car les lois marginales de X et de Y ne dépendent aucunement 1'une de 1'autre.

1.3.6 Lois conditionnelles

Définition 1.17. Etant donné un couple (X,Y) de v.a.d et y; € Y (Q) tel que
P(Y = y;) # 0. On appelle loi conditionnelle de X sachant |Y = y;|, 'application définie sur
X(Q) par :

]P)(X = Ty, Y = y])

PV =3 (1.11)

P(X =a/Y =y) =

12
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De méme, si x; € X () est tel que P(X = x;) # 0, on appelle loi conditionnelle de Y sachant
| X = x;), 'application définie sur Y (2) par :

Théoreme 1.3.9. Théoréme des probabilités composées [?]. Soit (X,Y') un couple de v.a.d
. Pour tout (z;,y;) € X(Q) x Y(2), ona

P(X=x;Y =y, P(Y =vy,) siP(Y =y, 0,
P()(in’}/:yj):{ 0 / y;)P( Yj) Sino(n' yj) #

(1.13)
Théoreme 1.3.10. Théoréme des probabilités totales [?]. Soit (X,Y') un couple de v.a.d .
Pour tout (x;,y;) € X(Q) x Y (), ona

P(X =) =Y P(X =2/ =y))PY =9,);P(Y =y;) = Y _P(V/X =) P(X = ).

jeJ iel

Exercice. Un lot de n articles présente un mélange des poduits de trois usines : n,
articles de 'usine U;, ny articles de 'usine U, et ns articles de I'usine Us. Pour les articles
de l'usine Uj, la probabilité de fonctionner sans défaillance pendant un temps 7 est p;,
de l'usine U, est p; et de 1'usine Us est p3. On tire au hasard un article, calculer la proba-
bilité que l’article fonctionnera sans défaillance pendant un temps 7.

Solution : Soit A = { article tiré fonctionnera sans défaillance pendant un temps 7}
et pour i = 1,2, 3, B; = {article tiré appartient a 'usine U, }. On cherche a calculer P(A).
Par la propriété des probabilités totale , on a

3 3

i=1 =1

Or, pouri=1,2,3,P(B;) = *“ et P(A/B;) = p;, d'ol:

n

Ep _ P + Nopo + NP3
n'" n ’

M-

P(A) =

=1

Théoreme 1.3.11. Théoréme de Bayes [?]. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
discretes. Alors pour tout (x;,y;) € X(2) x Y(Q),ona

| - L P(X =a/Y = y)P(Y = y)
 PY =g/ X =xj) = Z]P(X =2;/Y = y;)P(Y = y;,

(1.14)

P(X =2;/Y =y;) = PY =y;/X = 2)P(X = «%’z)

;P(Y/X =z)P(X = x;)

13



Chapitre 1 Généralités sur les vecteurs aléatoires

Conditionnement d’une variable aléatoire discréte par un événement de probabilité
non nulle

Soient A € A tel que P(A) > 0 et une variable aléatoire X et a valeurs discretes dans

{z; : 1 € I} ou I est au plus dénombrable et les valeurs z; sont distinctes deux a deux.
Ona:

Y PX =ua;/A] =) P(X =x]nA)/PA) =P (U(X = ;) N A) /P(A).  (1.15)

iel i€l el

Exemple 1.3.2. On considere ici deux variables aléatoires discretes X et Y dont la loi jointe est
donnée dans le tableau suivant :

X\Y[0][1
I [313%

Supposons que I'événement [ X = 0] est réalisé et déterminons laloideY .Ona:

P(Y =0/X =0) = P();&O’:YOT O_ %

et
3

PY=1/X=0)= 5
On vient ainsi de déﬁnir une nouvelle variable aléatoire notée [Y/X = 0] qui suit une loi de
Bernoulli de parametre £ . De meme il est facile de voir que la variable aléatoire [Y/X = 1] suit

une loi de Bernoulli de pammetre . Ces lois sont appelées lois conditionnelles de Y sachant X.

1.3.7 Cas des V.a.r absolument continues

Définition 1.18. Une application de R? dans R est une densité de probabilité dans R? si elle est
mesurable, positive ou nulle et vérifie la condition de normalisation :

f(z,y)dxdy = 1. (1.16)
R2

Définition 1.19. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires i valeurs dans R?. On dit que le
couple (X,Y') est absolument continu s'il existe une densité de probabilité fx y sur R? telle que,
pour tout couple (x,y) de réels :

Fxy(x,y) / / fxy(p,v)dudy.

Sil'on connait la densité de probabilité fx y d'un couple (X, Y') absolument continu de variables
aléatoires, on accéde donc a la fonction de répartition Fx y de ce couple en intégrant la densité,
variable apres variable, en choisissant I’ordre d'intégration a sa guise puisque, pour tout x,y €

Ferten) = [ ( | perty )du) w= | ( / iofx,y(u,wdv) .

14



Chapitre 1 Généralités sur les vecteurs aléatoires

Exemple 1.3.3. Soit (X,Y') un couple de variables aléatoires dont la loi est donnée par la den-
sité :

ry

- logy<a<o-

2

Déterminons la fonction de répartition au point (xq,yo). Il faut distinguer plusieurs cas. Par
exemple, 51 0 < yo < g < 2.

fX,Y<x7y) =

FIGURE 1.1 — Domaine d’intégration

La fonction de répartition s’obtienne en intégrant la densité sur le domaine hachuré 1.1. On
peut calculer cette intégrale de deux manieres diﬂférentes.

Fix.yy(xo, v0) / / yd dy 16(2% y0), 0 <yp < 1wy <2

Fix vy (%o, Yo) / / ydfdy‘f'/ / yd dx 16(2% )

En répétant ces calculs sur les différents ensembles, on obtient

(

0 siz<0ouy<0
2 .
1—§(2x —y?) si0<y<az<?2
Fxy(z,y) = ﬁf—g(S—y) si0<y<2<u (1.17)
6 si0<z<yetw<2
(1 six <2ety <2

Distributions marginales

Définition 1.20. Les fonctions de répartition marginales Fx (x) et Fy (y) sont les fonctions de
répartition de chacune des deux variables considérées séparément, avec :

Fy(@) =P(X <) F(y) =P(Y <),
Elles peuvent s’obtenir directement a partir de la fonction de répartition conjointe, avec

Fx(z) = Fxy (v, +00); Fy(y) = Fxy(+00,9).

15



Chapitre 1 Généralités sur les vecteurs aléatoires

Démonstration. Posons les événements A = (X < z)et B = (Y < y), de telle sorte
que Fxy(z,y) = P(AN B). L'événement Q@ = (Y < o0) est I'événement certain, et donc
Fxy(x,00) =P(ANQ) =P(A) = Fx(z). L'autre résultat se démontre de maniere similaire.
Proposition 1.3.12. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans R? absolument
continu. Soient Fx y la fonction de répartition du couple (X,Y) et fxy la densité de probabilité
de ce couple.

i) P[(X,Y) € B] = [, fxy(x,y)dxdy, pour tout B € B(R?).

ii) Les variables aléatoires sont absolument continues de densité de probabilité respectives :

fx(x) Z/fo,y(:c,y)dy et fy(y) Z/fo,y(x,y)dx.

Ces densités de probabilité sont appelées densités marginales de X et de Y respectivement.

82Fx vy 0?Fx.y 2
iii) fxy(z,y) = o0 (x,y) = T (x,y) pour presque tout (x,y) € R

Exemple 1.3.4. Soit la fonction f(x,y) suivante :

_J 2z +y—2zy) (z,y) €[0,1] x[0,1];
Fxy(a,y) = { 0 ailleurs.

(1.18)

1. On demande de vérifier qu’il s’agit d'une fonction de densité de probabilié.
2. Calculer la probabilité de I'événement B = (| X — Y |< 1).
3. Calculer les lois marginales de X et Y.

1. La fonction fxy(x,y) est une densité de proailité a condition que fxy(x,y) > 0,V(z,y) €
R? et que [, f(x,y)dxdy = 1. La premiere condition est vérifiée, puisque 2(x+y—2xy) >
0 pour tout (x,y) € [0,1] x [0, 1]. Pour la seconde condition, on obtient :

1 1 1 1
/ (/ 2 +y— 2xy)dy> dr = / [2zy + y° — 2xy2](1)dx = / dr = 1.
0 0 0 0

Ce qui montre que fxy(x,y) est bien une fonction densité de probabilité.
2. On peut calculer :

i ratd 1l
P(B) = / / Ixy(x,y)dydx +[ / ) Ixy(x,y)dydx
0 0 3 T—3

Sur base de la symétrie de la fonction fxy (x,y), on voit cependant que
P(Q) =P(B) +2P(A) = 1, avec :

1 pa—1i 1 )
P(A) = / / fxy (z,y)dyde = / 22y +y° — 2xy?] ) * da
s Jo }
1 1

5x 1 2t bxd bx?  x 17
_ 5.3 o 0w 1 N D A A
= /[Qm + 5z 2+4]d$ [ 2+ 3 1 -1—4l 06

Jun

2
et l'on obtient P(B) = 1 — 247 = 31,

16
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3. Sur la base de la formule fx(z) = ffooo Ix.y(z,y)dy, on obtient :

1
fX(x):/ 2[z +y — 2zyldy = [2:1:y—|—y2—2xy](1):1,‘v’x€ 0, 1],
0

tandis qu’elle vaut O ailleurs. La fonction f(x,y) étant symétrique par rapport aux va-
riables X et'Y, on obtient directement fy(y) = 1,Vy € [0, 1] et vaut 0 ailleurs. On a donc
X ~ U[O,l] etY ~ U[QH.

Lois conditionnelles

Définition 1.21. Soit un couple (X,Y") absolument continu de variable aléatoires réelles, fx y
la densité de probabilité de ce couple, fx et fy les densités de probabilié marginales respectives
de X et de Y. Pour tout (x,y) € R?, on définit les densités de probabilité conditionnelles de X
sachant [Y = y| et de Y sachant [X = x] par :

o fX,Y(ﬁC,y) . _ fX,Y(l’,y)
Ixpy=y(x) = —fy(y) Sy (W) > 05 fyyx—(y) —fx(iﬂ)

et les fonctions de répartition conditionnelles de X sachant [Y = y| et de Y sachant [X = z]
par :

Fayala) = [ FovaOdt Fyxea) = [ St (1.20)

Conditionnement d’une variable aléatoire absolument continue par un événement
de probabilité non nulle

Proposition 1.3.13. Soient X une variable aléatoire réelle et un événement A € B(R) tel
que P(A) # 0. L'application Fx;4 de R dans [0,1] qui associé a tout = € R la probabilité
conditionnelle Fx a(x) = P[X < x/A] est une fonction de répartition appelée fonction de
répartition conditionnelle de X sachant A.

Lemme 1.3.14. Soient un espace probabilisé (Q, B(R?),P) et A € B(R?) tel que 0 < P(A) < 1
et une variable aléatoire X définie sur I'espace probabilisable (2, B(R?) admettant des fonctions
de répartition conditionnelle Fx 4 et Fx ,ac absolument continues de densité respectives fx/a
et fx;ac. La variable aléatoire X est absolument continue de densité

Ix(x) =P(A) fx/a(z) +P(A) fx/ac (). (1.21)

Démonstration. Par définition de la fonction de répartition conditionnelle Fx,4 de X sachant

A, nous avons :
P([X <z]NnA)

P(A)
Si Fx/4 admet une densité fx,, alors nous avons aussi :

FX/A(.I') =

FX/A(.I') = /x fx/A(t)dt.
17
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Nous déduisons de ces égalités que :

P(X <a)nd)= [ B fyalide
Puisque P(A°) = 1 — P(A), un raisonnement analogue conduit a I'égalité :
P(X <a]na) = [ P a0t

—00

Puisque les ensembles [ X < xz] N Aet [X < x| N A° sont disjoints et d’union égale a [X < x|,
la fonction de répartition Fx de X s’écrit :

Fx(z)=PX <z]=P([X <z]nA)+P([X <z]nA°).

Il vient donc :

Fx(r) = /”” (P(A) fx/a(t) + P(A°) fx)ac(t)) dt = /_‘f fx(t)dt.

D’on le résultat.

Exemple 1.3.5. Soit la fonction densité f(x,y) donnée par :

[ 6z pour0 <z <y<I;
fxy(zy) = { 0 ailleurs.

Les distributions marginales sont :

_ fxl 6xdy = 6x(1 —x) pour x € [0,1];
Ix(@) = { 0 ailleurs.

~f JJ 6xdx =3y*  poury € [0,1];
frly) = { 0 ailleurs.
Les fonctions de répartition marginales :
0 x < 0;
Fx(z) =< [y 6u(l —u)du = 32* — 22  pour x € [0,1];
1 x> 1.
0 y < 0;
Fy(y) =< [J3v2dv=y* poury e [0,1];
1 y > 1.

Les densités conditionnelles sont alors :
2 pour0 <z <y<l;

fxpy=y(x) = { 0 ailleurs.

18
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L pour0<z<y<l,;

Frxelt) ={ 3

ailleurs
et les distributions conditionnelles :
0 x < 0;
T 2u 22
Fxpy—y(@) =9 Jy Fdu=% 0<z<y<l

1 T >y.

y <z
Fyjx=a(y) =4 Joimdv=15 0<a<y<

y > 1.

Proposition 1.3.15. Soient deux variables aléatoires réeeles X et Y absolument continues de
densité respective fx et fy. Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement
si le couple (X,Y") est absolument continu de densité :

fxy(@,y) = fx(x) x fy(y).

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que le produit fxy = fx X fy est une densité de
probabilité puisque :

[ stetedy = ( [ setwas) ([ srtnar) =1

Puisuge fx X fy est une densité deprobabilité du couple (X, Y'), la fonction de répartition associée
s'écrit :

Fxy(z,y) = / ) / " fe ) fy (0)dudy

- (] o) (] )

= (z) X Fy(y).

Réciproquement, supposons que X et Y soient indépendantes. Considérons alors la fonction
f = fx x fy. Soit (x,y) € R% Nous avons :

Festn) = [ [ twoduts = [ [ gt seoyuae
- </ sstwan) ([ i)

= z)Fy (y).

Puisque les variables aléatoires X et Y sont supposées indépendantes,

Fx(z) x Fy(y) = Fxy(x,y) = /:; /_yoo f(y,v)dudv.
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Exemple 1.3.6. Soit Z = (X,Y)" un couple aléatoire de loi uniforme sur
D =[-1,1] x [-1,1]. On a alors :

e (@9) = 110(09) = T @) = fx(@)fr ()
avec 1 1
fx(@) = 5l (@) fr(y) = Sl-un(y).

Théoreme 1.3.16. Théoreme des probabilité composées. Soit (X,Y') un couple de variables
aléatoires réelles (v.a.r) continu défini sur (R? B(R?)). Alors pour tout (z,y) € R?, ona

Ixy (@) = fyyx=(y) fx () = fx)y=y(7) [y (y) (1.22)

Théoreme 1.3.17. Théoréme des probabiités totales . Soit (X,Y') un couple de v.a.r continu
. Pour tout (x,y) € R?, ona

o

h@Z/mhw@h@@;hMZZ(MAW&@W

—00 o0

Théoreme 1.3.18. Théoréme de Bayes . Soit (X,Y') un couple de variables aléatoires réelles.
Pour tout (z,y) € R?, ona

o= oW k@) _ Jegy=p @) (v)
foxv=y (@) T Fovree ) fx (@) dx,f(Y/X:x) (y) T oo (@) fo ()5

1.3.8 Transformation d’un couple aléatoire

Théoreme 1.3.19. Soit (X, Y') un couple de variables aléatoires discretes et © une partie
contenant X(Q2) x Y(Q) et ¢ : ® — R. On suppose que Z = ¢(X,Y) est une variable
aléatoire discrete définie sur B C X (Q2) x Y(Q2) . Lorsque X (2) et Y (2) sont finis, on a

Y PX=12Y=y). (1.23)
(z,y)EB

Théoreme 1.3.20. Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires continues et © une partie conte-
nant X(Q) x Y(Q) et ¢ : ® — R. On suppose que Z = ¢(X,Y) est une variable aléatoire
continue définie sur B C B(R?), alors

Fy(2) :/( - f(z,y)dydzx. (1.24)

Quelques cas particuliers

Quelle que soit la fonction Z = ¢(X,Y), il est toujours possible de déterminer les
fonctions F; et f; en utilisant le procédé général exposé ci-dessus. On remarquera ce-
pendant que, dans certaines situations, la fonction f; peut s’obtenir directement sans
passer par le calcul de F.

20



Chapitre 1 Généralités sur les vecteurs aléatoires

Casn°l:Z = X +Y avec X et Y sont indépendantes

Théoréme 1.3.21. Pour une somme de deux variables aléatoires indépendantes, la fonction de
masse de probabilité est la convolution des fonctions de masses de probabilité marginales pour X
et Y. C'est-a-dire,

Oooo fx(x)fy(z —z)dx

J
J

> Px(z:)Py (2 — ;)
- { > fx(z—y) fy(y)dy. ;

P =\ LBtz — By 7

Démonstration. L'événement Z < z est équivalent a X +Y < z, et I'on obtient dans le cas
continu

Feo)= [ [ stedvda = [ gt [ /- fy<y>dy] to= [ fx@)Priza)dz

Dans le cas continu. En dérivant , on a

o) = D " 2 E g,

= / fx (@) fy(z — x)d.
La démonstration de I’autre résultat est similaire avec y au lieu de x.

Casn°2: 7 = é avec X et Y quelconques

Théoreme 1.3.22. Pour un rapport de deux variables quelconques, la loi de probabilité peut
s’obtenir directement a partir de la fonction de probabilité conjointe grage aux formules :

o

Pa(:) = 3 L | By S22) = [ 1wl fuzo)dy,

Casn°3:Z =max(X,Y)ou Z = min(X,Y) avec X et Y sont indépendantes
Théoreme 1.3.23. o Si Z = max(X,Y) avec X et Y sont indépendantes, alors :

Fz(Z) = FX(Z)Fy(Z)
f2(2) = fx(2)Fy(2) + Fx(2) fr (2).

e SiZ =min(X, Z) avec X etY sont deux variables aléatoires indépendantes, alors :
1—Fz(2) =(1—Fx(2))(1 = Fy(2)). (1.25)

f2(2) = fx(2)(1 = Fy (2)) + (1 = Fx(2)) fy (2). (1.26)
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Démonstration. e L'événement [Z < z| est équivalent a [(X < z) N (Y < z)], puisque tous
les couples (x,y) pour lesquels x < z et y < z satisfont la condition
max(x,y) < z. On adonc Fyz(z) = Fxy(z,2). Si X et Y sont indépendantes, on a
Fxy(z,2) = Fx(z)Fy(z). Dans le continu, on obtient

_ dFX7y(Z, Z) d[FX(Z)Fy(Z)]

dz B dz = Iy (2)

dFX(Z)
dz

dFy(Z)

fz(2) In

+Fx(2)

= Fy(2) fx(2)+Fx(2) fy(2).

o L'événement [Z < z] est équivalent a [(X < z) U (Y < z)|, puisque tous les couples (x,y)
pour lesquels x < z ou y < z satisfont la condition min(z,y) < z.
On peut donc également écrire que (Z < z) = (X < zUY < 2),
c'est-a-dire (Z > z) = (X > zNY > z). Puisque X et Y sont indépendantes, cela revient
aécrire 1 — Fy(z) = (1 — Fx(2))(1 — Fy(2)). En dérivant cette expression par rapport a
2, on trouve la formule proposée pour fz(z).

1.4 Vecteur aléatoire a plusieurs dimensions

Définition 1.22. On considere un espace probabilisé (X2, A, P) et n variables aléatoires X1, Xs, ..., X,,
définies sur S a valeurs dans R. On considere I'application X de (2, A, P) dans I'espace mesu-
rable (R™,B(R™)) définie pour tout w € Q par :

X: Q=R
w— X(w) = (Xq(w), Xo(w), ..., X, (w))".

On dit que X est un vecteur aléatoire défini sur (R, B(R"))

Lemme 1.4.1. Avec les notations de la définition précédente, X = (X1, Xa, ..., X,,)" est un
vecteur aléatoire si est seulement si

{w e Q, X (w) < a1, Xo(w) <z, ., Xp(w) <} € B(R") pour tout n—uplet (1,2, ..., Ty)
de réels.
On posera :
(X1 <21, Xo <mg,.... X, <x,] ={w € Q: Xj(w) <z1, Xo(w) < x9, ..., Xp(w) <z}

Définition 1.23. Loi de probabilité d’un vecteur aléatoire La loi de probabilité d’un vecteur
aléatoire X est la probabilité image de P par X notée Py et définie par

VB € B(R"),Px(B) =P (X '(B)).

La probabilité Px ainsi définie est une mesure de probabilité sur I'espace probabilisable (R™, B (R™))
appelée aussi loi conjointe de (X1, Xs, ..., X,,)" : On appelle ieme loi marginale de X et on note
Py, la loi de la ieme composante X;(i = 1,2, ..., n).
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Définition 1.24. Fonction de répartition conjointe. Soit X = (X1, Xo, ..., X,,)" un vec-
teur aléatoire a valeurs dans R". Pour tout x = (x1,....,x,)" € R", on définit la fonction de
répartition Fx(x) de X en x en posant :

FX(Z’) = FX(.Tl,.Z'Q,...,I'n):]P)[Xl leyXZ §x27"'aXn§$n]

Propriété 1.4.2. ¢ SiVi=1,....,nonax; = oo, alors Fx(+oo0) = P(2) = 1.
e Sidi=1,..,ntelquex; = —oo,alors Fx(z) = P(@) = 0.
Démonstration. L'événement [X; < 4o0] est certain pour la variable X;, tandis que

[X; < —o0] est I'événement impossible. On a donc Fx (400, ..., +00) = P(Q) = 1, tandis que
Fx(xq,...,x,) = P(@) = 0 si au moins I'un des x; est égale a —oo.

Définition 1.25. Vecteur aléatoire discret. On appelle vecteur aléatoire discret a valeurs dans
R™ toute application de la forme :

X:Q—=R"
w— X(w) = (X1(w), Xo(w), ..., Xp(w))"

ot X4,..., X, sont des variables aléatoires discretes.

Définition 1.26. Loi de probabilité conjointe. On appelle loi conjointe du vecteur aléatoire
X = (X, ..., X,,)" la fonction :

X1(Q) % Xa(Q) X . X X () = [0,1]

B Xy X)) e P(X = 1, X = 1)

ou [ Xy =x1,....Xp =2, = [Xi =] N...N[X, = x,).

Définition 1.27. Soit X un vecteur aléatoire a valeurs discretes. Toute fonction discrete est une
loi de probabilité conjointe a condition que les deux propriétés suivantes soient vérifiées.
e Px(x) >0,Vz € R"™.

. ;IP’X(x) = xz ...;Px(xl, ey Tp) = L.

Définition 1.28. Probabilité d'un événement (cas discret). Soient (2, A, P) un espace pr-
babilisable et X = (X1, Xs, ..., X,,)" un vecteur aléatoire a valeurs discretes de loi Px. La proba-
bilité d'un événement B € A est donnée par :

P(B) =) Px(x).

reB
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Définition 1.29. Vecteur aléatoire absolument continu. Soit X = (X1, X,..., X,,)" un
vecteur aléatoire a valeurs dans R". On dit que X est absolument continu s’il existe une
fonction mesurable positive ou nulle fy, appelée densité, telle que :

- fx(z)dx = /R.../fo(xl,...,xn)dxl...dxn =1 (1.27)

Fx(z) :/Z/Z.../fo(tl,...,tn)dtl....dtn (1.28)

Pour tout (x1, xa, ..., 1,)" € R™.

Définition 1.30. Probabilité d’un événement (cas continu). Soit X = (X1, X, ..., X,,)" un
vecteur aléatoire a valeurs dans R"™ de densité fx. La probabilité d’un événement B € B(R")
est donnée par :

Mmzéhmm

Exemple 1.4.1. Soit X = (X1, X»)" un vecteur aléatoire dont la densité est donnée par

1 :
fX(Qham):{ N 0<z <29 <1

0 stnon.

Onnote A =] — 2, 1[x] — 1, 3[. Déterminer P (X € A).

it 3
P(X eA)= dredr, = —.
( S ) /0 /xlz Trta T20aT 1

Proposition 1.4.3. Sile vecteur aléatoire X est absolument continu de fonction de répartition
Fx,la densité de X est donnée par :

1
1

— anFX($17 ) xn)
fx(xl; ) ‘r”) - axlaanxn

1.5 Distributions marginales

Dans le cas d"un vecteur aléatoire comprenant n variables (n > 1), on peut s’intéresser
a la distribution conjointe d'un sous ensemble de m variables parmi les n variables de
départ. Pour faciliter les écritures, définissons une partition du vecteur X, avec

X = (X1, . X, Xongt1s oo, Xo)' = (X0, Xp)F,

ou X, = (X1, ..Xn)' et Xy = (Xpna1, ..., Xpn)' sont deux morceaux du vecteur aléatoire
X, repectivement de dimension n, = m et n, = n — m.
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Définition 1.31. Lois marginales d’un vecteur aléatoire discret. Soient deux vecteurs
aléatoires X, = (X1,..., X;n) et X = (Xpni1, ..., Xp,)" définis sur le méme espace proba-
bilisable (€2, .A). Si le vecteur X = (X1, Xo, ..., Xpn, Xpnt1, ... Xp)" de dimension m+n, = n
est un vecteur aléatoire discret de loi de probabilité Py, les vecteurs X, et X, sont des
vecteurs aléatoires discrets et de loi de probabilité respectives :

]P)Xa J]a = Z ZPX Z ...Z]Px(l’l,...,l’n)

ITm+1 Tm+1

o) = 3 T le) = 3 S Bl oo
avec T, = (11, ..., T) et = (:z:m+1, N L

Définition 1.32. Densités marginales d'un vecteur aléatoire absolument continu.

Soient deux vecteurs aléatoires X, = (X1, ..., X;,) et X = (Xyn41, ..., Xp)' définis sur le
meéme espace probabilisable (2, .A). Si le vecteur aléatoire X = (X1, X, ..., Xy, X1, . X))’
de dimension m + n;, = n est absolument continu de densité de probabilité fy, les vec-
teurs X, et X, sont absolument continus et de densité de probabilité respectives :

fx,(xa) = /n_m fx(x)dx, = /n_m fx (@1, ooy @) dT s ...dxy, (1.29)

be(mb) = me<l'>d$a = mfx(lﬁl,...,l'n)dilll...dxm, (130)

avec Ty = (T1, ., Tr) €t Tp = (Tyg1y oy T

Distributions conditionnelles

Théoréme 1.5.1. Soit X = (X,, Xy)" un vecteur aléatoire (discret ou continu), la fonction de
(densité de) probabilité conditionnelle de X, est donnée par :

Px(z) fx(x)

IPX [/ Xp= xb(%) m fXa/Xb:ggb(I ) fX,,(%)w = (xl, ,xn)

Les fonctions Px, /x, et fx,  x, s'obtiennent de maniere similaire.

Théoreme 1.5.2. Théoréme des probabilités totales. Soit X = (X,, X,)" un vecteur aléatoire,
alors

PXa 'ra Z]P)XG/XZ, wb<xa)]P>(xb>; fXa(x(z) _/ fXa/Xb=$b(xa)f(Ib)dxb'

n—m
Ty

Théoreme 1.5.3. Théoréme des probabilités composées. Soit X = (X,, X;)" un vecteur
aléatoire (discret ou continu), alors

]P(:El, ceey l‘n) = ]P)<x1)IP)X2/X1:33IIP)X3/(II,1'2)"'}P)Xn/(xly--wxn—l)'

fX(xlv“wxn) f(xl)sz/X1 501sz/ (z1,22) an /(@10 Tn—1)"
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Théoreme 1.5.4. Théoréme de Bayes . Soit X = (X,, X;)! un vecteur aléatoire de (R™, B(R")),
on peut écrire que :

PXa(l'a) _ IEDX(L/Xb:a:bP(SUb) ),fXa (I‘a) _ f fXa/Xb:;Eb(.fCa)be({L‘b)

B be an/xbsz]P’Xb (l"b Rn—m fXa/X,,:q;,, (%)fxb (xb)dxb.

1.5.1 Indépendance

Définition 1.33. Soient X = (X1, ..., X,,)! un vecteur aléatoire de dimension m et
Y = (Y1,..,Y,)!, un vecteur aléatoire absolument continu. On dit que X et Y sont
indépendants si pour tous les ensembles mesurables A € Brm et B € Byn,

P[X €AY € Bj]=P[X € A|P[Y € B].

Avec les notations de la définition précédente, soitle vecteur X = (1, ..., Ty, Tt .o, T
L'indépendance de X, et X;, implique alors que :

Fx(xq,2p) = Fx,(xa)Fx,(p). (1.31)

Propriété 1.5.5. Pour tous les vecteurs z € R™ ety € R". Nous retrouvons donc le méme
type de définition que celle donnée pour I'indépendance de deux variables aléatoires.
Et comme pour les variables aléatoires, la réciproque est encore vraie; si (1.32) est vraie,
alors les vecteurs aléatoires X, et X; sont indépendants.

Définition 1.34. Indépendance mutuelle. Soient Y3, ..., Y, des vecteurs aléatoires de di-
mensions respectives ni,...,n; ol nq, ..., n; sont [ enties naturels non nuls quelconques.
On dit que ces vecteurs aléatoires sont mutuellement indépendants si, pour tous les
ensembles mesurables B, € B(R™), ..., B, € B(R™),ona:

l
P[Y: € By,...Y € B] = [[P[V: € B].

Définition 1.35. Soient X = (X1, ..., X,,)" un vecteur aléatoire discret de dimension m et
Y = (Y4, ..., Yo)!, un vecteur aléatoire discret de dimension n. On dit que X et'Y sont indépendants
si pour tous les ensembles mesurables A et B

PX €AY eB|=P[X € A|P]Y € B].

Avec les notations de la définition précédente, soit le vecteur X = (1, ..., Tm, Ting1, -y Tn)'-
L'indépendance de X, et X, implique alors que :

Px (Xa = meb = xb) =P (Xa = xa) ]P)(Xb = xb) : (132)
Théoreme 1.5.6. Indépendance mutuelle de n variables aléatoires [3]. Soit
X = (X1,...,X,)" un vecteur aléatoire (discret ou continu). Les variables aléatoires

X1, Xa, ..., X,, seront dites mutuellement indépendantes (ce que l’on note aussi X; L X5 L... 1 X))
si et seulement si

Px(x1,...,x,) = Px, (21)Px, (22)..Px, (z,) cas discret

XilXol. 1 X, & .
1= { fx(x1, .y mn) = fx,(@1) fx,(22)... fx, (x,) cas continu.
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1.5.2 Loi multinomiale

Exemple 1.5.1. On rappelle que la loi binomiale permet de modéliser le nombre de
succes d'une expérience a 2 issues (succes ou échec) répétée n fois de fagon indépendantes.
La loi multinomiale généralise la loi binomiale. Plus précisément, suite a n répétitions
indépendantes d'une expérience a k issues de probabilité respectives py, la loi multi-
nomiale permet de modéliser le nombre de réalisations X; de l'issue i. Supposons que
I’on répéte un nombre n fixé de fois une épreuve a l'issue de laquelle un et un seul des
événements A, ..., A;, est réalisé, ces répétitions étant indépendantes les unes des autres
et les probabilités des A; étant identiques d'une répétition a 1’autre. Sil’on définit le vec-
teur X = (X1, ..., Xj)" ot X; est le nombre de fois que 1’événement A; s’est réalisé, alors
X suit une loi multinomiale de parametre n et p = (pi, ..., pr)’, et on note :

X ~ M(n,p)
avec p; = P(4;) = P[X; € A}
Définition 1.36. On dit que le vecteur X = (X7, ..., X}) suit une loi multinomiale de

k
parametre (n,py, ..., pi) si pour x = (z1,...,x;)" € NFavec > z; =n,ona
=1

nl oL L
P(Xl = a, ,Xk = .I’k;) = mpl Pr -

Exemple 1.5.2.

a. On effectue un sondage en choisissant au hasard » individus (avec remise) dans une
population partagée en k catégories et on note X; le nombre d’individus sélectionné
dans la iéeme catégorie. Le vecteur X = (X7, ..., Xj,)! suit une loi multinomiale.

b. On retrouve la loi multinomiale dans diverses parties de la statistique telles que la
régression logistique multiclasse ou le test du Chi-Deux.

c. On s’interesse a la couleur des yeux de n individus. Sur la base d"un tres grand
nombre d’individus, on a pu établir de fagon trés fiable la probabilité de chacune
des couleurs possibles, a savoir A; = bruns, Ay = bleu, A3 = noisette et
Ay = wert,avec P(A;) = 0.37, P(A3) = 0.36, P(A;) = 0.16 et P(A;) = 0.11, la
variable couleur des yeux étant donc une variables catégorique nominale. Si I'on
examine n individus pris au hasard dans cette population supposée suffisamment
grande et que X; désigne le nombre d’individus appartenant a la catégorie i, alors
le vecteur X = (X1, X, X3, X,)! suit une loi multinomiale.

Remarque 1.5.1. La loi multinomiale s’intéresse donc a une seule variable catégorique,
mais il n” y aucune difficulté a prendre en compte plusieurs variables de maniéere simul-
tanée ; il suffit de croiser entre elles les catégories de chacunes de ces variables. Le plus
souvent, les probabilités de ces catégories croisées sont alors indicées en fonction de ces
variables et présentées dans un tableau multidimensionnel.
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Exemple 1.5.3. Supposons que l'on ait en plus déterminer la couleur des cheveux pour
ces mémes individus. On dispose donc des deux variables catégoriques nominales ”cou-
leur des yeux ” et “couleur des cheveux”, avec pour les cheveux B; = "noir”,

By = "brun”,By = "roux” et By = "blanc”. Les probabilités P(A; N B;) des différentes

combinaisons possibles sont données dans le tableau suivant :

i/j 1 1] 2] 3 | 4 [PA)
1 [0.12[020[004]001]| 037
2 003|014 |0.03|0.16| 0.36
3 10.03/0.09]002|002]| 0.16
4 1001|0.05)002]003]| 0.11
P(B;) | 0.19 [ 048 [ 0.11 | 022 | 1

On peut toujours utiliser le formalisme de la loi multinomiale en considérant que cha-
cune des 16 catégories de cette loi est obtenue en croisant une des catégories des deux
variables, avec p;; =P (4, N B;)oui,j =1,...,4.
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1.6 Exercices du chapitre 1

Exercice 1.6.1. Soit le vecteur aléatoire X = (X, X5, X3)" de densité conjointe

6x1z3w3  si 0< 2, <1,0<1, <1,0< 23 < 1.

fX($1,$2,$3) :{ 0

ailleurs.

1. Montrez que fx est une densité de probabilité.

2. Trouvez les densités marginales de X;, X, et X5 de méme que la densité conjointe de
(X1, Xs).

3. Les variables X, X, et X35 sont- elles indépendantes ?
4. Calculer les densités conditionnelles
() fix1,x0)/x3

(ii) fX1/(X2,X3)'

Exercice 1.6.2. Soit X = (X7, X5) un couple de variable aléatoire de densité de probabi-
lite f(x, x,) donnée par :

227 + 12 — 2119
2

fx(w1,m9) = kexp < ) (11, 29) € R2.

1. Déterminer k pour que f soit une densité de probabilité.
2. Déterminer les lois marginales de X; et de X,.
3. Déterminer la densité conditionnelle de X, sachant [X; = z4].

4. Les variables aléatoires X; et X, sont -elles indépendantes ?

Exercice 1.6.3. Soit (X7, X»)" un vecteur aléatoire suivant une loi multinomiale M (n, %, %)
1. Calculer P(X; = 1) et P(X; = 0)

2. Les variables X; et X, sont-elles indépendantes ?
Exercice 1.6.4. Soient X et X, des variables aléatoires discretes de loi : V(i,7) € N

2

py =P(Xi=i)N(Xa=j)) = WET D)

h>L1<i<k1<j<i

1. Déterminer les lois marginales de X; et de Xo.
2. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant { X, = j}.
3. Déterminer la loi conditionnelle de X, sachant {X; = i}.

4. Les variables aléatoires X; et X, sont -elles indépendantes ?
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Exercice 1.6.5. Soient X; et X, des variables aléatoires réelles a valeurs dans N telles
que V(i,j) € N

o
o ity

1. Déterminer la valeur de a.

2. Montrer que X; et X, sont indépendantes.

Exercice 1.6.6. On considere deux variables aléatoires indépendantes X; et X, de loi
exponentielle de parametre (A\; > 0, Ay > 0) respectivement.

— Quelle est la densité du vecteur aléatoire (X7, X3)"?

— Soit Y = min(X;, X5) le minimum de ces deux variables aléatoires. Montrer que

A1
A+ N

PY =X))=P(X; < X,) =

— Calculer la fonction de répartition de Y et en déduire que Y suit une loi exponen-
tielle de parametre A\, + A,.

Exercice 1.6.7. Soit X = (X1, X»)" un vecteur aléatoire de loi uniforme sur I’ensemble
{]0, 1[x]0, 1[U]1, 2[x]0, 2[}.

— Représenter le support de X sur un graphique.

— Quelle est la densité de X ?

— Les variables X; et X, sont elles indépendantes ?

Exercice 1.6.8. Soit (X1, X5)" un vecteur aléatoire de loi uniforme sur le triangle
T = {(z1,25) € R? tel que 0 < x; < 29 < 1}.

1. Représenter le support de X sur un graphique.
2. Calculer les densités marginales.

3. Les variables X; et X, sont-elles indépendantes ?
4. Calculer I'espérance X;.

Exercice 1.6.9. Soient X, et X, deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans {—1,0, 1}.
On suppose que la loi de X, est donnée par :

1
P(Xy = —1) =p,P(X1 =1) = pa,pi € [0, 5]
P(Xlz()):l—pl—pg
La variable aléatoire X, est uniforme sur {—1,0,1} i.e.
1
PXy=-1)=P(Xy=0)=P(Xy=1) = 3

1. Déterminer la loide S = X, + Xs.
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2. On définit la variable aléatoire Z par

{ 91 si X1 + X2 =0
Z = .
0, sinon.

ou 0y et Oy sont des réels distincts fixés.
a. Montrer que la loi de Z ne dépend pas de p, et ps.
b. Déterminer les valeurs de 6, et 6, de sorte que E(Z) =3 et V(Z) = 2.

Exercice 1.6.10. On pose

1
h(z) = Tatl) exp(—z)z® ! a >0

et
D= {(%1,%2) € R2,O < Ty < l’l}.
Soit f(x1,x2) = h(z1)1p (21, 2).

1. Montrer que f est une densite de probabilité sur R%. On considere dans la suite un
couple (X, Xy) de v.a.r. de densité f.

2. Les va. X et X»/X; sont-elles independantes ?

3. Quelle est la loi conditionnelle de X, sachant X ?

Exercice 1.6.11. On note N la variable aléatoire comptant le nombre d’oeufs qu'un in-
secte donné pond. On suppose que N suit une loi de Poisson de parametre A € R*. On
suppose également que chaque oeuf donne naissance a un nouvel insecte avec proba-
bilité p, indépendamment de I'éclosion des autres oeufs. On considere alors une famille
(X;); de variables aléatoires de loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1]. On suppose que
les variables aléatoires (N, X, X, ...) sont indépendantes et on note D le nombre de
descendants de 'insecte.

1. Ecrire D en fonction des variables aléatoires N et X
2. Pour tout (n,d) € N?, calculer P(D = d/N = n).
3. En déduire la loi de D et la loi de la variable aléatoire de N?Z.
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Chapitre 2

Caractéristiques des vecteurs aléatoires

2.1 Espérance, variance et covariance d’un couple de va-
riables aléatoires

2.1.1 Théoreme de transfert, Espérance d’'une somme

Théoréme 2.1.1. Soient (X, Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans R? continu
de densité f et ® un ouvert de R? contenant X () x Y (Q2) et » : ® — R. On suppose
que Z = p(X,Y) est une variable aléatoire réelle a densité. Alors

Z admet une espérance <:>/ | o(z,y) | f(x,y)dzdy existe.
R2

De plus en cas d’existence :

B(Z) = [ ele.)f e, p)dudy

Théoreme 2.1.2 (Cas des fonctions linéaires.). Soit (X, Y') un couple de variables aléatoires
continu de densité f de (R?, B(R?)). On suppose que X et Y admettent une espérance.
Alors Z = aX + bY + c admet une espérance. De plus :

E(Z) =E(aX 4+ bY + ] = aE(X) + bE(Y) + c.

Démonstration. En posant ¢(z,y) = ax + by + ¢ on obtient

E(p(X,Y)) = a/Zx{/Zf(w,y)dy] dw+b/Zy{/Zf(x,y)dx] dy+c/Z/Zf(x,y)dxdy

= a/oo fo(x)dx—l—b/oo yfydy + c

o —0o0

= aE(X)+bE(Y)+c
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Théoreme 2.1.3. Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discret et ® une partie
contenant X (Q2) x Y(Q) et ¢ : ® — R. On suppose que Z = ¢(X,Y) est une variable
aléatoire discrete. Lorsque X (2) et Y (€2) sont finis, on a :

(z,y) X ()Y ()

Théoreme 2.1.4. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires (continu ou discret). On
suppose que X et Y admettent une espérance. Alors

St X <Y alors E(X) <E(Y).

Démonstration. Posons Z =Y — X : Z admet une espérance. De plus Z > 0 et donc
E(Z) > 0. Ainsi E(Y) — E(X) > 0.

Théoreme 2.1.5. Soit (X, Y") un couple de variables aléatoires réelles indépendantes ad-
mettant une densité sur (£, A, P) et admettant chacune une espérance. Alors X.Y admet
une espérance et :

E(X.Y) = E(X)E(Y).

Démonstration. Pour tout (z,y) € R? on a

|2y | fxy(zy) =z | fx(x)x [y | fr(y),

avec fx et fy désignant les densités de X et Y, on sait que (X,Y) admet pour densité la
fonction fxy définie par: fxy(z,y) = fx(x)fy(y). X et Y admettent une espérance, les
intégrales: [*° |z | fx(x)et [*°_|y| fy(y) sont convergentes. La fonction définie par :
Oxy(z,y) =2yfxy(z,y) est donc intégrable. De plus :

BOY) = [ [ sy o g)dady = ( | xfx<a:>das) ( I yfy(y)dy) _E(X)E(Y).

2.1.2 Covariance et coefficient de corrélation
Proposition 2.1.6. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans R?, ad-
mettant chacune un moment d’ordre 2. Alors X.Y admet une espérance.
. Lenombre Cov(X,Y) =E(X.Y) —E(X)E (Y) est appelé covariance de X et Y.
. On dit que X et Y sont corrélées lorsque Cov(X,Y") # 0.
- p(X)Y) = % est appelé le coefficient de corrélation de X et de Y.

(e

Théoreme 2.1.7. . Soient X , Y X' et Y’ des v.a.r définies sur un méme espace probabilisé,
admettant chacune un moment d’ordre 2 et soit A un réel. Alors:

e Cov(X,Y)=_Cou(Y,X).
o Cov( X+ X"Y)=Cou(X,Y)+ Cov(X"Y).
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Cov(X,Y+Y')=Cov(X,Y)+Cov(X,Y"),Cov(AX,Y) = Cov(X,\Y) = A\Cou(X,Y).
Cov(X,X) =Var(X).

e X etY sontindépendantes = Cov(X,Y) =0

Cov(X,)V)=E(X —E(X)) (Y —E(Y)).

(inégalité de Schartz) | Cov(X,Y) |< oxoy.

Si X etY sont indépendantes = p(X,Y) = 0.

e —1<p(X,Y)<1.

Proposition 2.1.8. Soit (X;);cy une famille de variables aléatoires quelconques dans L.
Ona

(@) Var(Xy + X3) = Var(Xy) + Var(Xs) + 2Cov( Xy, Xs)

(ii) X 1L Xy = OOU(Xl,XQ) = 0 mais COU(Xl,XQ) =02 X; L Xy

(iii)
Vv <Z X,;) = Z Var (X;) + 2 Z Cov(X;, X;).
i=1 i=1 i#j
Démonstration.
()
Var(Xi + X,) = E[X) + X, — [(E(X)) +E(X,))]
= E[(X:—EX)) + (X, — EX,)]?
= E[X; —-EX1  +E[X; — EX))° + 2E [X; — EX}][X; — EX,)]
Var (Xy) + Var (X3) 4+ 2Cov (X1, Xs) .

(ii) Si X; L X5, on a dans le cas continu fx(z1,22) = fx, (1) fx,(x2) et 'on a donc
/ / legfx(ﬂfl,.%Q)dl’ldévg :/ I‘lfxl (ml)dazl |:/ $2fX2($2)dI2:| = E(Xl)]E(XQ),

ce qui donne
COU(Xl,XQ) = E(X1>E<X2) - E(Xl)E(X2> =0.

Exemple 2.1.1. Soit X une v.a.d dont la loi est donnée par :

k 27-
P(X; = k)

—_
o= O

o= N

o>
P~
S |

1. Onnote X, = X?. Déterminer les lois de X et X, ainsi que celle du couple (X7, X5).
2. X, et X, sont-elles indépendantes ?

3. Calculer Cov(X7, X5) et faire une remarque sur ce résultat.
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Solution.

TABLE 2.1 - loi conjointe du couple aléatoire (X, X5) .

XX, 0 1 4
1 1
-1 0 5 O
0 10 0
1
1 0+ 0
2 0 0 ¢

TABLE 2.2 —loi de X,

k 0 1 4
P, =0 L 1 ]

TABLE 2.3 -1loide Z = X; Xs

k -8 —-1 0O 1 8
PZ=k L I & 1 %

E[XY] =0, on en déduit que :

COU(Xl,XQ) = ]E[Xng] - E[Xl]E[XQ] = 0.
Ainsi les variables X, et X, ne sont pas indépendantes mais pourtant leur covariance est nulle.
Elles sont seulement non-corrélées.

La loi conjointe du couple aléatoire (X, X») est donnée par le table 2.4 :

OnaP([X;=1N[Xy=0]) =0etP(X; =1)P (X, =0) # 0, donc les variables X et X,
ne sont pas indépendantes.

E(X;) = 0 et E(X,) = % Pour le calcul de la covariance, on a besoin
delaloide Z = X, X,, voir tableau 2.3.

E[XY] = 0, on en déduit que :
COU(XhXQ) = ]E[Xng] - E[Xl]E[XQ] = 0.

Ainsi les variables X, et X, ne sont pas indépendantes mais pourtant leur covariance est nulle.
Elles sont seulement non-corrélées.
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TABLE 2.4 — loi conjointe du couple aléatoire (X;, X5) .

Xi,/X, 0 1 4
-2 0 % %
-1 0 5 0

0 £ 0 0
1 0 % o0
2 0 0 ¢

TABLE 2.5 - loi de X,

k 0 1 4
PG =F 1 ]

2.2 [Espérance, variance et covariance d’un vecteur aléatoire

Définition 2.1. Soit X un vecteur aléatoire de composantes X;, Xy, ..., X,,. Le vecteur
X est dit intégrable si chaque composante X; est intégrable c’est-a-dire siE (|| X ||) < 1

avec || . || lanorme euclidienne définie sur R". On appelle alors espérance mathématique
de X le vecteur (colonne) de R" de composantes
E(X3) 1x,
EX)=m=| . |=] -
E(X) )\,

Le vecteur X est de carré intégrable (admet un moment d’ordre deux fini) si chaque
composante X; est de carré intégrable ou encore si E(|| X ||?) < oo.

Définition 2.2. .Soit X un vecteur aléatoire quelconque de carré intégrable. On appelle
matrice de covariance de X la matrice carrée d’ordre n :

2
O’X1 0x,X, - O0X1X,
2
0Xx5X, UX2 o 0X9X,y
Yy =
2
0x1X, O0X,Xy - UXn

avec

ox,x; = Cov[X;, Xj] = E[(X; — E(Xy))(X; — E(X)))] = E[X:X}] — E(X,)E(X))
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TABLE 2.6 —loide Z = X; X,

k -8 —-1 0 1 8
P(Z=k L T & 1 %

et

0%, = Var(X;) = E(X?) - E*(X)),4,j =1,...,n.
La matrice ¥ x reprend ainsi les variances des différentes variables sur sa diagonale et
les covariances entre paires de variables hors de sa diagonale.

Définition 2.3. De maniere générale on peut écrire que :

Yx = Cov[X] =E[(X —E(X))(X —E(X))] = E[XX'] - E(X)E(X")
Théoreme 2.2.1. La matrice de covariance est une matrice symétrique semi-définie po-
sitive.

Démonstration. Par construction la matrice de covariance est symétrique. Elle s’écrit
comme le produit d'un vecteur et de sa transposée (I'espérance s’applique ensuite a
chaque composante et ne change donc pas la symétrie). Pour le deuxiéme point il suffit

de remarquer que si Xx est la matrice de covariance du vecteur aléatoire X et si V est
un vecteur constant de R", alors

VYV =Var(vi X1 + .. + vaX,) > 0.
X

Théoréme 2.2.2. . Si X est un vecteur (colonne) aléatoire de R" de vecteur moyenne 1 x
et de matrice de covariance X x. Alors si A est une matrice réelle ¢ x p, le vecteur aléatoire
AX de R? a pour vecteur moyenne Ay x et pour matrice de covariance AX y A".

Théoreme 2.2.3. . Soit X un vecteur aléatoire quelconque de carré intégrable, alors

o%x, 0 .. 0
0 o% .. O

X1J_X2J_J_Xn — Yy =
0 0 .. ox,

Définition 2.4. Soit X un vecteur aléatoire de carré intégrable. On appelle matrice de
corrélation de X la matrice carrée d’ordre n donnée par :

1 PX1Xs -+ PX1X,
PX2X L pxox,
R = Corr[X] =
leXn anXZ 1
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avec
Propriété 2.2.4.
e La matrice R est semi-définie positive.

e R prenant toujours des valeurs égales a 1 sur sa diagonale, les valeurs hors de sa
diagonales étant égales aux coefficients de corrélation entre les variables prises
deux a deux.

Lorsque les variables sont mutuellement indépendantes cette matrice est égale a la
matrice identité puisque toutes les corrélations sont nulles.

Sil’on fait appel au calcul matriciel, on vérifie aisément que les matrices R et ¥ x sont
liées par la relation :

0x, 0 0
0 Jx,

Yx =SRS avec S =
0 0 0x,

Proposition 2.2.5. Si X ~ M(n,p), alors

1. E(X) = (npu, ..., npx), la matrice de variance-covariance de X est égale a

npl(l - pl) —npip2 —NP1Pk
—npipa npa(l—p2) .. —Np2Pk
X
—NP1Pk —npope ... npe(l —pi)

2. La matrice de corrélation R est donnée par :

1 _ [/___pip2 _ [/ PiPk
(I-p1)(I=p2) 7 (1=p1)(1—px)
p1p2 1 o P2Pk
(1=p1)(1—p2) (1=p2)(1—pk)
R—
P1DK _ Papk 1
(1=p1)(1—pk) (I-p2)(1-px)
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Espérance et (co)variance conditionnelle
Espérance conditionnelle d’'un couple aléatoire-cas discret

Définition 2.5. Soit (X, Y’) un couple de variables aléatoires. Supposons que Y est intégrable.
La variable aléatoire qui prend les valeurs E[Y/X = z;] avec les probabilités p; est ap-
pelée espérance conditionnelle de Y sachant X et notée E[Y/X].

Remarque 2.2.1. Il est important de noter que I'espérance conditionnelle E[Y /X] est
en général une variable aléatoire et non pas une quantité déterministe. On peut l'in-
terpréter comme la valeur moyenne prise par Y lorsque I’on connait X.

Exemple 2.2.1. Soit Y ~ P(«a) et Z ~ P(f) deux variables aléatoires de loi de Poisson
indépendantes. La loi de X = Y + Z suit également une loi de Poisson de parametre
a + (. On s’intéresse ici a la loi de Y sachant X. Soit n € N, déterminons la loi de Y
sachant X = n. Puisque X =Y + 7, il est clair que, sachant que X = n, Y est a valeurs
dans {0,1,...,n}. Soitdonc k € {0,1,...,n},ona

PY=kX=n) PY=kZ=n—k PY=kPZ=n—k)

PV =kX=n=—Fx_—p = P(X = n) - P(X =n)

On obtient alors grace aux fonctions de masse des lois de Poisson

() () ()

Ainsi, sachant X = n, Y suit une loi binomiale B(n

 229).
L’espérance de Y sachant X = n est ’espérance d'une loi binomiale B(n, —==). On a

) Oé_‘f'ﬁ
donc pour toutn > 0:
an

a+
Puisque ceci est vrai pour tout n, I’espérance conditionnelle de Y sachant X est :

ElY /X =n] =

aX
a+f’

E[Y /X] =
qui est bien une fonction de X et donc une variable aléatoire. On peut donc calculer
I'espérance de l'espérance conditionnelle.

Théoreme 2.2.6. E’espérance totale. Si Y est intégrable, alors la variable E[Y/X] est
également intégrable et on a :
E[E[Y/X]] = E[Y].

Exemple 2.2.2. Toujours sur I'exemple précédent, on a

E[X]’

(67

EE}Y 7X]] =~
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L’espérance d’une loi de Poisson de parametre a + 3 est a + 3, on retrouve donc bien
a J—
a+p a+p

On vient de voir que dans le cas général, l'espérance conditionnelle E[Y/X] est une
variable aléatoire. Il existe cependant un cas particulier ol ce n’est pas le cas : lorsque
X et Y sont indépendantes.

E[E[Y/X]] =

E[X]

(a+B) =a =E[Y].

Espérance conditionnelle d’un couple aléatoire-cas absolument continu

Définition 2.6. La variable aléatoire qui prend les valeurs E[Y/X = z] avec la densité
fx est appelée espérance conditionnelle de Y sachant X. On la note E[Y/X]. Pour x fixé,
I'espérance conditionnelle de Y sachant X = x est

BY/X =l = [ yfvxd(w)dy
La fonction ¢ : z — E[Y/X = z] est une fonction réelle d'une variable réelle. p(X) est
donc une variable aléatoire.

Théoreme 2.2.7. d’espérance totale. Si Y est intégrable, alors la variable aléatoire E[Y/X|
'est aussiet ona :
E[E[Y/X]] = E[Y].

Exemple 2.2.3. On consideére (X,Y)" un couple de variables aléatoires de loi uniforme
sur le triangle
T ={(z,y): 0 <y <z <1}.Levecteur (X,Y)" admet donc comme densité

fX,Y(xa y) = 217’([L‘, y)

Les densités marginales sont données par :

Ix(x) =2zl (2), fr(y) =2(1 —y)lp(y).

sachant que X = z. Nous voyons sur la Figure 2.1 que Y prend ses valeurs sur le seg-
ment |0, z[, de plus la loi du couple (X,Y") étant uniforme, tous les segments de méme
longueur incluent dans |0, z| ont la méme probabilité.

1 21 <y<z y

BY/X =l = [ ufvealo)ds = 5

d’oti, E[Y/X] = £. On retrouve bien I'espérance de Y par le théoréme précédent
1 1

E[E[Y/X]] = SE[X] = £ = E[Y].
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%

Ty

AN

FIGURE 2.1 — Densité conditionnelle de Y/ X = z.

La notion d’espérance et variance conitionnelle se généralise aisément au cas du
vecteur aléatoire. On peut y rajouter la notion de covariance et de corrélation condi-
tionnelle. Si X, et X, forment une partition d"un vecteur aléatoire X, 'espérance des
espérances des variables X;/ X}, = z;, s’obtient facilement par

Définition 2.7. Pour un vecteur aléatoire X = (X,, X;)" avec X, = (X3,..., X, )", les
espérances conditionnelles des variables X,/ X}, = =}, et X;/X, = z, sont données par :

Yo wilP(xi/ Xy =) Vi, ...,n, cas discret

E(Xz/fl?b) = UX;/zy, = { fjoooo xzf(xz/xb)dxl ‘v/i’ ...y, Ng  €as continu.

> wilP(zi/x) Vi, ...,ny, cas discret

B(Xi/Ta) = pix/z. = { fj;o zif(z;/ Xp = xp)dx;  Yi,...,ny cas continu.

Définition 2.8. Les variances et covariances conditionnelles des variables (X;/X, =
Tp)1<i<ng €t (Xi/Xo = %4)1<i<n, sONt données par :

o <¥§O$’2P(%/xb)) — ’u%(i/xb Vi, ...,n, cas discret
Xi/xp 02 2 f (/) da; — /@Q/xb Vi, ...,n, cas continu
<Zi >, xﬂﬁ(%,%/%)) — IX, VX, Vi, ...,ng cas discret
X, X;/xy — 00 400 . .
i/Th fjoo fjoo Ty f (2, 25/ 20)drsd; — px, jayhtx;jzy Vi .., M CAS cOntinu

Définition 2.9. La matrice de variance covariances conditionnelle et le vecteur espérance
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conditionnel sont donnés par :

2
Lx,/ IX, Ja OX1Xo/zy +++ OX1Xn, /2
X1/xp 2
OXoyX1 )/ UXg/xb v OX9 X, /2
E(Xa/Xb:l’b) :/’LXa/xb = . 72Xa/a:b:
125 Sy 2
OXnaX1/2p  OXngXofxy - OXx, /z

On peut également définir la matrice de corrélation conditionnelle :

1 PX1Xa/zy, - PX1Xng/mp
ngXl/xb 1 pX2Xna/mb
RXH./zb =
anaXl/mb IOXnaXQ/xb 1

Les coefficients de corrélation conditionnels sont :

OX;X;/xp
pXin/mb = .
00X /2, O X /xp

2.3 Recherche de densité, changement de vecteur aléatoire-
fonction d’un vecteur aléatoire

Position du probleme

Un probleme important est le suivant : Soit X une variable aléatoire réelle, admettant
la densité fx. Soit h une fonction mesurable, de sorte que ¥ = h(X) soit aussi une
variable aléatoire. Est-ce que Y admet une densité, et si oui, comment la calculer ?

Il convient d’abord de remarquer que cette densité n’existe pas toujours. Si par exemple
h(x) = a pour tout z, la loi de Y est la masse de Dirac en a, qui n'a pas de densité.

Pour résoudre ce probleme, I'idée consiste a essayer de mettre E(g(Y)) = E(g o h(X))
sous la forme [ ¢(y) fy (y)dy pour une fonction convenable fy , et une classe de fonctions
g suffisamment grande. La fonction fy sera alors la densité recherchée.

o0

Bly() = [ (9o h)fx(w)ds R
—00

Nous souhaitons faire le changement de variable y = h(z) dans cette intégrale. Cela

nécessite que h soit dérivable et bijective “par morceaux”, et il faut faire trés atten-

tion aux domaines ot h est croissante ou décroissante. Plutdt qu’exposer une théorie

générale, donnons des exemples.
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Exemple 2.3.1.

1. SoitY = aX + b, o1 ¢, b sont deux constantes. Si a = 0, nous avons alors Y = b et la
loi de Y est la masse de Dirac en b.
Si au contraire a # 0, nous faisons le changement de variable y = ax + b dans (2.1),
ce qui donne :

Bl = [ gloa+0fte = [ s ( - b) o

Par exemple :
e Si X suit la loi A (u, 0?), alors 2= suit la loi normale (0, 1).
e Si X suit laloi N(0,1), alors aX + b suit la loi normale N (b, a?).

e Si X suit la loi uniforme sur [«, 5], alors a X + b suit la loi uniforme sur [aa +
b,af + b].
2. Soit Y = X2 La fonction x — z? est décroissante sur R_ et croissante sur R™. Le
changement de variable y = 2 donne alors

0 +o0
E(g(Y)) = / 9(e?) fx(2)dr + / o(e?) fx(x)da

= [ s / o) e (i) s
Nous avons donc : .
fr() = (fx(=vy) + fX(\/?))m~ (2.2)

Cas général

Dans le cas des vecteurs aléatoires, 1'idée est la méme. Considérons une fonction h
définie en tout point d'un ouvert © C R" et a valeurs dans R™. Pour = = (21, ..., z,)" €
R", h(x) est un élément de R™ . Cet élément peut s’écrire sous la forme (h;(z), hao(x), ...~y (x))"
On définit ainsi n fonctions Ay, ..., h,,, chaque fonction &, étant définie sur © et a valeurs
dans R pour i = 1, ...,n. Nous poserons alors i = (hy, hs, ...h,,). Soit le vecteur aléatoire
Y, dont chacune des variables peut étre exprimée comme une fonction des variables
contenues dans un autre vecteur aléatoire X avec

Y1 = hl(Xla "'aXn> = hl(X)

Y = hon (X1, ooy Xi) = hun(X).

Plusieurs cas sont a considérer :
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a. m > n: Le vecteur Y n’admet pas de densité.

b. Cas des fonctions inversibles m = n : Le systéme d’équation Y = h(X) résolu par
rapport aux variables X admet une solution unique. La transformation inverse est
dans ce cas univoque, avec :

Y, :hl(Xla--'>Xn):hl(X) X4 :gl(Y'lw-'aYn) :gl(Y)

Y, = hpn( X1, .o, X)) = ho(X) Xn=0,(Y1,....Y,) = ga(Y)

Définition 2.10. Soit une application h = (hy, ho, ...h,)" définie en tout point d'un
ouvert ® € R”" et a valeurs dans R" . Si h est différentiable sur ®, les matrices
jacobiennes de h en = = (z1, ..., z,,)" sont données par :

e J,_,, :estlamatrice de la transformation permettant de passer des variables X
aux variables Y.

e J, ., estlamatrice jacobienne de la transformation inverse permettant de passer
des variables Y aux variables X, avec

991(y) 091(y) dhi (z) Ohi (z)
9y1 Oyn oz Oxn
Jx*)y — . e . ; in}x ==
9gn (y) Agn (y) Ohn(x) Ohn ()
oy1 o OYn or1 e Oxn

Théoreme 2.3.1. Soient un vecteur aléatoire X de dimension n, absolument continu

de densité fx etY = h(X) ot h est une application bijective continiment différentiables
d’'un ouvert ® € R" dans R™ avec P[X € D]. Soit l'application g définie sur
h(®), a valeurs dans ® et réciproque de h. Si le déterminant des matrices jaco-
biennes det(.J,_,,) et det(J,_,) ne s’annullent en aucun point = € ®, alors le vecteur
aléatoire Y est absolument continu et admet pour densité :

fr() = { [ det(Jasy) | fx 0 (h™ () =| det(Jay) | Fx(9(u))

o fx o (W) = ey e (9w)). 23)

Exemple 2.3.2. [3]. Une machine est destinée a fabriquer des briques dont la lon-
gueur L, la largeur [ et la hauteur h sont fixées par un réglage, de maniere a obtenir
L =190,1 =90 et h = 50 (en millimétres). On admet que I’erreur de réglage sur cha-
cune des ces dimesions est distribuée uniformément entre —0.5 et +0.5 millimetre,
ces erreurs étant indépendantes entre elles. Quelle sera la distribution conjointe
des surfaces pour les trois faces de la brique si 1’on calcule ces surfaces en faisant
le produit des dimensions correspondantes ?

Si (Xi, Xy, X;3) estle vecteur des longueur, largeur et hauteur, on peut supposer que
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X1 L X5 1L Xs. L'erreur de réglage étant de £0.5 millimetre, on a X; ~ Uj1z9.5,190.5),
XQ ~ U[89.5790,5] et X3 ~ U[49,5,50,5]. Ce qUJ montre que

1 si x; € [189.5,190.5]

1 si 21 € 189.5,90.5
le(xl):{ 0 sinon. e |

o (2) = { 0 sinon.

Y

1 st z1 € 149.5,50.5
fXg(fES) — { 01 [ ]

Ce que I'on demande est la distribution conjointe de Y = (Y7, Y5, Y3), avec

sinon. ’

Yi=X1X0, Yo = X1 X3 el V3= XoX3.
On adonc:
Y = h(X) = X1 X,

[ YiYs
Y3
Yy =ha(X) = X1 X5 & { Xp=go(Y) = (/122

Yy = h3(X) = XX

La matrice jacobienne J,_,, est donné par

o I 0
Jy—m = T3 0
0 T3 T9
1 — 1 4 — Yi1y2 _ Y1y3
Ce qui donne | det(J,—,) |=| —2x12923 |. Puisque 'on a 27 =, B2, xp = | 88

et xg =[98 Ona | det(Josy) [= 2¢/y1yays. Puisque X1 L Xo L X5, 0na fx(z) =
Ix (1) fxy (x2) fxs (x3) = 1, 50it fx(g(y)) = 1. En combinant ces résultats, on obtient :

1
2\/11Y2Y3

sur le domaine des valeurs possibles pour y et vaut 0 ailleurs.

fr(y) =

¢. Onremarquera que pour que cette méthode puisse fonctionner, il faut que le nombre
de variables pour X et Y soit identique, le déterminant n’étant défini que pour des
matrices carrées. Ceci implique que la méthode ne permet pas telle quelle d’ob-
tenir la distribution conjointe de fonctions d'un vecteur aléatoire si le nombre de
fonctions est inférieur au nombre de variables pour X, ce qui est un cas que 'on
rencontrera fréquemment.
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Solution :

On commence par compléter Y, en essayant de construire une application 2’ de R"
dans R"” dont les m premiéres composantes coincident avec les composantes de h,
et pour laquelle (2.3) s’applique. Nous obtenons ainsi la densité fy: de Y’ = h/(X).
Puis nous appliquons 'extension évidente de (2.3) :

fy(yl,...,ym:/ / For s oo Yo Yot o ) s (24)

Exemple 2.3.3. Soit X = (U, V') un vecteur aléatoire dans R?, avec U et V indépendantes
de loi I'(«v, 0) et I'(3, 6). Quelle est 1a densité de Y = WUV 2.
Comme la dimension de Y est plus petite que celle de X, il faut d’abord completer
Y. Nous prenons par exemple Y’ = (Y, Z), avec Z = U + V, ce qui correspond
a h(u,v) = (“,u+v). Cette application est bijective sur A =]0, 0o[x]0, co[ dans
B =]0,1[x]0, oo[ et nous avons h!(y, z) = g(y,z) = (yz,2(1 — y)) qui a pour jaco-
bien z. Comme
gots
fx(u,v) = ————u"1P e 0w, (4, v).

INCHINE)
gt

—F(a>r(5)za+ﬁ‘ly“‘l(1 —y)P e *1p(y, 2).

fY’(y7Z) =

frw = /0 fyi(y, 2)dz

ea—i-ﬁ B B [e8) wiBl 0
- Rt [ e, s
_ Dla+8) ., B—1
La densité de Z est donnée par :
0a+ﬂ a+p—1_—0z
—F(OH—ﬁ)Z e 1]0,m[(z).

Cas particulier

On peut résourdre ce probleme en ajoutant des variables fictives , de maniére a
obtenir des dimensions identiques, Soit Y, = h(X) est de dimension m et X est de
dimension n (avec m < n), le plus facile est de définir un vecteur Y’ =Y, = X, ot
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X3 sont les n — m dernieres variables de X, c’est a dire :
Yi - h1<X1, ceeny Xn)

[ Y, =X,
Sil’on partitionne la matrice jacobienne J,_,, de facon correspondante , on a

Oh1 (x) Ohy (z) Ohy (z) Ohy (z)
ox1 e OTm OTm+1 ot Oxn

8h7n(73) 6h'm(-73) 8h'm(-l’) 8h'm(-77) 8h(l?) ah(l‘)

J — 0x1 o OTm O0Tmi1 7 Oxn — OTta ozt
Yy—re aym<0—1 Cr’:’J'nH—l 8y'm<0—1 8y'nH—l O ]’

Ox1 t  Oxm OTm41 A

Oyn(x) Oyn () Oyn () Oyn(z)
Ox1 Oxm Oxmi1 7 Oxn

ot 0 est une matrice nulle de dimension (m — n) x m et I est la matrice identité de

dimension (m n) X ( —1). On peut donc se contenter de calculer le déterminant
a

matrice ]acoblenne Jy—z, de dimension n x n. Sachant que fy, (y,) f fr(w), la
fonction de densité de probabilité margmale est donc donnée par :

/ fx(g(y))dys.

fYa(ya): ahx
|dt aggt |x 9(y)

Cas des fonctions linéaires

Si les fonctions Y = h(X) = (hi(X), ..., h,(X)) sont des fonctions linéaires des va-
riables X, on peut les écrire sous la forme :

Y1 =hi(X) = a1 X1+ apeXo + ... + a1, X5,

Yn = hn(X) = aanl + aang + ...+ aan
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ce que 'on note plus facilement Y = AX, avec:

aj;p ai2 ... Qip

21 Q29 ... QA2pn
A=

anp1 Gp2 ... Qpp

ot les a;; contenus dans la matrice A sont des valeurs réelles.

Propriété 2.3.2. Il est alors facile de voir que pour la matrice jacobienne, on obtient J,_,, = A
et J,_,, = A7, La transformation inverse est univoque si l'inverse de A existe, et dans ce cas

Y=h(X)=AX & X =g(Y)=A"'Y

Exemple 2.3.4. [3]. On s’interesse a un processus dont le nombre d’occurrence sur un in-
tervalle de temps ¢ suit une loi de Poisson de parametre ;1 = At (par exemple le nombre
de clients arrivant au guichet d'une banque, le nombre de particules émises par une
substance radioactive,...).

Quelle sera la distribution pour le temps séparant la premiere occurrence de la troisiéme ?
Si le processus suit une loi de Poisson de parametre ;1 = A¢, le temps séparant deux oc-
currence successives suit une loi exponentielle de parametre . Si X; et X, désignent res-
pectivement les temps séparant la premiére occurrence de la deuxiéme et la deuxieme
occurrence de la troisieme, on a de plus X; L X,. Ce que 'on demande est la loi de
probabilité pour X; + Xo.

Posons X = (X1, X»)!, Y=(Y1,Ys)",Y1 = X + X, ainsi que la variable fictive Y, = X,. On
a donc

Yo = Xy Xo =Y

2T N A
(o1 )r=( )

soit | det(A) |= 1. Puisque X1 L Xs, ona fx(x) = fx,(z1)fx, (z1) avec
fx;(x;) = XeMi(i = 1,2) pour la loi exponentielle. On obtient donc :

{Y1:X1+X2 @{X1:Y1—Y2

c’est-i- dire :

1 1 B
fry) = fo(fl Y) = fx,(y1 — ¥2) fx. (y2)

— e Myimy2) \omAv2 — N2 Aun

Par conséquent,
)\26—>\y1 pou?" yl & [O, OO[/ y2 € [07 yl[
0 ailleurs.

) = {
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La densité marginale de Y, est donnée par :

) = / Fr () dys / Nee i dy,

= Ny My > 0.

DoncY ~ ~(2, ).

Espérance et 1a matrice de variance covariance d’une fonction d’un vec-
teur aléatoire

Pour obtenir le vecteur espérance E(Y) = uy et la matrice de variance covariance
Yy dun vecteur Y = h(X), on peut calculer les espérances sy, et les (co)variances oy,y,
directement a partir de la loi de probabilité conjointe du vecteur X sans passer par les
fonctions Py (y) ou fy (y).

Proposition 2.3.3. Des formules équivalentes plus compactes pour la variance et la
covariance sont obtenues en les exprimant en terme d’espérances :

Covlhi(X), h;(X)] = E[hi(X)h; (X)] = E[h:(X)]E[2;(X)] (2.5)

Varlhi(X)] = E[h;(X)] — E*[h:(X)], (2.6)
avec en particulier Var[h;(X)] = Cov[h;(X), hi(X)].

Cas des fonctions linéaires

Dans le cas ot1 les fonctions (X)) sont linéaires, on peut écrire Y = AX et le calcul du
vecteur espérance et la matrice de covariance peut se faire a 1’aide du calcul matriciel.
En se rappelons que E(a;X; + b;) = a;E(X;) + b; et que Var[a; X; + bj] = af;Var(X;)
lorsque b; est une constante, on obtient le résultat suivant :

H’Y:AMX +b

Y=AX+b=>
{ ZY:AZXAt
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2.4 Exercices du chapitre 2.

Exercice 2.4.1. Soit (X,Y) un couple aléatoire de densité

1. Calculer la loi de X et laloi de Y. Les deux variables sont-elles indépendantes ?
2. Est-ce que X et XY sont indépendantes ? Calculer la loi de XY
3. Quelle estla loi de X (1 + Y)?.

Exercice 2.4.2. Soit (X, Y’) un couple aléatoire dont la loi adment la densité

flz,y) = c(y® — 2°) exp[—y) 1 {—y<r<yy=01 (T, Y)

ou c est une constante.
1. Déterminer la valeur de la constante c.
2. X et Y sont- elles indépendantes ?
3. Pour k € N, calculer E(X*Y*]. En déduire Cov(X,Y). Que constate-t-on ?
4. Onpose S=X+YetU=Y - X
a. Déterminer la loi du couple (S, U)
b. S, U sont -elles indépendantes ?
Exercice 2.4.3. Soient X et Y deux v.a.r. On suppose que la densité conditionnelle de X

sachant Y = y est la densité 1p+ (x)y*ze ™ et que la loi de Y est de densité #1[17“[(3/).
OnposeT = XY .

1. Trouver la loi du couple (7, Y). Qu’en déduit-on ?

2. Trouver la loi conditionnelle de Y sachant X = =

3. Calculer E(Y /X).
Exercice 2.4.4. Soit X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes suivant la méme
loi de probabilité f(x) = e 1) oc((2).
Pouri=1,2,..,n,0onpose:S; =3 | X

1. Déterminer la loi du couple (51, S5).

2. Sy et Sy sont -elles indépendantes ?

3. Déterminer Fjs, g, la fonction de répartition du couple (Si, S2). En déduire Fj, et
Fs,, les fonctions de répartition marginales de S; et S,.

4. Déterminer la loi de (54, ..., S,). En déduire la densité de la loi marginale de S,,.

5. Pourm # k, (1 <m < n,1 <k < n),calculer p(m, k) le coefficient de corrélation
entre S,, et S;.
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Exercice 2.4.5. Soit X et Y deux variables aléatoires. On suppose que :

— Laloi de Y admet la densité : fy(y) = %1]5@0[@)(@ > 0,8 >0).

— Conditionnellement a Y, X suit une loi uniforme sur | — y, y|.

1. Déterminer la densité de probabilité du couple (X,Y).
2. Déterminer la densité de la loi Y sachant { X = z}.
3. CalculerE[Y /X = z].

Exercice 2.4.6. Soit X, Y et Z trois variables aléatoires réelles indépendantes suivant la
méme loi uniforme sur l'intervalle |0, 1].
Onpose:U = XVetV =22-XV.

— Déterminer la loi de U.

— Déterminer la loi conditionnelle de V' sachant {U = u}. En déduire la loi de V.
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Chapitre 3

Fonctions caractéristiques

3.1 Transformé de Fourier d’une mesure bornée

Définition 3.1. Soient © = (x1,...,x,)" et y = (y1, ..., yn)" deux éléments de R". Le produit
scalaire usuel de x et y est donné par :

<X,y >=2T1Y1 + ... T TpYn.

Définition 3.2. Soit (2, A,IP) un espace de probabilité et les variables aléatoires considérées
sont supposées définies sur cet espace. (R™,B(R")) est un espace mesurable ott R™ est muni
de la tribu de Borel B(R™). Une variable aléatoire X a valeurs complexes est une application
mesurable de la forme

X =X +iXy

pour deux variables aléatoires réelles X, et X, appelées partie réelle et partie imaginaire de X
respectivement.

Définition 3.3. On dit qu'une variable aléatoire complexe X est intégrable si les v.a.r. X; et X,
sont intégrables. Dans ce cas l'espérance de X est alors définie par :

E(X) = E(X)) + iE(X,).

Définition 3.4. Transformée de Fourier d’une mesure bornée. Soit ;. une mesure bornée sur
R™ muni de sa mesure borélienne 1. On appelle transformée de Fourier de y I'application [i de
R™ dans C définie par :

Vi e R": a(t) = / e <" u(dz).

Remarque 3.1.1. La transformée de Fourier d’une mesure bornée est bien définie étant donné
que

Vit e R": / | <% | pu(dr) < u(R™) < oo.

52



Chapitre 3 Fonction caractéristique

De plus, si la mesure bornée jv admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R",
alors

Ve R : ji(t) — / <5 f () da.

n

On définit alors la fonction caractéristique d’une variable aléatoire a partir de la transformée de
Fourier de sa densité.

3.2 Fonctions caractéristiques d’un vecteur aléatoire

Définition 3.5. Fonction caractéristique. Soit X un vecteur aléatoire de R™. On appelle fonc-
tion caractéristique de X et on note ¢x la transformée de Fourier de sa loi Py c’est-a- dire la
fonction vectorielle et a valeurs complexes définie par :

b R* — C
o t = fpn € <" dPx.

La loi d'une variable aléatoire étant par construction une mesure de probabilité, ¢ x existe pour
toute variable aléatoire X. De plus, d'apres le théoreme de transfert x(t) = E [¢'<¥>] =

E [eiZ};ltjxj} — [ et'® fy(z)dz.

—00

Définition 3.6. La fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire discret X de loi Px est donnée
par :

¢X(t> =E [€i<X’t>] = Zeitlpr(Xj = ZL'])
J

Exemple 3.2.1. Soit X une v.a. unidimensionnelle suivant une loi géométrique G(p) avec p €
10, 1[. Calculons sa fonction caractéristique.

VieR:¢x(t) = Zp(l — p)Ftelth
k=1

k=1
p _(=pe" _ pe

l—p1—(1-plet 1—(1-—p)et

Exemple 3.2.2. Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle Exp(\) de parametre

A e Ry

it

VieR:ox(t) = / e el g
0

A
A —it
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Théoréeme 3.2.1. Soit X = (X1, Xo, ..., X,,)" un vecteur aléatoire a valeurs dans R". La fonc-
tion caractéristique ¢x de X vérifie les propriétes suivantes :

D) Yu e R": | ox(u) |< ¢x(0) = 1011 0 est le vecteur nul de R";

(ii) Vj S {O, ]_, ,n} et VU]‘ eR: ¢Xj(uj) = ¢X(0; -y Uy, 70)

(iv) SionposeY = AX + bou A est une matrice p x n et b un vecteur de R on a, pour tout u
dans RP :

¢y(u) — €i<u’b>¢x(Atu),

ont A" est la matrice transposée de A.

Démonstration. (i) On a

|¢X(U)‘ —_ |/ei<u,m>d]P>X |§ / | 6i<u,yc> | dPX
_ /dPX(x):l

»x(0) = 1.

et

(ii) Par définition, ona:
dx(0) = (0, ..., uj, ..., 0) = E(e"™) = oy, (uy).
(iii) On peut écrire :
px(—u) = E(e<%X>) =E (¢7i<wX>)
. <€z’<u,X>> —E (e <o%>) = gx(a).

(iv) Ona
¢Y(U) = F (ei<u,Y>) —E (ei<u,AX>+i<u,b>)

— €i<u,b>E <6i<A’u,X>> — €i<u’b>¢X<A/u).

Théoreme 3.2.2. Une famille (X;);—1. ., constitue une famille de v.a.r. indépendantes si et
seulement si, pour tout u = (uy, ...,u,) € R", ona:
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Démonstration. On a
Bu) = B[ Z5%] = B [ 5 x eno]

D’autre parts, si X, L Xo L ... L X, alors on a hy(X,) L hao(Xa) L ... L h,(X,)avec
hi(X;) = €4, ce qui implique le résultat

E [hy(X1).hn (Xn)] = E [hy (X7)] - B [ (X)) -

On obtient donc
E [emiXt _einXo] = F [ehiXi] | [¢n 0]

c’est-a-dire

Exercice 3.2.3. Quelle est I’expression de la fonction caractéristique pour
Y = X5 + Xo + ... + X, si les variables X, Xs, ..., X,, sont indépendantes et identiquement
distribuées (iid) ?

Solution. Ona : | |
¢Y(U) = E(equ) —E [ezu(Xl-ﬁ-Xz—&—...-i—Xn)} ‘

Puisque X1 L X, L ... L X, onaE[¢"% x .. x "] = E [¢"*] E [e™*"], on peut
donc écrire gy (u) = ¢x, (u) X ... X ¢x, (u). Puisque les variables sont identiquement distribuées,
leur fonction caractéristique et identique et I'onbtient

oy (u) = [px, (u)]".

3.3 Moments et fonction caractéristique

Moments de variables aléatoires réelles

Définition 3.7. (Espace L”). Soit p un réel tel que 1 < p < oo. On dit qu’une variable aléatoire
X appartient a I'espace LP(2, A, P) si elle est de puissance p-intégrable, i.e. si

E|X |P< 0.

La norme sur sur LP(Q, A, P) est :

X =B X ) = ([ 1P aex)”

Définition 3.8. Pour une variable aléatoire X dans LP(Q2, A, P) , on appelle
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e Moment d’ordre p le réel : EX?.
e Moment absolu d’ordre p le réel : E | X |P.
e Moment centré d’ordre p le réel : E((X — EX)P).

Théoreme 3.3.1. (Inégalité de Holder). Pour tous réels p et q tels quep > 1, q¢ > letl/p+
1/q = 1 et toutes v.a.X et Y respectivement dans LP (2, A, P) et L9(Q2, A,P), ona

XY <[ Xl Y flg -

Théoreme 3.3.2. (Inégalité de Minkowski). Pour tous réels p et q tels quep > 1, ¢ > 1 et
1/p+1/q = 1et toutes v.a.X et'Y respectivement dans LP(Q), A,P) et L1(Q2, A,P), on a

X+ Y < Xl + 1Yl -

Définition 3.9. (Espace L?) L'inégalité de Holder, vue précédemment, appliquée pour p = q =
2 est souvent appelée inégalité de Schwartz.

Proposition 3.3.3. Soit X et Y deux v.a.r. dans L. On a
X +Y < X [l2f Y fl2 -

Définition 3.10. (Normes usuelles sur R™ )

=

e Pour tout x = (1, ...,x,) € R, p €]0,00[: z = z |l[,= O iy | i |P)
e Pour tout v = (1, ...,x,) € R", p €]0,00[: x || = ||oo=sup; | z; | .
e Pour tout x = (xq,...,x,) € R", onnote || z ||1=| z1 | +..4 | x| . Norme L'

Théoréme 3.3.4. Soit X = (X, Xs, ..., X,,)" un vecteur aléatoire. Si | X ||x admet une
espérance finie pour k € N*, alors ¢x est k fois continilment différentiable et on a :

" ox

duj, ....0u;, (u) = PRI X X5, 077, 3.1)

pour tout u = (uq, ..., u,)" € R™ et tout entiers ji, ..., ji distincts choisis dans {1,2, ..., k}. En
particulier, on a

0 x

anl v .ank

(0) = i"E[X;, X},... X, ] (3.2)

Application

Calcul des moments E(X,...X,,) en fonction des dérivées de ¢x en 0. Par exemple, si X est a
valeurs réelles et de carré intégrable, on a

E(X) = idx (0); E(X?) = —¢%(0).
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3.4 Fonction génératrice

Définition 3.11. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On appelle fonction génératrice
de X et on note G'x la fonction définie sur le disque unité du plan complexe par :

Vul<1,Gx(u) =E@®) =) u"P(X =n).
On note que '
Gx (1) =1 et ¢x(u) =Gx(e™).

Proposition 3.4.1. 1. La fonction génératrice G x est continue sur son domaine de définition
et est de classe C' sur le domaine (|u| < 1).

2. La fonction génératrice G x caractérise la loi Px. Soit pour tout n € N
L)
P(X =n) = EGX (0).

3. La fonction génératrice G x admet une dérivée a gauche en 1 G'y (1) si et seulement si E(X)
existe et est fini. Dans ce cas
E(X) = G'x(1).

4. Plus généralement, la fonction génératrice G x admet une dérivée a gauche d’ordre r(r €
N*) en 1 ssi le moment factoriel d’ordre r existe et est fini. Dans ce cas :

E(X(X—-1).(X-r+1)=GY.
En particulier
E(X(X —1)) = G%(1), V(X) = G (1) + Gx(1) — (G (1)

5. Soit X1, Xs, ..., X, des v.a entieres indépendantes. On pose

-
k=1

Alors .
V| ul<1,Gs,(u) =[] Gx. ().
k=1
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3.4.1 Fonction génératrice des moments

Définition 3.12. Soit X une variable aléatoire réelle. On considere la fonction de variable réelle
u

gx(u) = E(e"*),u € R.

Si gx est définie dans un voisinage ouvert de l'origine, elle est appelée fonction génératrice des
moments de X.
Proposition 3.4.2. Soit X une v.a de fonction génératrice des moments gx.

1. La fonction gx est convexe et caractérise la loi de X.

2. Pour tous réels a et b, on a

Jax+b(u) = ebugx((w)-
En particulier si la loi de X est symétrique alors gx est paire.

3. Soit (X,Y') un couple de variables aléatoires indépendantes de fonctions génératrices des
moments gx et gy respectivement. Alors la somme X + Y admet une fonction génératrice
des moments et

gx+y = gx 9y

Théoreme 3.4.3. [9] Soit X une v.a de fonction génératrice des moments gx. On suppose que
gx est définie sur un intervalle ouvert I centré en 0. Alors
1. Pour toutr > 1
E(X") < 0o g{(0) = E(X").

2. Pour toutuw € I .
u ™
gx(u) =1 +ZHE(X ).

r>1
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3.5 Exercice du chapitre 3

Exercice 3.5.1.

1. On s’intéresse a un processus dont le nombre d’occurrences sur un intervalle de
temps t suit une loi de poisson de parametre p = At.
Quelle sera la loi de probabilité donnant le temps séparant n occurrences succes-
sives ?

Exercice 3.5.2. Soit A un réel srictement positif. Pour tout (i, j) de N%. On pose

- 1Ci N\t
P = 3~ \ 1720 '

1. Vérifier que la famille (p;;, (¢, j) € N?) définit une probabilité sur N2.
2. Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires de loi conjointe :
a. Vérifier que la fonction génératrice du couple (X,Y') est donnée par :

Grx(s:8) = 15 _1)\(S+t),(s,t) e [-1.1] x [-11].

b. Déterminer les fonctions génératrices des lois marginales. En déduire que les
variables X et Y suivent la méme loi binomiale négative de parametres a iden-
tifier.

c. Onpose Z = X +Y. Calculer la fonction génératrice de la variable Z et identifier
sa loi. Vérifier que la loi conditionnelle de X sachant (Z = z) est binomiale
dont on calculera les parametres.

Exercice 3.5.3. Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes de loi commune
[ et de fonction caractéristique ¢.

1. Calculer la fonction caractéristique de X; — Xo.

2. Montrer que

T
P(X, — X, = 0) = lim l/ L 6(t) 2 dt.

T—o00 _T

3. Montrer que si ¢ est de carré intégrable alors

Exercice 3.5.4. Une urne contient des boules rouges, vertes, bleues, en proportion p,, p.,
Py avec p, + p, + pp = 1 : On tire n boules avec remise et on note X, le vecteur aléatoire
de composantes R, ; V,, et B, désignant respectivement les nombres de boules rouges,
vertes et bleues.
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= LN

Déterminer la loi du vecteur X,,.
Les variables aléatoires R,,, V,, et B,, sont-elles indépendantes ?
Calculer G, la fonction génératrice du vecteur X,.

Soit NV une variable aléatoire discrete indépendante de la suite (X,,)n > 1.
On pose
Ry=R,,VNx=V, et By=DB, st N=n.

a. Utiliser le résultat de la premiére question et la loi de la variable aléatoire N
pour calculer la loi du vecteur Xy = (Ry, Vy, By).

b. Montrer que les composantes de X sont indépendantes dans le cas o1 V suit
une loi de Poisson.

¢. On désigne par Gy la fonction génératrice de la variable N : Calculer la fonction
génératrice Gxn du veteur Xy en fonction de G. Retrouver alors le résultat
de la question précédente.
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Chapitre 4

Vecteur aléatoire gaussien (normal)

Les vecteurs gaussiens sont associés aux lois gaussiennes multivariées, et de ce fait
jouent un role important en probabilités et en statistique. Ils apparaissent naturellement
comme des objets limites et serviront en particulier dans le prochain chapitre.

4.1 Vecteur aléatoire gaussien

Définition 4.1. Un vecteur aléatoire X a valeurs dans R" est un vecteur gaussien si et
seulement si toute combinaison linéaire de ses coordonnées est une variable aléatoire
gaussienne i.e. VA € R”, 377 | \; X; suit une loi gaussienne.

Puisque la loi du vecteur aléatoire gaussien X est totalement déterminée par la
donnée du vecteur espérance . et de la matrice de covariance X x, on écrit X ~ N (ux, Xx)
et on dira que X suit la loi gaussienne NV (p1x, Xx).

Remarque 4.1.1.

e Siles composantes X; sont des variables aléatoires gaussienne indépendantes, le vec-
teur X est gaussien .

e Siles composantes X; sont de loi gaussienne mais pas indépendantes, il se peut que
X ne soit pas un vecteur gaussien. Prenons par exemple X; de loi N(0,1), et

X, — X1 St |X1 ‘é 1
2T =X, stnon.

Alors Xy ~ N(0,1), mais X = (X, X3) n’est pas un vecteur gaussien, puisque 0 <
P(X; + X, = 0) < 1 (donc X; + X, ne suit pas une loi normale).

Proposition 4.1.1. Soit un espace probabilisé (X2, A, P). Tout vecteur aléatoire gaussien X ~
N (p, X) de dimension n a valeurs dans R™ vérifie les propriétés suivantes :
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1. Chaque composante de X est une variable aléatoire gaussienne appartenant a L*(Q, A, P);
2. Le vecteur aléatoire X est intégrable et B(X) = pux = (f1, ., fn)";
3. Le vecteur aléatoire X admet une matrice de covariance Xx = X..

Proposition 4.1.2. Soient ;1 € R" et ¥ € M,,,, une matrice symétrique positive. Il existe
alors un vecteur gaussien X de vecteur moyenne ;1 x et de matrice de covariance X x.

Démonstration. Soit Z = (74, ..., Z,) un vecteur de variables aléatoires réelles i.i.d. de
loi MV (0,1).
e 7 est un vecteur gaussien de vecteur moyenne ;i = 0,, et de matrice de covariance
Yy =1,
e ¥ étant symétrique positive, il existe B € M,,,, symétrique telle que ¥ = B>.
Posons X = BZ + p.
e X est un vecteur gaussien de moyenne et de matrice de covariance respectives

px = Bz +p=p;Xx = BLzB' = B> = 3.

Exemple 4.1.1. Montrer qu’il existe un vecteur gaussien de matrice de covariance et de vecteur
moyenne
1 2 11
ux=[ 0 |:zx=[1 21
—1 11 2
Solution. La matrice X x est bien symétrique.
Pour tout X = (7,19, 23)" € R3, nous avons

¥z = (ml To xg)

— = N

11
2 1 )
1 2 T3
x5+ w3 + 13)
3 x 23
+a3)* + Z(xg + 33)2 + %xg > 0.

= 2(z] +z2® + 323 +
L2
2
En définitive, ¥ x est symétrique positive.

D’aprés la proposition précédente, nous en déduisons qu’il existe un vecteur gaussien
de vecteur moyenne ;. x et de matrice de covariance ¥ x.

= (1’1+

Exemple 4.1.2. Cas particulier. Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires réelles indépendates
de loi N'(0, 1). Calculer le vecteur moyenne et la matrice de covariance de X = (Xq, ..., X,,).
On a pour tout i € {1,...,n}, E(X;) = 0, donc

Ux = (0, ...,0>t.
De plus, pour tout i, j € {1,...,n},
[ 1sii=j
Cou(Xs, X;) = { 0 sinon.

Par conséquent, X x = I,, la matrice identité de M,,.,(R).

62



Chapitre 4 Vecteur aléatoire gaussien (normal)

Proposition 4.1.3. Si X est un vecteur aléatoire gaussien de vecteur espérances y =
(1, .., pin)" et de matrice de covariance X x , alors, pour tout A dans R", la v.a. \'X est de

10i N (X, NEx A).

Démonstration. On utilise d’abord le fait que, par définition d’un vecteur gaussien, la
v.a. N'X est de loi normale. Il ne reste plus qu’a calculer son espérance et sa variance.
On utilise alors les résultats vus au chapitre 2, pour obtenir :

IE()\’X) = )\’]E(X) = Nux
et
Yvx = NIx .

On peut aussi caractériser un vecteur gaussien par sa fonction caractéristique, grace a
la proposition suivante.

Proposition 4.1.4. On dit que n variables aléatoires X, ..., X,, sont conjointement gaus-
siennes, ou que le vecteur aléatoire X = (X7, ..., X,,)" est gaussien de dimension n sur
(R™,B(R™)), il existe un vecteur colonne ;1 € R" et une matrice Xx de n lignes et n
colonnes symétrique telle que la fonction caractéristiqe de X soit de la forme :

1
Oy (u) =expli < u, pu > exp[—iutZu] pour tout u € R". 4.1)

Démonstration.
avec

E(Y)=FE

Zquj] =Y E(X)) =up

et

Var(Y) = Var

Zquj] = ZZCov(quj,uka)
j=1 ik

- Z ujupCov(X;, Xi) = u'Su.
j k
(=) Par définition, on a :

¢x(u) = E[e"] = E[¢"] = ¢y (1),

oY =37  u;X;. Lavariable aléatoire Y est une variable aléatoire gaussienne puisque
c’est une combinaison linéaire des coordonnées du vecteur gaussien X.
Ona

Var(Y)
)

dy(l) =e™e "2,
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Chapitre 4 Vecteur aléatoire gaussien (normal)

avec

n

Z%‘Xa‘] =) E(X;) =uu

J=1

E(Y)=FE

et

Var(Y) = Var

Zquj] =22 Covlu;X;,urXy)
=1 ik
- ii“j“kCOU(Xj,Xk) = u'Yu.

j k

(<) Soit A= (A1, ..., \n)'. Onpose Y =377 | A; X; = N'X. Montrons que Y est une variable
aléatoire gaussienne. Pour v € R, la fonction caractéristique de Y est donnée par :

dy(u) = B[] = ox (uh)

_ 6i(u)\)t;4—%(u>\)tzxu>\‘

_ eiu/\tuf%zﬂ)\th)\.
On reconnait la fonction caractéristique de la loi gaussienne N (A, A'Y\). Donc Y est
bien une variable aléatoire gaussienne.

Remarque 4.1.2. Un vecteur gaussien de matrice de covariance X x telle que
det(Xx) = 0 (i.e.Xx non inversible) est dit dégénéré et n’admet pas de densité par rap-
port a la mesure de Lebesgue dans R".

Théoreme 4.1.5. Un vecteur aléatoire X «~ N (ux,Yy) est absolument continu si et
seulement si sa matrice de covariance ¥ x est inversible. Dans ce cas, la densité de pro-
babilité de X est

1 1 ty—1
— exp |—=(x — Yy (r— , avec
(2m)2\/det (Xx) P 2( Hx) Ex (@ = pux)

Ix (@1, xy) =

X=(X1, ..., X,)".

4.1.1 Quelques cas particuliers

e n = 1. Posons ux = u, Lx = (0%). On obtient :

1 (z — p)?
oV 2T exp[— 202

flx) =

]

On retrouve la densite de la loi normale univariee de moyenne yu et variance o>.
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- -/ \
: i

J.;?I:‘)‘f."‘"\\\i\k
e

FIGURE 4.1 - Densité gaussienne en dimension deux

e n = 2. Posons pux = (pu1, pa)'. On peut écrire ¥ x sous la forme :

2
Y Ox1 £1,20102
= 2
P1,20102 05y

avec (01 > 0) et (05 > 0). Onaalors (det (3 y)) = o705(1 — p7,) et Xx est une matrice
définie positive puisque |p; 2| < 1. De plus,

yol 1 Ug —pP1,20102 .
X det (EX) —pP1,20102 0'%

On obtient donc
1

f(xth) = X
20102,/ (1 = pi )

1 rr— o\’ (z1 — 1) (T2 — 1) T — o\’
Xp | 57— 2 —2p12 + :
(1— P1,2) o1 0102 09

4.2 Distributions marginales et conditionnelles

Supposons que 'on définisse la partition suivante :
X Ha Yaa 2ab
X = E(X) = = 1= :
( X ) (%) = px ( I ) ( 2ba Db )

e 1, et X,, sont le vecteur espérance et la matrice de covariance du vecteur aléatoire
Xas

N

ou

e 1, et Xy, sont le vecteur espérance et la matrice de covariance du vecteur aléatoire X, ;

o ¥, = X, matrice des covariances entre les variables de X, et les variables de Xj,.

65



Chapitre 4 Vecteur aléatoire gaussien (normal)

Théoréme 4.2.1. [3]. Soit X un vecteur aléatoire absolument continu. Si
X = (X4, Xp)' ~ N(u, Xx), alors

Xa ~ N(,Ma, Zaa) ) Xb ~ N(,ua: Ebb)~

Démonstration. Soit v € R”, on sait que ¢(u) = e n—zu'xu Ty autre part le partition-
nemment des vecteurs u, j1x et ¥x. On peut écrire ¢(u) = ¢(u,, up) avec

u' = (g, up) < /’ljz ) = Ul fta + uppp, u' > U= ( ZZ >t ( %ZZ %ZZ > < Z‘; )

La fonction caractéristique marginale de X, est donnée par

¢Xa (ua) = ¢X (U’GJ O),

c’est-a dire en posant v, = 0 dans les expressions précédentes. En effectuant les produits
matriciels. On obtient ainsi

x, (tg) = bt Bun e,

qui est bien la fonction caractéristique d’un vecteur normal dont le vecteur espérance
est /i, et la matrice de covariance est ) . La démonstration pour X, est similaire en
posant u, = 0.

Définition 4.2. Les fonctions de densité de probabilité marginales des vecteurs X, et X, sont
données par :

1 1 L .
Fx.(2a) = VCr)redet (Y, o (—5(% = g(% B ua)) ’
1 1 L
be (956) = \/(ZW)”bdet(be) €xp <—§($b - ,Ub) %(% - Mb)) :

Théoréme 4.2.2. [3]. Soit X un vecteur aléatoire absolument continu. Si
X = (Xa, Xp)! ~ N (11, %), alors :

[Xa/Xb = ‘Tb} ~ N(Ma/m z]a/b) 3 Xb/Xa = Tq ~~ N(Mb/a, z]b/a)u

avec :
Lasb = tha + Sop S (X6 — 115) 3 Bab = Saa — ZabXpy Sbas

I a = b+ Sy Sgg (Ta = Ha) 5 Sbra = Sbb — DbaDag Sab-
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Démonstration. Par définition, la loi conditionnelle fx,/x,—z,(7s) = fX—(‘:)) D’autre part, en

f(z
partitionnant les vecteurs x, ju et la matrice ¥, on peut écrire :

ZaaL Zab

det (X3) = det
et (X) e(zba b

) = det (Zaa) det (Ebb — ZbaE;;Eab)

¢ 1
(x—u)tE_l(x—u) — det (E_l) ( Tq — Ha ) ( Yoo 2ab ) ( Lg — Ha )
Ty — My Yba b Ty — [

avec .
det (y') = —=—
et (X) = 7 (x)
et .
Yoo S \ (1 =21 ¥l 0
Yba  Dbb - 0 1 —S_IZME;; S-1
avec
S = Yy — Ypa X, Sap-
On obtient :

1
(2m)modet (Ea/b)

6—%(wb—ub/a)tzb/a(wb—ua/b) _

fxp/wa) =

Si l'on pose
Hafo = Ha + 20 Xy (26 = 116) 5 Bap = Laa — SavDyy Das

U'expression fx,;x,—uz.(x,) €St bien celle de la fonction de densité de probabilité d’un vecteur
normal dont le vecteur espérance est fi,, est la matrice de covariance est 3, ;.

Exercice 4.2.3. [3]. On a mesuré simultanément la hauteur X; (en centimetre), le lo-
garithme népérien X, du poids ( en kilogrammes) et le pourcentage X5 de graisse (en
pourcentage % du poids total) pour un grand nombre d’hommes de type européen agés
de 50 a 80 ans . Ceci a permis de déterminer les espérances et les écarts -type données
dans le tableau 4.1 : Les corrélations entre ces variables étant px, x, = 0.49, px, x, = 0.07

TABLE 4.1 -

i 1 2 3
ix, 174 441 211
ox, 65 015 5

et px,x, = 0.49 . On suppose que X = (X;, Xo, X 3)! forme un vecteur aléatoire normal.

1. Quelle est la corrélation entre la taille et le poids lorsque le pourcentage de graisse
est fixé?

67



Chapitre 4 Vecteur aléatoire gaussien (normal)

2. Quelle est la corrélation entre la taille et le pourcentage de graisse lorsque le poids
est fixé?

3. La variable X3 est laborieuse a mesurer, en envisage de la prédire sur base de z; et
x5 faciles a obtenir. Quelle sera la valeur attendue pour X3 sil’on sait que X; = 24
et X2 = X9 ?

4. Quel est la distribution du pourcentage de graisse chez un individu qui mesure 180
centimetre et pése 68 Kilogrammes ?

Solution.
42 0.436
— _ —1 =
Za/b = Baa — a2y, Xt ( 0.436 0.0141 ) '
Soit :
0436
PN 19y (0.0140)

c’est le coefficient de corrélation entre la taille et le poids conditionnellement au pourcentage de
graisse.

En posant X, = (X1, X3)" et X = Xs,

(423 228\ o o ot (0478
Do = ( 008 o5 ) Y = 0.0225; By = X = ( 0458 ) .

et l'on obtient :

- B e 0321 —7.44
Y = Baa — SapXpy Lba = ( —7.44  46.7
soit :
—7.44
PX1,X3/z0 = =003

(32.1)(46.7)

c’est le coefficient de corrélation entre la taille et le pourcentage de graisse conditionnellement au
poids

En posant X, = (X1, X2)" et X, = X3, on peut écrire

-1
423 0.478 x 4.41
Moa = =211+ (2.28,0.458) ( 0.478 0.0225 ) (( v ) N ( 174 )>

= —0.232z; + 25.3x2 — 49.9.
En posant x1 = 180 et x5 = In(68) dans la formule précédente, on obtient :
e = (—0.232)(180) + (25.3)In(68) — 49.9 = 150.9

Soit un pourcentage moyen pix, /(=) €n graisse inférieur a la moyenne [1x,. La variance quant
a elle ne dépend ni de x, ni de x4 et est donnée par :

S0 = S — SbaLgg Sap = 14
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soit une valeur pour 0¥, J(r.0) féTiCure d la valeur 0%, ce qui traduit la réduction de l'incerti-
tude sur X5 obtenue en utilisant I'information donnée par x, et xo. Ona donc X3,/ (180, In(68)) ~
N (15.09, 14) sous I'hpothese du vecteur gaussien.

1. X = (X1, X2, X3)! ~ N (ux,Xx), avec:

174 65 0 0 1 049 0.07
p=| 441 |:s=( 0 015 0 |;R=[ 049 1 0.61
21.1 0O 0 5 007 0.61 1

ce qui donne :
42.3 0478  2.28
Yx=SRS = 0478 0.0225 0.0458
2.28 0.0458 25

En posant X, = (X;, X3) et X}, = X3, on peut écrire

42.3 0478 2.28
Faa = ( 0.478 0.0225 >  Zop = 255 Za = Zap = < 0.458 )

et ’on obtient :

0.436 0.0141

_ 42 0.436
Ea/b = Zaa - 2abeblEba = ( ) .

Soit :
B 0.436 B
P = ) 0.0141)
c’est le coefficient de corrélation entre la taille et le poids conditionnellement au

pourcentage de graisse.
2. En posant X, = (X1, X3) et X;, = Xy,

(423 228\ o o« (0478
aa = ( 2.28 25 ) 2 = 0.0225; 2 = 2, = ( 0.458 ) '

et ’on obtient :

=744 46.7

_ 32.1 —7.44
Ea/b = 2aa, - Zabzbblzba = ( )

soit :
—7.44

(32.1)(46.7)

c’est le coefficient de corrélation entre la taille et le pourcentage de graisse condi-
tionnellement au poids

PX1,Xs3/z0 =
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3. En posant X, = (X1, X5)" et X}, = X3, on peut écrire

—1
- 42.3 0478 x| _ [ 441
e = =211+ (2.28,0.458) ( 0.478 0.0225 ) (( T2 ) ( 174 )>

= —0.2322; + 25.375 — 49.9.

4. En posant z; = 180 et x = [n(68) dans la formule précédente, on obtient :
toja = (—0.232)(180) + (25.3)In(68) — 49.9 = 150.9

Soit un pourcentage moyen jix, /(z, 2,) €N graisse inférieur a la moyenne jix,. La
variance quant a elle ne dépend ni de x; ni de x, et est donnée par :

S0 = S — LbaLgg Sap = 14

soit une valeur pour 0%, J(1,20) INférieure ala valeur 0%,, ce qui traduit la réduction
de l'incertitude sur X3 obtenue en utilisant I'information donnée par z; et z5. On
a donc X3,7(180,In(68)) ~ N (15.09,14) sous I'hpotheése du vecteur gaussien.

4.3 Indépendance

Pour un vecteur normal, I'indépendance entre variables est équivalente a I'absence
de corrélation entre ces variables.

Théoreme 4.3.1. Soit X un vecteur gaussien dans R" : Pour que ses composantes X1, ..., X,
soient indépendantes, il faut et il suffit que la matrice de covariance soit diagonale.

Démonstration. Il suffit, bien stir, de montrer la réciproque. Supposons donc que X x
soit diagonale, i.e.

ok, 0 .. 0
0 o% .. 0

EX — 52 -
0 0 .. ok,

Comme X est un vecteur gaussien deloi N (p, £), chacune de ses composantes X; , pour
j=1,...,nestdeloi normale N (,uj, a?) et de fonction caractéristique :

. 1
bx,(A;) = exp {z)\juj - 50?)\?} ;A €R. 4.2)
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Par ailleurs, la fonction caractéristique du vecteur X est, pour tout A dans R" :

¢x (M)

exp

F )
exp ZZ/\juj—§
L j=1

n

> (Z’)\jﬂj -

Lj=1

exp

n
j=1

Proposition 4.3.2. [3].

Ugﬁ/ﬂ% 20
0 OXy,/
e X; 1l .. 1 X, /&S, =
0 0

e X, L Xy &Xy= Eéa'

Si X = (X,, X,)' ~ N(jix, L) avec Sy = < Ezb
ok, 0 .. 0
0 03(2 .. 0
e X; L.l X, &%=
0 0 agén
agﬁ/% 0

® X1 1 ... 1 Xna,/xb = Ea/b =

e X, L Xy &Xu= Zia‘

I 1
Z)\/[L — 5)\’2x)\:|

>

j=1

\2o?

)|

JQ} = H ox;(Aj).

. 1
Hexp [z)\juj - 5)\50

n

Jj=1

2
O-Xna/xb

), alors

2bb

2
O-Xna/mb

Exemple 4.3.1. Soit X = (X1, Xo, X3)" un vecteur gaussien de matrice de covariance

1
Yx=11
1

N W o=
=~ N =
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Montrer que X, et Xo — X3 sont indépendants.
Solution. Le vecteur Y = (X1, Xy — X3)" est un vecteur gaussien, car

1 0 0
r=(o 1Y)~

Cov(Y1,Ys) = Cov(Xy, Xy — X3) = Cov(X1Xy) — Cov(Xy, X3)
= 1-1=0.

De plus

Par conséquent, Y1 = X, et Yo = Xy — X3 sont indépendants.

4.3.1 Transformation linéaire d’un vecteur gaussien

Proposition 4.3.3. La transformée d'un vecteur gaussien de R™ par une application linéaire de
R™ vers R? est encore un vecteur gaussien.

Démonstration.

dy(A) = ¢pax(\) =E (ei<>‘vAX>) . ) (€i<A’>\,X>>

= ¢x(A")\) =exp

1
INAN = ZAAD AR
i : 2;

Par caractérisation, le vecteur Y est donc un vecteur gaussien dans RP de vecteur des espérances
Ay et de matrice de covariance AY x A, i.e.

Y ~ N (ALLX,AzxAt) .

Soit X un vecteur gaussien de R", de vecteur des espérances 1. et de matrice de cova-
riance Y x. Soit A la matrice associée a une transformation linéaire quelconque de R"
vers R?. La matrice A est donc de dimension p x n. Calculons la fonction caractéristique
du vecteur aléatoire Y = AX. D’apres ce que 'on a vu au chapitre précédent, pour tout
AdeRP,ona:

dy(A) = oax(\)=E (e"<>‘vAX>) ) (€i<A’>\,X>>

= ¢x(A)) = exp

1
INAN — ZAAD A
i : 2;

Par caractérisation, le vecteur Y est donc un vecteur gaussien dans R” de vecteur des
espérances Ay et de matrice de covariance AX x A, i.e.

Y ~ N (Apx, ALx A") .
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Exercice 4.3.4. Soit X = (X, ..., X4)" un vecteur gaussien tel que

1 210 1
o e |21
Px=1 11" 10120
9 1100

Montrer que Y = (X1 +2Xo+ 1, Xy — X3)" est un vecteur gaussien et donner sa loi en fonction
de 175’ et Ex.

Solution.Nous avons

12 0 0 1
Y_(O T O)X+(O)—AX+b.

Donc Y est un vecteur gaussien de loi N'(ux, Xy ), ol

MYZAMXM:G) ot zy:AzX,aﬁ:(lg‘1 ;)
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4.4 Exercices du chapitre 4.

Exercice 4.4.1. Considérons la matrice :

1 0 -1
Y= 0 2 2
-1 2 5

. Montrer q'il existe un vecteur (X7, X», X3)" de moyenne p = (0,1, 1)" et de matrice de
covariance Y.

2. Préciser les relations d'indépendance entre les coordonnées de X.
3. Posons Yi = Xl —|—X2, ng = OzXl + 2X2 + 5X3 etY3 = _Xl — X2 + X3.

a. Montrer que Y = (Y1, Y5, Y3)! est un vecteur gaussien dont on donnera les parametres.
b. Les variables aléatoires Y7, Y5 et Y3 sont-elles mutuellement indépendantes ?

c. Pour quelles valeurs de («, 3), les variables Y et Y3 sont-elles indépendantes ?
Exercice 4.4.2. Soit X = (X1, X», X3) ~ N(0,%), out
2 2 =2
o= 2 5 1
-2 1 5
. Montrer que det(X) = 0. Le vecteur X possede -il une densité dans R??

. Trouver a € R pour que X; et Y = X, — aX; soient independantes. Calculer Var(Y) et
en deduire la loi de (X3,Y).

. Trouver la loi conditionnelle de X, sachant X;.

Exercice 4.4.3. Soit X = (X1, X5, X3)" ~ N(0,Xy), ou

d =

. Quelle est la loi du couple (X7, X5)?

. Déterminer a un reel tel que Y = aX; + X, est indépendante de X;. Que vaut E[Y]?
Var(Y)?.

. En déduire E[ X, X;]. Quelle est la loi conditionnelle de X, sachant X;?

O~ N
N
N = O

4. Déterminer un réel j tels que Z = SX; + X; est indépendante de X;. En deduire

E[X;,/X:.],E[X3 /X].

. Calculer E[X3 X, + X2X,,/X;].
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Exercice 4.4.4. Posons ¥ = < ; ? > ,ou | pl< 1.

. Montrer qu’il existe un vecteur gaussien (Xi, X»)" de moyenne nulle et de matrice de
covariance X x.

. On pose:

a. Y= 5(X1 +Xp), Yo = 5(X1 - Xo).

b. Montrer que Y = (Y7, Y2)" est un vecteur gaussien et calculer la matrice de covariance
du vecteur Y.

c. Les variables aléatoires Y; et Y, sont-elles indépendantes ?
d. Montrer que la loi de Y admet une densité fy-.
Exercice 4.4.5. Soit X un vecteur gaussien de matrice de covariance X et d’espérance .

Nous supposons que ¥ = AD A" ot D est diagonale et A orthogonale. Nous considérons
le vecteur aléatoire Y = A*(X — pu).

. Montrer que Y est un vecteur gaussien

2. Déterminer l'espérance piy de Y.

3. Déterminer la matrice de covariance ¥y de Y . En déduire que les variables Y}, sont

indépendantes.

Exercice 4.4.6. Soit (X1, X»)! un vecteur gaussien centré, avec E(X?) = 4 et E(X?) = 1
et tel que les variables 2.X; + X, et X; — 3.X, sont indépendantes.

1. Déterminer la matrice de covariance de (X;, X3).

. Montrer que le vecteur (X; + X5, 2X; — X5) est également gaussien, puis déterminer sa
matrice de covariance.

Exercice 4.4.7. Soit (X1, X5, X3)! € R? un vecteur gaussien. On pose U = X; + X, + X3
etV = X1 — XQ.

1. Montrer que (U, V') € R? est gaussien

. A quelle condition sur la matrice de covariance de (X, X», X3) les variables U et V
sont-elles indépendantes ?

Exercice 4.4.8. Existe t-il un vecteur gaussien de R* dont la matrice de covariance est

Yx =

O =
~ W =
W b~ O

Exercice 4.4.9. Soit X = (X7, ..., X,,)" un vecteur aléatoire gaussien, centré, réduit, N'(0, I,,).
Pour touti € 1,...,n,on pose Y; = X; + ... + X; — X4, (avec la convention X, 1, = 0).
Les v.a. Y, ..., Y, sont-elles indépendantes ?
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Exercice 4.4.10. Soient n variables aléatoires réelles X;, X, ..., X,, indépendantes et iden-
tiquement distribuées selon une loi normale centrée de variance unité.On définit deux
nouvelles variables aléatoires :

n

1 & 1
M, = ﬁ;Xi et V, = EZ(Xi—Mn)Q.

=1

Soit K une matrice centrée d’ordre n orthogonale et dont les termes de la premiere ligne

sont tous égaux a +. Soit le vecteur aléatoire Y = AX ou X = (X,..., X,,)".

Déterminer la loi de Y.
Exprimer M,, et V,, en fonction des composantes de Y.
Les variables V,, et M,, sont elles indépendantes ?
Donner la loi de M,,.
Montrer que si X est une variable aléatoire qui suit une loi normale centrée de variance
unité, alors X? suit une loi gamma (3, 3). On rappelle que Y ~ (6, \) si Y est absolu-
ment continue et admet pour densité :
N o

fr(y) = 0K exp[—Ay],y €]0, 00,
avecI'(0) = [* 2" e "dux.
Soient deux variables aléatoires Z; et Z, et de loi respectivement (0, \) et (6, A).
Déterminer laloide Z = 7, + Z,

Déduire des questions précédentes la loi de V/,.
Exercice 4.4.11. Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes de loi com-
mune f et de fonction caractéristique ¢.

On suppose que X est de loi gaussienne standard. On pose X3 = ZX; pour une variable
aléatoire Z de loi uniforme sur {—1, 1} et indépendante de X; sur [—1,1]:

Vérifirer que X3 est de loi gaussienne standard.

Montrer que

1
P(X)— Xy =0) =P(X; ~ X3 =0) = 7.

Que peut on dire de I'indépendance des variables aléatoires X et X, ? Le vecteur (X1, X3)
est-il gaussien ?

Exercice 4.4.12. Soit (X, Y’) un vecteur gaussien de matrice de covariance

z:(f;))

Verifier que la matrice est bien une matrice de covariance.

2. Déterminer E[X Y.

Déterminer la loi de X conditionnellement a Y.
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Chapitre 5

Convergence des suites de vecteurs
aléatoires

5.1 Rappel:Modes de convergence des suites de variables
aléatoires

5.1.1 Notations

On considere (X,,),en (éventuellement (Y, ),cn) une suite de variables aléatoires définies
sur l’espace probabilisé (2, A, P) et X (éventuellement Y ) une variable aléatoire définie
sur le méme espace.

On note (F},)qen la suite des fonctions de répartitions de (X,,),en et F' celle de X.
On note (¢, )ren la suite des fonctions caractéristiques de (X,,),en et ¢ celle de X.

5.1.2 Convergence en loi

Définition 5.1. X, 5 X : X, converge en loi vers X si et seulement si

lim F,(z) = F(z),

n—oo
en tout point de continuité de F.

Exemple 5.1.1. Soit X,, une suite de v.a. de loi B(n,2). Alors, lorsque n tend vers l'infini,
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Chapitre 5 Convergence des suites de vecteurs aléatoires

X, 5 X, ot X suit une loi P()). Soit x € {0, ..., n}.

Donc

n—aoQ

lim F,(z)= lim E P(X, =k)=P(X <uz),
n——oQ
k=0

ou X suit une loi de Poisson de parametre \.

Théoreme 5.1.1. Théoreme de Paul Levy.

X, 5 X & lim ¢,(z) = o().

n—oo

Lemme 5.1.2. Lemme de Portmanteau.
X, A x (X )nen converge en loi vers X si pour toute fonction f réelle, continue et bornée
sur R, ona

lim E [f(X,)] =E[f(X)].

n—oo

Théoréme 5.1.3. [14]
L c L
Vee R, X, > XY, =5 c= (X,,Y,) = (X,0).

Théoreme 5.1.4. Téoreme Slutsky.
Ve e R, X, A X, Y, 5 ¢, alors
X, +Y, 5 X e

XY, 5 Xe.

X, A X
. Y—n—>?,c7§0

Convergence en probabilité
Définition 5.2. X, Ny (X, )nen converge en probabilité vers X si et seulement si

n——oo

Ve>0 P(| X, — X |>¢) — 0.

78



Chapitre 5 Convergence des suites de vecteurs aléatoires

Théoreme 5.1.5. Condition suffisante de convergence en probabilité.

lim E(X,) =¢, lim Var(X,,) =0= X, Ly ec< 0.

n—oo n—oo

Propriété 5.1.6.
X, 5 XY, 5Y =X, +Y, > X+Y.

5.1.3 Convergence presque- stire

Théoreme 5.1.7. Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires réelles.

. Si X, converge en loi vers une variable aléatoire réelle X, alors ¢,, converge vers ¢, la fonction
caractéristique de X.

. Si ¢, converge simplement vers une fonction ¢ et si ¢ est continue en 0, alors X,, converge en
loi vers une variable aléatoire réelle X dont la fonction caractéristique est ¢.

Propriété 5.1.8. X,, “5 X : (X,,)nen converge presque sitrement vers X si et seulement si

P ({w €0 X, (w) "5 X(w)}) ~ 1

XHEXX@IP’(Iim Xn:X>:1.

n—»ao0

X, B Xe{weQ: lim X,(v) # X(w) = 2}.
n—oo
Proposition 5.1.9. Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires et soit g une fonction continue.
. Si X, 25 Xalors g(X,,) 23 g(X).
. Si X, 5 X alors 9(X,) = g(X).

5.2 Convergence en loi des suites de vecteurs aléatoires

Pour tout vecteur aléatoire X = (X1, ..., X;)! a valeurs dans R?, on note Fx sa fonc-
tion de répartition et ¢ x sa fonction caractéristique.
Pour toute fonction g, on pose

Cy = {r = (21,...,74) € R?: g continue en x}.

Définition 5.3. Soient (X,,),cn une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R? et X un
vecteur aléatoire a valeurs dans R%. La suite (X,,)nen converge en loi vers X si, pour toute
fonction g de R vers R, continue et bornée

Tim E (g(X5)) = E(9(X)).
On note X,, < X et on dit aussi parfois que la loi de X,, converge vers celle de X.
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Proposition 5.2.1. Soit (X,,),cn une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R%. La suite
(X} )nen converge en loi vers X si et seulement si

lim Fy, () = Fx(z),

n—oo

en tout point de continuité de F i.e. pour tout x € Ch.

Proposition 5.2.2. Soit (X,,) une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R?. Les affirmations
suivantes sont équivalentes.

. Fx,(z) =% Fx(z) pour tout x € Chp.

2. E(g(X,)) =3 E (g9(X)) pour toute fonction mesurable g : R* — R continue et bornée.

. E(9(X,) =3 E (g(X)) pour toute fonction mesurable g : R? — R uniformément continue et
bornée.

. E(g(X,)) =3 E(g(X)) pour toute fonction mesurable g : R* — R continue a support com-
pact.

. E(9(X,)) =3 E(g(X)) pour toute fonction mesurable g : R? — R mesurable telle que
P(X eC,) =1

5.3 Convergence en probabilité

Définition 5.4. Soit (X,,) et X des vecteurs aléatoires a valeurs dans RP. On dit que (X,,)
converge en probabilité vers le vecteur aléatoire X si ses p composantes X 1, ..., X,, , convergent
en probabilité vers les composantes X, , ..., X, de X.

Définition 5.5. Soit || . || une norme quelconque dans R?. Soient (X,,) et X deux vecteurs
aléatoires a valeurs dans RP. La suite (X,,) converge en probabilité vers X si, et seulement si,

| X, — X ||£> 0, quand n — oo.
Théoreme 5.3.1. Soit (X,,),en une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R® .
Si X, L X alors X, £ x.
Proposition 5.3.2. Considérons des suites (X,,) et (Y,,) de v.a.r. Si on a les convergences :
X, — X

et
v, 5y

et si g est une fonction continue de R* dans R, alors

9(X0, Yo) = g(X,Y).

80
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Proposition 5.3.3. [14]. Soient (X,,) et (Y,,) deux v.a.r. Si on a les convergences :

X, 5 X
v, 5,
alors
Xn +AY, 5 X +)Y pourtout A dans R,
et

X, +Y, 5 X 1)y

Corollaire 5.3.4. [14]. Soit (X, )nen une suite de vecteurs aléatoires.

. P L,
Si X,, — ¢ alors X,, = c.

5.3.1 Propriétés de la convergence en loi

Proposition 5.3.5. Soit f : R" — R* une fonction mesurable. Si X, 5 XetsiP(X e Cy) =
1, alors f(X,) A f(X).

Démonstration. On utilise le critere 2 de la proposition 5.2.2. Soit g : R* — R continue
bornée. La fonction gof est bornée et elle est continue sur Cy Par conséquent, on a

P(X € Cpop) =1 et gof :R" - R
est mesurable bornée donc d’apres le critére 3 de la proposition 5.2.2,

By (f(Xn)) = Ey(f(X)).

Exemple 5.3.1. ¢ Si X, 5 X ~ N(0,1) alors o 5 + car

P(X €{z:2—a" est continue en z }).
o Si X, 5 X ~ N(0,1), alors
X2 A X

Théoreme 5.3.6. Soit (X,,) et Xdes vecteurs aléatoires de R", absolument continus de densité
fn et f par rapport i la mesure de Lebesque dans R™. Sion a,

alors
X, 5 X.
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5.4 Convergence en loi et fonction caractéristique

Soit (X,,) une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R™. Pour tout n € N, on note
¢x, la fonction caractéristique de X,.

Théoreme 5.4.1. La suite de vecteurs aléatoires (X,,) converge en loi vers X si et sulement si
pour tout t € R?,

Ox, (1) = ox(1).

Théoreme 5.4.2. (Théoréme de Cramer-Wold). Soit (X,,) une suite de vecteurs alétoires a
valeurs dans R? avec d > 1. (X,,) converge en loi vers X si et sulement si pour tout X € R,

d d

NX, =3 AXD 53 X0 = NX.

i=1 i=1

5.5 Théoréme central limite vectoriel

Le théoreme suivant est fondamental et trés souvent utilisé en Statistique. Notons
X1y Xna les d coordonnées d’un vecteurs X, dans R%.
Notons X, le vecteur des moyennes des composantes des n premiers vecteurs de la

suite X, i.e
1 n
n Zj:l Xy‘,l

% Z?:l Xj,d

Théoréme 5.5.1. Soit (X,,).en une suite de vecteurs aléatoires de R i.i.d. admettant un mo-
ment d’ordre 2. On note y leur espérance et ¥ leur matrice de variance-covariance. Alors,

\/E(X_n_U) £>Nd(0>EX)'

Pour démontrer ce théoréme nous utiliserons son cas particulier, correspondant au
cas unidimensionnel.

Théoreme 5.5.2. Soit (Z,),en une suite de v.a.r. indépendantes, dans Lo et de méme loi de
moyenne y et de variance 0. On a alors

ﬂ(iz?lzj_’v 5 N(0,1).

o
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Démonstration. Notons

() (e

ot les v.a.r U; sont définies par :

pour j = 1, ...,n. Ces dernieres sont, par hypothese, centrées réduites, de méme loi et indépendantes.
On peut alors écrire :

br(t) = E(e) = E (o1 50)

- o (3) - (« (1))

(car les v.a sont indépendantes et identiquement distribuées), oil ¢ est la fonction caractéristique
des v.a.r. U; . Or, en utilisant les proprietes de la fonction caractéristique, on a :

¢'(0) = E(U;) = 0
et
¢"(0) =°E (U7) = =Var (U;) = —1.
Le développement de Taylor de ¢ a I'ordre 2 et en 0, est alors :

Bu) = B(0) + O+ 50" (O +uPe(u)
= 1- 5 + u?e(u),

avec € une fonction telle que lim,_,oc(u) = 0. Ainsi, on peut écrire :

¢<L)—1_ﬁ+ﬁ+ﬁ (L)
N on 2 n° vn

et , "
t 2 t
by, (t) = (1= M
n
dont on tire aisément la convergence :
by, () = €7,

v, 5 7,

out X est une variable aléatoire de loi N'(0, 1).
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Démonstration. du théoréme 5.5.1. Pour tout u dans R?, notons Z,, = u'X,,. Par hypothese,
les v.a.r. constituant la suite (Z,,) sont donc indépendantes, de méme loi, d’espérance EZ,, = u'u
et de variance

Var(Z,) = u'Xu.

En utilisant le theoreme unidimensionnel, il vient alors :

1 n /

= i1 Zj — uu
Vu' Y u

Cette convergence peut étre réécrite sous la forme :

\/ﬁ< >£>N(o,1).

N (%ZZJ —uu’) £>/\f(0,u’2u) S ' \n (X, —u) =" u'X.

j=1
ot X est un vecteur aléatoire gaussien Ny(0, ).

Ce résultat étant vrai pour tout u dans R, le théoréme de Cramer-Wold nous permet
de conclure que

quand n tend vers +o0.

5.6 Théoréme de Cramer

Théoréme 5.6.1. Soit g de R? dans R¥ une fonction de classe C" au voisinage de 1. Soit (X, )nen
une suite de vecteurs aléatoires dans R telle que

VU, —p) 5 U (5.1)
alors .
Vi(g(Un) = g(p)) = (J(g(w)"U. (5.2)
le jacobien est :
991 99k
ori, =~ - 5 0Ox
V(g(p) =
991 9
oxrgy =~ Oxy

Corollaire 5.6.2. Soit g de R? dans R* une fonction de classe C* au voisinage de y. Si

VX, — X) 5 N (0,%) (5.3)

alors

Vilg(X,) — g(X)) 5 N (0, V(g() 'V (g(n))) - (5.4)
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Exemple 5.6.1. Si (X,)nen est une suite iid de L?. Posons X, = L1377 | X;. D'apres le
théoréme central limite,

\/E(X_n—,u) £>./\/(O,<72)
d’oil, pour toute fonction g de classe C* au voisinage de 1, on a

Vi(g(X) = g(w) 5 N (0, (V(g(n))*0?)

En prenant g(x) = x?, on obtient
V(X2 — i) 5N (0,4p%0?) .

La limite est une loi gaussienne dégénérée si p = 0.

5.7 Théoréme de Cochran, lois du 2.

Dans tout ce paragraphe, nous nous placerons dans R” muni du produit scalaire
euclidien et on notera || . || la norme euclidienne dans R".

Théoreme 5.7.1. Soit X un vecteur gaussien de R™ tel que = E(X) et Var(X) = I,. La loi
de || X ||? ne dépend que denet || . ||. On note

1201~ (s e [17) -

et on dit que || X ||* suit une loi du x* (qui est décentrée si || pu || 0). L'entier d est le nombre
de degrés de liberté. Lorsque || v ||= 0, on note plus simplement || p ||>~ (d).

Démonstration. Soit Y € R? tel que Y ~ N (i, 1) avec || p ||=|| 1’ ||
1l existe U matrice orthogonale telle que 1 = Uy/. Donc UY ~ N(p; 1;) «~ X et

1Y =l UY [P~ X |2

Théoréme 5.7.2. (de Cochran). Soit E, & ... ® E, une décomposition de R? en sous-espaces
deux a deux orthogonaux de dimensions respectives dy, da, ..., d,. Si X ~ N (u, I,,), Les vecteurs
aléatoires X, , ..., Xg,, projections orthogonales de X sur £y & ... ® E, sont indépendantes, les
variables aléatoires || Xp, ||%, ..., || X&, ||* sont indépendantes et

(Il Xe, 17|l Xe, I1P) — OC(dus iym))s - X (dry pysry))

ol [t , ..., L, sont les projections de j sur Ey, ..., E,.
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5.8 Exercices du chapitre 5.

Exercice 5.8.1. Théoreme central limite multidimensionnel.

. Soit X = (Xy,...,X,,) un vecteur aléatoire a valeur dans R". Montrer que sa fonction ca-
ractéristique ¢x admet le développement limité suivant :

dx(t) =1+1iy tE(X;) =Y B(Xp X))t + o] ¢ [|*).
J k.j

. Soit (X,,)n>1 une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R, indépendants, centrés de méme
loi. On note ), leur matrice de covariance commune et S, = X7 + ... + X,,.
— Calculer la fonction caractéristique \5/—% en fonction de celle de X;.

— Montrer que 5—% converge en loi et déterminer la loi limite.

Exercice 5.8.2. Application du Théoréme de Cochran.
Dans cet exercice X = (X1, Xo, X3, X4)" désigne un vecteur gaussien de moyenne (0,0, 0,0)"
et de matrice de variance-covariance identité.

. (X2—X1)? (X24X1)?
. Quelle est la loi de =2~ 4 =257

. Quelle est la loi de gz;;;i

. Quel est le projeté orthogonal Pr(X) de X sur I'espace vectoriel engendré par les vecteurs
(1,1,0,0) et (0,0,1,1)t?

. Quelle est la loi de | Pr(X) ||??

; 1Pe(X)I? 9
. Quelle est la loi de X P (X2 |

Exercice 5.8.3. Convergence en probabiité et convergence en loi.

1. Soient (X,)nen et (Yy,)nen deux suites de variables aléatoires. On suppose que (X,,)nen
converge en loi vers une variable X et (Y,,),en converge en loi vers une constante déterministe
c.
Montrer que la suite de vecteurs aléatoires (X,,, Yy, )nen converge en loi vers (X, c).

2. Application : Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées, de moyenne i et de variance finie. On note X,, = 21*=4%n Jeyr moyenne
empirique et S2 = L3 (X, — p)? leur variance empirique. On pose T,, = \/ﬁxig—;“
Montrer que la suite
(T.,) converge en loi vers une variable aléatoire dont on déterminera la loi.

3. Trouver un exemple de deux suites de variables aléatoires (X,,)nen et (Y, )nen qui convergent

chacune en loi mais telles que la suite de couples de variables aléatoires (X,,, Y, )nen ne
converge pas en loi.
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