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Avant propos

Ce Support Pédagogique, intitulé : Systemes de Points et Application au Solide (Résumé
de Cours et Exercices Résolus), comporte trois parties :

1. Résumé de cours.
2. Exercices avec solutions.
3. Examens types avec solutions.

Ce document de 106 pages couvre une bonne partie du programme d’un enseignement
que j’ai assuré au Département de Physique de 2009 jusqu’a 2014 (Niveau L2 de Physique
Fondamentale) et il a été rédigé dans l'intention d’étre a la fois accessible aux étudiants
inscrits en L2 de Physique en le considérant comme une partie bien détaillée du module de
Mécanique Analytique, ainsi qu’aux étudiants du niveau L1, en tronc commun SM, pour
s’exercer sur les intégrales simples et multiples.

Comme la littérature disponible couvrant la Mécanique des corps rigides est tres riche,
nous avons donc opté pour consacrer le premier Chapitre a un résumé de cours concis qui
a pour but principal de rappeler de maniere claire et efficace les idées de base essentielles.
Pour des exposés a la fois détaillés et exhaustifs nous encourageons les étudiants a consulter,
a titre indicatif, les références bibliographiques suivantes : [I]-[8]. Nous avons délibérément
fait le choix d’axer ce polycopié sur les exercices de maniere a leurs consacrer environ 90%
du contenu total, ainsi les Chapitres 2 et 3 sont respectivement consacrés a des exercices
et autres examens types. Les solutions et corrigés sont tres détaillés et tres souvent accom-
pagnés de figures illustratives concues avec ’aide d’un logiciel libre pour dessins vectoriels.
Aux étudiants désireux d’approfondir leurs connaissances en calcul différentiel et Intégral,
nous recommandons ’excellent livre d’exercices [9] ainsi que les incontournables références
[10] et [11].
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Chapitre 1

Résumé de Cours

1.1 Systeme de Particules

1.1.1 Centre de masse

Dans un référentiel galiléen (R), d’origine O et muni de trois axes orthonormés (0X),(0Y),(0Z),

. = — —_ . N N . .
soit r{,rs,--- , TN, les vecteurs positions d'un systeme a N points matériels de masses res-
pectives my, mo, - -+ ,my. Le centre de masseél ¢M d’un tel systéme est le point repéré par

le vecteur position (voir Figure [L])

1

— i — i B (mlr_1’+m2r_£+---+m1vﬁ) (11)
T oo = m; T my; = .
Y\ & p (my +my + -+ my)

Dans le cas d’une distribution continue subdivisée en une infinité de masses infinitési-
males dm tres rapprochées les unes des autres. En repérant chaque masse infinitésimale

o . — o . A
quelconque par le vecteur position 7, alors la position du centre de masse est plutot

e (o) ()

'Le centre de masse est appelé aussi : barycentre. Dans le cas de masses en mouvements le centre de
masse est appelé centre d’inertie, de plus si les masses sont situées dans une région ou regne un champ
gravitationnel alors nous avons affaire plutot a un centre de gravité.
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X

Fi1G. 1.1 — Ensemble de N masses ponctuelles et centre de masse

1.1.2 Reéférentiel de Centre de masse

C’est un référentiel qui a comme origine le ¢M lui-méme (voir Figure [[LT]). Dans un tel
référentiel Rey = (M, X'Y’Z’) nous pouvons montrer, en utilisant 7; = 7 ¢y + 75/, qué?

Zmzm =0, (1.2)

N ’ oy . .
ou 7;’ représente le vecteur position de la particule ¢ dans Rey.

1.1.3 Quantité de Mouvement

En dérivant par rapport au temps le vecteur position ((IL1]), nous aboutissons a la relation
cinématique selon laquelle la quantité de mouvement totale est égale a la masse totale par
la vitesse du cMm

—
Zﬁ = M‘/CI\M (13)

i=1

N N
2En effet, en utilisant (ILTI), & savoir M 7 ¢y = E m; (77 — 7o) + E m; T oy alors nous aboutissons

i=1 i=1
N N

N — — r— —>
aMre = m; r; + M1 o ou encore finalement m; 7, = 0, sachant que la masse totale est
i=1 =1
. N
donnée par M =) ., m;.
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—
ol p; =m,; 7; est la quantité de mouvement de la particule i et Vi, = % (@) est la vitesse

du oM. D’autre part, il est possible de montrer que la force extérieure totale agissant sur
le systeme est égale a la masse totale par 'accélération agy = % du cMm

Ve
g )
ZFi(ext) = M = (1.4)
, dt
=1
H
ou F;&Y représente la force extérieure que subit la particule i. Attirons I’attention sur le
fait que les forces internes se compensent completement entre-elles en vertu de la troisieme

loi de Newton d’action-réaction.

1.1.4 Moment Cinétique

En considérant le méme systeme de N particules précédent avec les vitesses respectives
— — — N . . s
U1, Vg, , 0N, dans le repere (R), alors il est possible de montrer que le moment cinétique
total d'un tel systeme est donné par le premier théoreme de Koenig (Voir section (B1)
pour la démonstration)

— — —
> Li=> mitar AVeu+ > L, (1.5)
i=1 i=1 i=1
N — = T — = < . .
ou L; =m; r; ANv; et L;/ =m; r;"ANv;’ sont les moments cinétiques respectifs de la particule

i par rapport a (R) et Rcy. De plus, il est possible d’exprimer, dans (R), le théoréme du
moment cinétique comme suit

iL <
=N T AR, (1.6)

Nous remarquons que les forces internes ne contribuent pas dans la variation du moment

=z

—

ﬁ
cinétique total L = Z L;.
i=1

1.1.5 Energie Cinétique
L’expression de 'énergie cinétique totale F, = ZZN:1 %miU;Q est donnée par le second
théoreme de Koenig (Voir section ([B.7]) pour la démonstration)

N
1 — 1
B, = 5 MV 2+ ;:1 5 M (") (1.7)

La differentiation de (IL7)) permet d’aboutir au Théoreme de 1’énergie cinétique

dEC - dWext + dVVint- (].8)

7
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Dans le cas d’un corps indéformable, pour lequel les distances mutuelles entre les points
matériels demeurent constantes sous l’action de n’importe quelle force extérieure, alors le
travail élémentaire des forces internes est nul

dm/int = 07

de sorte que la variation de I'énergie cinétique pour un corps rigide est due au travail des
forces extérieures. Dans ce cas (L8] se réduit a :

N
dE. = AWy = Y F©V.d7,. (1.9)

=1

1.2 Rotation du Solide

1.2.1 Moment d’inertie

Considérons le mouvement de rotation circulaire effectué par une particule de masse m
autour d'un axe (OZ) avec une vitesse angulaire w = 9. On suppose que le mouvement de
la particule aura lieu dans le plan XOY perpendiculaire a ’axe de rotation (Voir la Figure
(a)). En utilisant les coordonnées polaires, il est possible de montrer que le vecteur
vitesse

T=WAT, (1.10)
est le produit vectoriel entre le vecteur vitesse angulaire et le vecteur position. En effet,
d’une part, le vecteur vitesse (pour la rotation p = cte) s’écrit en coordonnées polaires

7: p ?p—Fpé?g,
=0

alors que d’autre part, nous avons aussi
TAT=07C)N(p€,)=p0(C.NE,) =pbe,.

H
e Le moment cinétique de la particule par rapport & lorigine, Lo = m 7 A U, se met
compte tenu de (LLI0) sous la forme :

e — G — — . — — — =\ — — =\ —
Lo = m7T7A(JTAT)=m[(TAG)AT]=m|[(7¥.7T)w —(%)r
ou encore .

Lo=Iozn W (1.11)
ot le scalaire I(oz) = mr? représente le moment d’inertie de la particule par rapport &
'axe de rotation (OZ).

e L’énergie cinétique de la particule E. =
la forme

H
1 m @2, compte tenu de (LI0), se met sous

E.= - Ioznw (1.12)
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F1Gc. 1.2 — (a) Une masse ponctuelle en rotation par rapport a 'axe (OZ). (b) Un corps
rigide constitué de masses ponctuelles en rotation par rapport a 'axe (A) avec une vitesse
angulaire w.

1.2.2 Moment Cinétique et Tenseur d’inertie

Dans le cas d'un corps rigide constitué de N particules, de masses respectives myq, - - -, m;,
- ,my, en rotation autour d’'un axe (A), toutes ces particules ont la méme vitesse an-
. . . . — . 7 N
gulaire w =|| w || mais celles-ci ont des vitesses || v; ||= r;w différentes a cause de leurs
distances respectives r; a 1’axe de rotation (Voir la Figure (L2l (b)). Dans ce cas, le moment
d’inertie du corps par rapport a 'axe (A) se généralise a

N
I(A) = Zml 7“12.
i=1

La projection sur l'axe de rotation (A) du moment cinétique total, du corps rigide par
rapport a l'origine O, nous permet de définir le moment cinétique par rapport a l'axe de
rotation comme suit :

N N
— — —
L(A) = LOE) = Zml (RZ N W) U= Zml [(OAl + ?;) VAN E)] e
i=1 i=1
oil le vecteur unitaire porté par I'axe de rotation est @ = W /w, ce qui conduit &

N
Ly =Y m (7 AW) . (113)
=1
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du fait que les vecteurs (OA; A ;) et W soient perpendiculaires. En généralisant la relation
de la vitesse (ILI0) pour chaque point i (Voir la Figure (L2 (b))

v =W AT, (1.14)
alors le moment cinétique (LI3), par rapport a I'axe de rotation (A), se met sous la forme
N N
Ly = Y mi[mA@ATT =Y mi |[(77) & —(D.7)7 | @
=1 i=1 =V0

ce qui donne finalement L(a) = I(a)w ou encore vectoriellement f(A) = I(a) .

Pour le corps rigide précédent, le moment cinétique total par rapport a l'origine O
d’un repere orthonormé (OXY Z) = (O, &, ¢,, €, ) se calcule comme suit. 11 est possible de
montrer que la relation (II4) se généralise sous la formd® (Voir la Figure (T2 (b))

n=WAR, (1.15)

alors le moment cinétique total, par rapport a l'origine O,

=1
se met sous la forme
N N
T s AR (7 71
Lo = ;mszA (U/\RJ ;m [(Rm?) /\RZ]
= im [(E)"JZ) - (W-EZ) ﬁ:} , (1.16)
i=1

—
. , . A~ . e —
qui désormais ne pourra étre simplifiée car dans ce cas les vecteurs R; et w ne sont
pas perpendiculaires. En décomposant le moment cinétique total (ILI6) en fonction des
—_ — — —_ . . . N .
composantes de W = w,e; + wye, + w.e;, alors il est possible d’aboutir a la relation

—
. — . 7 N e s s .
vectorielle Lo = I & exprimée sous la forme du systeme linéaire suivant :

Ly | = | 1y Iy Iy Wy (1.17)

— — —
3En effet, nous avons v; = @ A (OAZ- + 7_;) = WANOA +WT AT, =W AT;, car @//OA; (vecteurs

paralleles).

10
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ol le tenseur d’inertie du corps rigide relativement a O est donné par :

N N N

2 2
E mi(y; +2;) — E My TiYi - E M TiZ;
i—1 i=1 i=1

N N N
— 2 .2
I = - E My TiYi E mi(z; +z7) — E m; YiZi
i—1 i=1 i=1

N N N

2 2

= mixz = miyiz d " mi(a? +y7)
=1 =1 =1

Dans le cas ou le tenseur d’inertie est diagonal alors dans ce cas les axes (OX), (OY) et
(OZ) sont dits axes principaux d’inertie.

—

“ ;s R . \
D’une maniere générale, le moment cinétique Lo d’un solide n’est pas parallele a . Dans
le cas par exemple ou le solide tourne autour de l'axe (OZ) avec une vitesse angulaire

W = w,e,, alors dans ce cas le moment cinétique (CLI7) devient Lo = I, W ou I,
représente le moment d’inertie du solide par rapport a 'axe (OZ) ; dans ce cas particulier
L_(; et W sont paralleles (L_O> /D).

Dans le cas d'un systeme continu, le corps rigide est subdivisé en une infinité de masses
ponctuelles dm dont chacune est repérée par le vecteur position 7 (z,y, 2), ainsi le tenseur
d’inertie se met plutot sous la forme

/dm(y2+22) —/dmxy —/dmxz
D D D
I = —/dmxy /dm(m2—|—z2) —/dmyz
D D D
—/dmxz —/dmyz /dm(m2+y2)
D D D

1.2.3 Energie Cinétique

7 . syt . . . N —_—
L’énergie cinétique de rotation d'un corps rigide E. = >_." 2 m; v;

i 2
(LIH), se met sous la forme

2 compte tenu de

1 ICEQS I:):y Ixz wx
Ec:§(wx wy wo )| Iye Iy Iy w, |- (1.18)
]Zl‘ ]Zy -[ZZ Wz

Dans le cas d’'un mouvement rectiligne la masse exprime la capacité d’un point ponctuel
a s’opposer aux causes responsables du mouvement. En effet, en soumettant deux points

11
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F1c. 1.3 — (1) Cas de figure ou le patineur rapproche le maximum de points de son corps de
'axe de rotation Z pour augmenter sa vitesse de rotation. (2) Cas de figure ou le patineur
¢loigne le maximum de points de son corps de I'axe de rotation Z pour diminuer sa vitesse
de rotation.

ponctuels de masses respectives my et mo, tel que m; < ms, a la méme force ?, alors elles
vont subir les accélérations respectives aj = ? /my et Qs = ? /Mo, dans ce cas, il est claire
que le point de masse supérieure manifeste une opposition (inertie) plus grande a la cause
(force) qui provoque son mouvement, car | a; ||>| as ||.

Dans le cas ot le solide tourne autour de I'axe (OZ) avec une vitesse angulaire W =
w. e, alors dans ce cas I'énergie cinétique (LI8) se réduit a F, = % I, @? on remarque que
le moment d’inertie I, joue un role analogue a la masse dans 'expression E. = %m?{z.
Une application de ce résultat est bien connue en patinage artistique ou on distingue deux
cas de figures décrits par deux vecteurs de rotations w; et w; autour de I'axe (OZ) (Voir
Figure (L3])). En supposant que le systeme est isolé de telle sorte que 1'énergie cinétique
de rotation soit conservée, alors

1 1
Bo= 1= 110

Nous remarquons que

(1) (2)
[zz <[ZZ = W1 > Wa.
Dans un premier temps, pour faire le maximum de tours, en ’occurrence trois tours, le pa-
. VIR . . / 1 .
tineur a intérét a augmenter sa vitesse angulaire wy = {/2F./I Z(Z) en diminuant son moment

d’inertie [ ,22 par rapport a ’axe de rotation (techniquement ceci se fait en rapprochant ses

12
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deux mains de son corps). Ensuite pour atterrir, le patineur a plutot intérét a diminuer sa

vitesse angulaire wy = \/2E,/1 @ en augmentant son moment d’inertie [ @ par rapport a
'axe de rotation (techniquement ceci se fait en écartant ses deux mains de son corps).

Dans le cas général d’un corps rigide en rotation, ’opposition au mouvement (inertie) ne
s’exprime pas de la méme maniere selon les différentes directions de I'espace ; elle s’exprime
en fonction des éléments du tenseur d’inertie.

1.2.4 Les équations d’Euler

Pour un systeme de N points matériels, en exprimant le théoreme du moment cinétique
. N , e .. ys .
(L6) dans la base particuliere orthonormée (e7, e, e3) sur les axes principaux d’inertie, de
sorte que le moment cinétique soit :

3
H
L0:I1071)+]2672+]3@=Zfiwi€_;-
i=1

D’autre part, le moment des forces extérieures se décompose dans la méme base comme
N 3

. ? — = — J .
suit Mo = A e = E M; e;. Dans ce cas le théoreme du moment cinétique
_ i=1 i=1
devient :

3

3
ZMEZ = % le-wﬁf :Z(]iwia)‘f‘lz‘wie—‘;)
j i=1

i=1

— 4 — = 3 — =
sachant qué? e; = ddetl =W Ae; =) 5 wjej A e semet sous la forme

3 3 3 3
IMZ € = ]z Ww; €; + Iz Wi wj €j A €;
=1 =1 i=1 7=1

ce qui conduit finalement aux équations d’Euler

M, = I, % + (I3 — Ir)ws we (1.19)
My, = I % + ([1 — I3)wy ws (1.20)
M; = ]3%+ (Iy — I)wy wo (1.21)
car e; A e; = €3, el Ne = 6) Dans le cas M; = My = M3 = 0 (pas de couple de

forces) et I} = I, = cte # I3, alors (L21]) conduit a

ws = cte,

P . . le, ;
4Par exemple dans le cas de la base locale des coordonnées cylindriques nous avons d’une part % =0eg
et d’autre part W Ae, = (fe,)Ae, =0¢ep
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Résumé du Cours Rotation du Solide

F1G. 1.4 — En absence de couple de forces, le vecteur vitesse angulaire décrit un cone d’axe

(02)

alors que la dérivée par rapport au temps respectivement de (LI9) et (L20) donne :

dwl [2-]3 d2w1 9
e K I, )w:),}m:m T T
d(.dg [3-[1 d2w2 2
dt K I, )“’3] ST T “2

ce qui conduit aux solutions sinusoidales
wi(t) = Acos(Qt + ¢) et wq(t) = Asin(Qt + ¢)

ou Q = ws(ly — I3)/1; et A et ¢ sont deux constantes d’intégration. Nous remarquons
finalement que le carré du module du vecteur vitesse angulaire | W ||>= A2 + w? est une
constante de sorte que le mouvement du vecteur w = O—]>\7 forme un cone de sommet O et
d’axe (OZ); Le point O est fixe alors que I'extrémité mobile N a un mouvement circulaire
de vitesse angulaire constante © (Voir Figure (L.4)).

14



Chapitre 2

Exercices avec solutions

2.1 Centre de Masse : Systemes discrets

2.1.1 Exercice (Barycentre de 2 masses ponctuelles)

Soit deux masses m; et mo situées respectivement aux points A(4,2) et B(—2, —2)
1. Déterminer les coordonnées du centre de masse g(x,,y,) du systeme m; et mo.
2. Dans le cas ou my = mo, déduire les coordonnées du centre de masse.

3. Dans le cas ol my = 3mq, on rajoute une troisieme masse M = 5m;. Déterminer les
coordonnées (z,y) de la masse M pour que le centre de masse du systeme m;q,ms et
M soit G(1,1)

2.1.2 Solution exercice (Barycentre de 2 masses ponctuelles)

1. Les coordonnées du centre de masse g(x,,y,) du systeme m; et my :
Nous avons par définition

— —
mi OA+m2 OB
my + Mo

—
Og =
ainsi les coordonnées sont données par

mixa+moxg  2(2my —my)

= = 2.1
g my + Mo mi + Mo < )

_ mlyA+m2yB:2(m1_m2) (22)
Yo my + mo my + mo '

15



Exercices avec solutions Centre de Masse : Systemes discrets

YA
A(4,2)
""""""" Pt
o .- .
/// 9(170) X
o« .
B(—2,-2)

Fi1G. 2.1 — Le centre de masse g des deux points A et B est situé au milieu du segment

[AB].

2. Dans le cas ot m; = ma, les coordonnées du centre de masse sont (voir Figure (2.1]))

ratep 4-1

T, = R 1 (2.3)
Yya +YB
v = “P =0 (2.4)

3. Dans le cas ou my = 3my, on rajoute une troisieme masse M = 5m;. Déterminons
les coordonnées (z,y) de la masse M pour que le centre de masse du systeme my,ms
et M soit G(1,1). Nous avons les coordonnées du centre de masse des trois masses

miyxa+merp+ Mx  mypxa+3mirp+O5mpx

1= = —
v my + mg + M my + 3my + 5m,
1=  omprat+moxp+Mxr  miza+3mpap+5Smiw
— ¥ = ml—l—m2+M - m1+3m1+5m1

ainsi nous déduisons les coordonnées
9—x4—32p 11

S R 2.5

T 3 3 (2.5)
9—ya—3yp 13

- - Jsa TIB 7T 2.6

y i G (2.6)

2.1.3 Exercice (Barycentre de 4 masses ponctuelles)

Soit quatre masses m, 2m, m et 2m, disposées sur un cercle de rayon R et de centre O,
comme indiqué dans la FIG 2.2

16



Exercices avec solutions Centre de Masse : Systemes discrets

Y
A
4 Aq
T — »
2m i,
o - X
2m m ; x...«
@ °
A =T Ay

.....
......
............

Fi1G. 2.2 — Quatre masses ponctuelles, de masses respectives m, 2m, m et 2m, disposées
aux points Aq, Ay, As et Ay.

1. Déterminer les coordonnées du centre de masse g(x,, yg, Zg)-

2. Soit M une masse située sur un point (z,y) du cercle. Déterminer la position et la
valeur de M pour que le centre de masse du systéme a 5 masses soit G(0,0)

2.1.4 Solution exercice (Barycentre de 4 masses ponctuelles)

1. Détermination des coordonnées du centre de masse g(z4,9,) :
Commencons d’abord par déterminer les coordonnées des points A4;, ou ¢ = 1,2, 3,4,

g , . - g .

en utilisant les coordonnées polaires A;(z; =|| OA; || cos@,y =|| OA; || sinf) avec
= ) SN

0 = (i,0A;). Par exemple, les coordonnées du point A;(z1 =|| OA; || cos/4,y1 =||

O—Al> | sinm/4) = Ay(z; = RV2/2,91 = R+/2/2). De la méme maniére on parvient
a calculer les coordonnées des quatres points
Al (Il = R\/§/2,y1 = R\/§/2, 21 = O) Ag ($3 = —R\/§/2,y3 = —R\/§/2, 3 = O)
A2 (1'2 = —R\/E/Q,yg = R\/§/2, Z9 = O) A4 (IL‘4 = R\/§/2,y4 = —R\/§/2,Z4 = 0)
Ensuite déterminons les coordonnées du centre de masse g(z,,yy, z,) de I'ensemble
des 4 masses. Par définition, le centre de masse est repéré par le vecteur position

mO—Al>—|—2mOA2—|—2mOA3+mOA4

y_
9= m+2m—+2m+m

2.7)
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Exercices avec solutions Centre de Masse : Systemes discrets

ce qui conduit apres simplification a
— 1 —_— — —_— —
09 = [(OAl n OA4> 42 (OA2 + 0A3>} ,

de sorte que les coordonnées soient données par

v, — é (1 + 1) + 2 (2 + 23)] (2.8)

b= 2l ) 20 + ) (2.9

., = é (214 20) + 2 (22 + 23)] (2.10)
Finalement

g(zy = —RV2/6,y, =0, 2, = 0). (2.11)

2. Dans ce qui suit, on rajoute une masse M située sur un point N(z,y,0) du cercle.
Déterminer la position et la valeur de M pour que le centre de masse du systeme a
5 masses soit G/(0,0,0).
Nous avons par définition
— — — — —

[(m +2m + m + 2m) + M]

e
OG =

ce qui conduit, compte tenu de la position (2.7) du centre de masse g, a

— —
OC — 6mOg+ M ON .
6m + M
Le probleme est équivalent a la recherche du centre de masse de deux points g et N.
Le barycentre g des quatre masses disposées en A;, ou 1 = 1,2, 3,4 est affecté d'une
masse totale 6m alors que la cinquiéme masse située sur un point inconnu /N du cercle
doit étre affectée d’une masse M a déterminer de telle sorte que le centre de masse
total G entre g et N coincide avec I'origine O. La relation vectorielle précédente (2.12))
est équivalente aux trois relations

6bmxy, + Mz

(2.12)

0=uz¢ A = x 6maxy,/M >0 (2.13)
6my, + My
ve 6m + M Y (2:14)
6 M
0=z = % — 0= 0(évidence) (2.15)

L’équation cartésienne du cercle (c) est z2 + y? = R?, donc nous devons résoudre le
systeme suivant

xr =+ R?—y?
r==xR
Zig — {x>0 (2.16)
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Exercices avec solutions Centre de Masse : Systemes discrets

Fi1G. 2.3 — Le barycentre g des quatre masses disposées en A;, ou ¢ = 1,2, 3,4 est affecté
d’une masse totale 6m alors que la cinquitme masse située au point (x = R,y = 0) doit
étre affectée d’'une M = /2 m.

ce qui conduit a
r = R.

La cinquieme masse M rajoutée doit étre disposée au point (x = R,y = 0). En
remplacant cette valeur de x = R ainsi que la valeur de x, = —%ﬁ dans (2I3) alors

nous avons
P _(6_m> <_w)
M 6

Finalement (voir Figure (2.3))
M =2m.

2.1.5 Exercice (Barycentre de 8 masses ponctuelles)

Soit huit masses situées sur les sommets d’'un cube de coté a.
Déterminer les coordonnées du centre de masse g(x,,y,, 2,) dans les deux cas suivants :

1. 2m(a/2,a/2,a/2), m(a/2,—a/2,a/2), 2m(—a/2,—a/2,a/2),m(—a/2,a/2,a/2),
m(a/2,a/2,—a/2),2m(a/2,—a/2,—a/2), m(—a/2,—a/2, —a/2),2m(—a/2,a/2,—a/2).
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Exercices avec solutions Centre de Masse : Systemes discrets

v

F1G. 2.4 — Huit masses ponctuelles disposées sur les sommets d’un cube de coté a.

xT

2. m(a/2,a/2,a/2), m(a/2,—a/2,a/2), m(—a/2,—a/2,a/2),m(—a/2,a/2,a/2),
2m(a/2,a/2,—a/2),2m(a/2,—a/2,—a/2),2m(—a/2,—a/2, —a/2)2m(—a/2,a/2,—a/2).

2.1.6 Solution exercice (Barycentre de 8 masses ponctuelles)

Déterminons les coordonnées du centre de masse g(z,, y4, z,) dans les deux cas suivants :

1. Nous avons dans le premier cas les coordonnées suivantes

2m(a/2) + m(a/2) + 2m(a/2) + m(a/2)] + |m(—a/2) + 2m(—a/2) + 2m(—a/2) + m(—a/2)]

4m + 8m
yo = 2m(a/2) +m(a/2) 4+ 2m(—a/2) + m(—a/2)] + |m(—a/2) + 2m(a/2) 4+ 2m(—a/2) + m(a/2)]
g 4m + 8m
L 2m(a/2) + m(—a/2) + 2m(—a/2) + m(a/2)] + |m(—a/2) + 2m(—a/2) + 2m(a/2) + m(a/2)]
g 4dm + 8m
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Exercices avec solutions Centre de Masse : Systemes discrets

. 2m

* Cas(1) ! Cas(2)

Fia. 2.5 — Cas (1) : Masses m et 2m alternées sur les huit sommets du cube. Cas (2) :
Masses m disposées sur la face supérieure et masses 2m disposées sur la face inférieure du
cube.

ou encore
(a/2) [2m 4+ m + 2m + m] — (a/2) |m + 2m + 2m + m]
€T =
g 12m
(a/2) [2m 4+ m — 2m — m| — (a/2) |m — 2m + 2m — m)
Yg =
12m
_ (a/2)[2m —m —2m +m] — (a/2) [m + 2m — 2m — m]
= 12m
ce qui conduit finalement a (voir Cas (1) de la Figure 2.5)
9(0,0,0).

2. Nous avons dans le deuxieme cas les coordonnées suivantes
m(a/2) +m(a/2) + m(—a/2) + m(—a/2)] + |2m(a/2) 4+ 2m(a/2) + 2m(—a/2) + 2m(—a/2)]

Yo = 12m

yo = m(a/2) + m(—a/2) + m(—a/2) + m(a/2)] + [2m(a/2) + 2m(—a/2) + 2m(—a/2) + 2m(a/2)]
g 12m

L m(a/2) + m(a/2) + m(a/2) + m(a/2)] + [2m(—a/2) + 2m(—a/2) + 2m(—a/2) + 2m(—a/2)]
g 12m
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Exercices avec solutions Centre de Masse : Systemes discrets

ou encore

(ma/2)[1+1—-1-1]—(2ma/2)[1+1—-1—1]

12
 (ma/2)1-1-1+1]—-(2ma/2)[1 -1—-1+1]

Yo = 12
L (ma/2)[1+14+14+1]—(2ma/2) |1+ 1+ 1+1]

v 12

ce qui conduit finalement a (voir Cas (2) de la Figure 2.0)

9(0,0,—a/6).

2.1.7 Exercices supplémentaires

Exercice supplémentaire (barycentre de 3 masses ponctuelles)

Soit trois masses my, ms et ms, situées respectivement aux points A(1,0, 3), B(—1, —2,0),

C(2,-1,2).
1. Représenter les points A,B et C.
2. Déterminer les coordonnées de centre de masse G(xq, yq, 2¢) des trois masses.
3. Déduire les coordonnées de centre de masse G(z¢g, yq, 2g) dans le cas ot my = mg =
ms.
4. Montrer que G est situé sur le plan formé par les trois points A,B et C.

Exercice supplémentaire (barycentre de 4 masses ponctuelles)

Soit quatre masses my, ms, M3 et my, situées respectivement aux points : A(a/2,a/2),

B(—a/2,a/2), C(—a/2,—a/2), D(a/2,—a/2)

1.
2.
3.

Représenter les points A,B,C et D
Déterminer les coordonnées de centre de masse G(zq, ye) des quatre masses.

Déduire les coordonnées de centre de masse G(z¢, ye) dans les cas

(a) my = mg = m3 = my.
(b) my = mg et mg = my.
(¢) my = mg et my = my.
(d) my = my et mg = mg.

Exercice supplémentaire (barycentre de 7 masses ponctuelles)

—
Soit sept masses identiques m, disposées comme indiqué sur la figure, ou || A; A5 ||= R.
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Exercices avec solutions

Centre de Masse : Systemes discrets

1

F1G. 2.6 — Sept masses ponctuelles disposées tel que A; A5 = 24, As.

1. Déterminer les coordonnées de centre de masse G(z¢g, yg) des sept masses.

Dans ce qui suit, on rajoute une masse M aux sept masses précédentes.

(a) Dans le cas ou la masse M = 2m est placée au point (0, R), déterminer le

nouveau centre de masse g(x,,y,).

(b) Dans le cas ou la masse M est inconnue et placée au point (—R ‘/75, 0). Déter-
miner la valeur de M pour que le nouveau centre de masse soit A;(0,0).
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Exercices avec solutions Centre de Masse : Systemes Continus

2.2 Centre de Masse : Systemes Continus

2.2.1 Exercice (Centre de masse d’une tige linéaire)

Soit une tige linéaire de densité de masse A et dont les extrémités sont situées aux
points A(—2,1) et B(1,2).

F1a. 2.7 — Une tige linéaire [AB].

Déterminer le centre de masse G(x¢, yg) da la tige, dans les cas suivants :

(a) A = Ao = cte, (b) A = A\g 22

2.2.2 Solution exercice (Centre de masse d’une tige linéaire)

Déterminons le centre de masse G(zq, y¢) da la tige, dans les cas suivants :

1. A= )\g=cte
L’équation de la droite (AB) est de type y = az + [ ou «a et 3 sont deux
constantes a déterminer. Sachant que les coordonnées de A et B vérifient une telle
équation, alors nous obtenons le systéme linéaire suivant (& deux inconnues)

-1 = 2a-p,
2 = atp

dont la solution est « = 1/3 et § = 5/3. Dans ce cas ’équation de la droite est
y=1x/345/3 (dont la fonction dérivée est dy/dx = 1/3).
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Exercices avec solutions Centre de Masse : Systemes Continus

e La masse : Sachant que dm = \odl = Ao (dz? + dy?)"/? = Ndz[l + (%)2]1/2
alors nous avons

M = /dm AO/ de |1+ dy —/\0/ d:,:\/1+>1 AO—/ dx
(

- AO—M_ — A V10 2.17)

e Centre de masse : Nous avons par définition

fD:Bdm 1 /! 1
_ 1 d - — - de = —= (2.18
& M /\0\/_ LT dw o \/_/ 3/21‘ 1=y (218

[pydm V 1 /! 1 5 3
Yy 7 r10/2y3 z 3/2yx 3/2 gTHg ) de=3 (2.19)

En fait, on peut remarquer facilement que dans le cas ou la masse est uniformément
répartie, le centre de masse est situé au milieu g (xg = “”B Yy = y“ﬂ’B )

2. A= )\0 ZE2
C’est le méme principe de calcul, néanmoins ceux-ci sont plus fastidieux (a faire

comme travail personnel). Une chose est stre, le centre de masse n’est pas situé au
o1 rTA+TB ya+ym
milieu g (xg # AR Yy F T)

2.2.3 Exercice (Centre de masse d’un coude a deux tiges)

Soit un coude constitué de deux tiges : OA et OB de densités de masses linéiques
constantes respectives A1, Aq, tel que O(0,0), A(3,1) et B(—1,3).
Déterminer le centre de masse G(zg, ye) du coude, dans les cas suivants :

(a) A1 # g, (b) Ap = Ao.

2.2.4 Solution Exercice (Centre de masse d’un coude a deux
tiges)

Détermination du centre de masse G(zq, yg) du coude :

1. Centres de masses de (OA) = (A;) et (OB) = (Ay) :
Les équations des droites sont respectivement (A1) : y = z/3 et (Ay) : y = —3x ce qui
nous permet de calculer les masses respectives M; = A1V 10 et My = A2v/10 et les co-
ordonnées des centres de masses respectives g; (z; = 3, Hetgs (zo=—1,92=2)
(voir exercice précédent).
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Exercices avec solutions Centre de Masse : Systemes Continus

Fi1G. 2.8 — Un coude formé par deux tiges linéaires OA et OB.

2. Centre de masse G(zg,ys) du systéme total :
Par définition nous avons le vecteur position

M, Ogqg; + M, O

—

O — 1Yag1 2 Ug2
M, + M,

ce qui conduit aux coordonnées

)\12714‘)\2272_ 3/\1—)\2
M+ 200+ )
)\1y1+)\2y2 )\1"‘3)\2

_ _ 2.91
Yo A+ Ay 2(A1 + M) (2:21)

TG (2.20)

Dans le cas particulier ou A\; = Ag, les coordonnées précédentes se simplifient comme
suit (voir Figure 2.9))

Ty + X9 1
_ _ 2 2.22
rG 2 2 (2.22)
- ylg?ﬂ 1 (2.23)

2.2.5 Exercice (Centres de masses d’arcs circulaires)

1. Déterminer le centre de masse d’un demi-cercle de densité linéique constante A.

2. Soit un systeme constitué de deux demi-cercles de rayons R, r et de densités linéiques
constantes Ar, A.. Déterminer le centre de masse dans les cas suivants :
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Exercices avec solutions Centre de Masse : Systemes Continus

v

Fic. 2.9 — Centre de masse G du coude formé par les deux tiges linéaires OA et OB.

(&) Ap A Nretr#R, (b)AgF# N etr=R, (c)A\g=Aetr#R, (d) Ag=A\etr=R.

\J

.

0(0,0) 0(0,0) r | Al 0)

F1G. 2.10 — Demi-cercle, superposition de deux demi-cercles et arc quelconque.

3. Déterminer le centre de masse de 'arc de cercle AB dans les cas ou les densités
linéiques sont :

(a) A = )\ = cte, (b) X = A\ cos?® 0, (c) X = A\gsinf.

2.2.6 Solution exercice (Centres de masses d’arcs circulaires)

1. Déterminons le centre de masse d’un demi-cercle de densité linéique constante A.

e La masse :

Utilisons les coordonnées polaires pour repérer 1’élément de masse dm, de longueur
infiniment petite dl = Rdf, qui se trouve au point (r = R, ). La masse est donnée
par M = [,dm = X [, dl = AL, avec la longueur L = [, dl = [T Rdf = 7 R (ob-
tenue en coordonnées polaires). L’utilisation des coordonnées cartésiennes est plus
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Exercices avec solutions Centre de Masse : Systemes Continus

compliquée de sorte que le demi-cercle d’équation y = v/ R?> — 22 a pour longueur

2 R 2
L:/d:c 1+(d—y):/da: /dx )
D dx R ZL’Q
R

x —

NG )
Le changement de variables x = Rsint permet de calculer I'intégrale précédente
comme suit. En injectant la différentiellé! dz = dt Rcost = dt R\/1 — sin®t nous

avons

w/2 R w/2
L = / (dtR\/l—sith)—:R dt = 7 R
—n/2 R\/1 —sin’t —n/2

Nous avons enfin M = A (7 R).

e Centre de masse :
Nous avons les coordonnées

T, fDLdm = R /_Rx\/% drx =0 [F(—a:) = —F(:E)} (2.24)

F(x)

B nydm_ J 1 \/R2 1 Rd 2R 9 95
e TR v v, el I = Ll B
ainsi le centre de masse
( M)
0, ==
T

est situé sur l'axe de symétrie (OY); la premiere intégrale étant nulle car I'intégrale
d’une fonction impaire F'(x) sur un intégrale symétrique [— R, R] donne zéro (la contri-
bution de 'intégrale sur U'intervalle [—R, 0] est "contrebalancée” par la contribution
sur U'intervalle [0, R]).

2. Déterminons le centre de masse du systeme constitué de deux demi-cercles de rayons
R, r et de densités linéiques constantes Ag, A,
D’apres la question précédente, les centres de masses respectifs des demi-cercles ont
les coordonnées suivantes (Voir Figure 2.11])

G ( Qf) (2.26)

o (one (r-2)) o

La différentielle d’'une fonction & une variable f = f(x) est donnée, au premier ordre, par df =
fxz+dz) — f(z) = % dr = f'(x)dz. En ayant deux fonctions telles que f(x) = g(t) alors

la différentielle des deux membres, df (z) = dg(t), permet d’aboutir a % dx = dgd—(tt) dt autrement-dit
f(x)de = ¢'(¢) dt.
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Exercices avec solutions Centre de Masse : Systemes Continus

et les masses respectives sont

MR = )\RLR:TI'R)\R (228)
M, = A\ L,=mr), (2.29)

Par définition nous avons le vecteur position

0(0,0)

Fi1G. 2.11 — Centre de masse d’un systeme constitué par la superposition de deux demi-
cercles.

. MpOGn+ M, OG,

OG =
Mg + M,
ce qui conduit aux coordonnées
1
= — {RA 0+7rA x0 2.30
TG = Rap g, LARXO0ETA O} (2:30)

o e () e e (-2} e

ou encore finalement
2

; = 2 .2 2
G(O,R)\RJFMT L(RAR r)\r)—i—)\r(rR—i—r)]). (2.32)

Dans le cas ot 7 = R le centre de masse (2.32) se réduit a

G (0, ARJi - E O — A) + mr]) | (2.33)
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Exercices avec solutions Centre de Masse : Systemes Continus

par contre dans le cas ot A\g = A, le centre de masse ([2.32)) se réduit a

G<0 ! lz(R2—r2)+(rR+r2)}>, (2.34)

"R+7r |7

et enfin dans le cas o A\g = A\, et Ag = A, le centre de masse ([2.32)) se réduit a
G(0,R). (2.35)

3. Détermination du centre de masse de 'arc de cercle AB :
Voir Examen 2014 (Section BIT)).

2.2.7 Exercice (Centre de masse d’un disque circulaire)

1. Déterminer le centre de masse g(z4,y,) d'un demi-disque de rayon R et de masse
surfacique constante o.

2. Soit le systeme constitué de deux demi-disques de rayons R et r, de densités de
masses surfaciques constantes respectives og et o, (voir figure). Déterminer le centre
de masse G(zq, yg) du systeme dans les cas suivants :

(a) op #opyet R#r (b)og=o0,et R#r, (c)or#o,et R=r, (d)og=o0,et R=r.

(0, R)

\J

F1G. 2.12 — Demi-disque et systeme constitué par la superposition de deux demi-disques.

2.2.8 Solution exercice (Centre de masse d’un disque circulaire)

1. Détermination du centre de masse g(x,,y,) d'un demi-disque de rayon R de masse
surfacique constante o :
En utilisant les coordonnées polaires, il est possible de montrer que la masse est

R T
M://dmza//ds:a/ rdr/ df = o mR?/2
D D 0 0
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alors que les coordonnées du centre de masse sont

iy
Ty, = — rdm,
g9 M D

1
Yo =77 / /D ydm,
ou encore

2 _
Tg = 7TR2/2 //rcos&ds—ﬂRQ/ dr/ cos@df = 0.

- 2 2 R? AR
ygzO’(ﬂ'RQ/Q)//rsuledS_w_RQ er/ 31n0d9—7TR2 3 [(— 1)((308#—(:030)]:3_%.

Finalement

9(0,4R/37). (2.36)

2. Détermination du centre de masse G(zq,yq) du systeme constitué de deux demi-
disques de rayons R, r et de densités de masses surfaciques constantes oy et o,.
D’apres la question précédente, les centres de masses respectifs des demi-cercles ont
les coordonnées suivantes (Voir Figure 2.13))

AR
GR (0 T+ 3_71') (237)

(o) o

et les masses respectives sont :

2
MR = O'RSR: (%) OR (239)
2
M, = 0,8, = (%) 7, (2.40)

Par définition nous avons le vecteur position

. MpOGn+ M, OG,

OG =
Mg + M,
ce qui conduit aux coordonnées
1 2 2
1 4R 4r
= ——  |R% — 20, (1 — — 2.42
va R20p + %o, { (T+ 37r) e (r 3#)} (242)
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Fiag. 2.13 — Centre de masse d’un systeme constitué par la superposition de deux demi-
disques.

ou encore finalement

G (o L [7’ (R*or +1r%0) + 1 (RPop — r3ar)]> : (2.43)

"R20p + 120, 3

Dans le cas ot 7 = R le centre de masse (2.43) se réduit a

G (0, R+ —+ {‘TR - JD : (2.44)

3m |ogr + 0,

par contre dans le cas ot g = 0, le centre de masse (Z43)) se réduit a

1 4
G (0, m |:7" (R2 + 7’2) + g (R3 - 7’3):|> , (245)
et enfin dans le cas ol g = 0, et R =7 le centre de masse (2.43)) se réduit a
G(0,R). (2.46)

2.2.9 Exercice (Centres de masses de plaques rectangulaire et
triangulaire)

1. Soit une plaque rectangulaire de densité de masse surfacique o dont les sommets sont
situés aux points A(3,1), B(—1,1), C(—1,—-2) et D(3,—2). Déterminer le centre de
masse G(zq,yq) de la plaque dans les cas suivants :

(a) o0 = 0¢ = cte (b) 0 = o¢ (2% + 9?).

2. Soit une plaque triangulaire de densité de masse surfacique constante x et dont les
sommets sont situés aux points A(2,1), B(—1,0) et C(3,—2). Déterminer le centre
de masse g(z4,y,) de la plaque.
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v y
B(~1,1) T A(3,1) A(2,1)
A
> | s x
C(-1,-2) D(3,-2)

F1G. 2.14 — Plaques rectangulaire et triangulaire.

2.2.10 Solution exercice (Centres de masses de plaques rectan-
gulaire et triangulaire)

1. Soit une plaque rectangulaire de densité de masse surfacique o dont les sommets sont

situés aux points A(3,1), B(—1,1), C(—1,—2) et D(3,—2). Détermination du centre

de masse G(z¢, yq) de la plaque rectangulaire de densité de masse surfacique o dont
les sommets sont situés aux points A(3,1), B(—1,1), C(—1,—-2) et D(3,-2) :

(a) Casou o = cte :
e LaMasse : M = [ [ dn =0 [ [,ds =05 est exprimée en fonction de la
surface S telle que :

S = //Dds=/ida;/12dy: M:Ml_z: [3—(—1)} [1—(—2)] =12

La frontiere du domaine D est constituée des segments (AB) et (C'D) paralleles
al’axe (OX) ainsi que les segments (BC') et (AD) paralleles a I'axe (Oy) , ce qui
a pour conséquence que les bornes des intégrales en coordonnées cartésiennes
soient constantes et ainsi les deux intégrales soient completement découplées
(indépendantes).

e Le centre de masse : Les coordonnées du centre de masse sont

1
xG:M//Dxdm,
yG_M Dy m,
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ou encore

1 3 ! 1 1 8
//xds-— _1xda:/ dy— [ ]1[y}_2—ﬁ><§><3—
1 3 ! y2 1" 1 —3 1
ds=— [ d dy = — Tl == xd4x —=—2,
as//ys 1x/ﬂz’ 42}2 2t 2

Finalement |
G (1, —5) . (2.47)

On remarque que ce résultat peut étre obtenu en déterminant I'intersection des
deux diagonales (AC) : yi(x) = (3x —5)/4 et (BD) : yo(x) = (—3x + 1) /4, tel
que y1(z) = yo(z).

Cas ol 0 = gq (22 + y?) :

e La Masse : est exprimée par l'intégrale

M::/AWF%/LM+ﬁ%

3 1 3 1
= 0’0/ a:2dx/ dy + 00/ d:v/ y?dy = 00(28 + 12) = 400, (2.48)
-1 -2 -1 -2

e Le centre de masse : Les coordonnées du centre de masse sont

1
:EG:M//Dxdm,
_i//d
yG—M Dy m,

ou encore

xG—M//xaox—i-ydxdy— {/xdx/dy—i—/xdx/ydy}

8 9
= - =2 ~1.
m{4 3+6xﬂ -~ 180

yG:M//yaox+yd:Udy— [/xdw/ydy—ir/dx/ydy]

= 40{6' (— 3)+4><(—%§)}__ =02

Finalement o 2
227 2.49
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2. Déterminons le centre de masse g(z,,y,) de la plaque triangulaire de densité de masse
surfacique constante x et dont les sommets sont situés aux points A(2,1), B(—1,0)
et C(3,—2). Pour ce faire nous allons décomposer le domaine d’intégration D en
deux domaines triangulaires Dy : (ABN) et Dy : (ANC) tel que D = Dy U Dy. Les
frontieres du domaine D sont les segments d’équations (BC) : y;(z) = (—z — 1)/2,

(AB) : ya(x) = (x+1)/3, (AC) : y3(z) = (=3 + 7).

e La Masse : M = [ [ pdm = xS est exprimée en fonction de la surface
2 v2(w) 3 y3(z)
S://ds://ds+//d8:/dx/ dy—ir/d:v/ d
D Dy D2 -1 y1(z) 2 y1(z)
2 3
— [ drln@ - n@]+ [ delp) - n)
—1 2

2 5 5 3 5 15
_ 0 2 2 ) o5 2.
/_ldas<6x~l—6)+/zda:( 2x+2) 5 (2.50)

Les frontieres du domaine triangulaire D est constitué de segments (AB), (AC) et
(BC) inclinés, ce qui a pour conséquence que les bornes des intégrales en coordon-
nées cartésiennes soient des fonctions de la position x et ainsi les deux intégrales (par
rapport a x et y) soient couplées (dépendantes).

e Le centre de masse : Les coordonnées du centre de masse sont

iy
Ty = — xdm,
g M D

ainsi
X 1
Ty = —5 xds:— xdx dy + xdxdy
D1 D2
y2(z ys(x
= / xdm/ dy+/ xdx/
yl(x
) 5) 15
= /_1da:(6:c —|—6:c) /de(—ix —|—?x)
de plus

= Xs//ws— (IREIRED
( / ydy+ [ e /yl ydy>

[ e (oo = @)+ [ de (s ~ i)}

Ul — Ot~

[\’)I»—t
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g <§ —%> . (2.51)

En fait géométriquement, le centre de masse s’obtient en dessinant la médiane (AF)
issue du sommet A et en prenant F'g = AF'/3, on obtient :

F<xF:M:1,xF:M:_1)

Finalement

2 2

de sorte que I’équation cartésienne de la droite soit (AF') : y = 2x—3. Les coordonnées
du centre de masse vérifient cette équation y, = 2z, — 3.

Ya

Fi1c. 2.15 — Centre de masse d’une plaque triangulaire de densité de masse surfacique
constante.

2.2.11 Exercice (Centres de masses d’une Couronne ainsi que de
segments a deux bases et a une base)
1. Déterminer le centre de masse G(z¢,ye) d'une plaque sous forme d’'un secteur de
couronne de densité de masse surfacique constante o (voir figure 216l : & gauche).

2. Considérons une plaque sous forme d'un demi-disque de rayon R et de densité de
masse surfacique constante y. Celle-ci est découpée en deux plaques : supérieure
(segment a une base) et inférieure (segment a deux bases)

(a) Déterminer le centre de masse n(z,,y,) de la plaque inférieure.

(b) Déterminer le centre de masse g(z,,y,) de la plaque supérieure.
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\J

0
F1G. 2.16 — Couronne et segments a deux bases (jaune) et a une base (bleu).

2.2.12 Solution exercice (Centres de masses d’une Couronne ainsi
que de segments a deux bases et a une base)

Y )
A A
— 2 2
vy = R*x__---.._
/ “ ~~
/ 'ﬁ §~
| 'l §~
| P Rsina . .
\ 3 h 9 V2 ‘
] 2 N
\\ | : " RN
E I\
N ! ’ E .
I 2° B
0 . - [
| ,“*.,»‘ '
N N R 1
| N ! Sl '
| T s ol
-_ —> L p
—R —Rcosa (0] Rcosae R (0] x

Fi1ag. 2.17 — Segment a deux bases subdivisé en trois sous domaines : vert, jaune et gris.

Segment & une base (gris).

1. Détermination du centre de masse G(x¢,ys) d’'une plaque sous forme d’un secteur
de couronne de densité de masse surfacique constante x (Voir Examen de Rattrapage
2009-2010, section B.4]).

2. Considérons une plaque sous forme d'un demi-disque de rayon R et de densité de
masse surfacique constante o. Celle-ci est découpée en deux plaques : supérieure
(segment a une base) et inférieure (segment a deux bases)

(a) Détermination du centre de masse n(x,,y,) de la plaque inférieure :
Le domaine total D est subdivisé en trois domaines D; (vert), Dy (jaune) et Dj

(gris) tel que D = Dy U Dy U Ds.
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S

e La Masse : M = [ [, dm = 0 S est exprimée en fonction de la surface

//ds—// ds—l—// ds+// ds
Dy Do D3
Rcosa VR2 22 Rcosa Rsina VRZ 22 7:132
/ dx/ dy+/ dx/ dy+/ dac/
—-R 0 —Rcosa Rcosa

—Rcosa Rcosa
/ dx vV R?* — 22 —l—/ dxr Rsina +/ de vV R? — 22 (2.52)

R —Rcosa Rcosa
NS >

N~ V ~
=1 =I5 =I3

Nous pouvons remarquer que I; = I3 (en posant x = —X). Pour calculer, d'une
part, I3, effectuons le changement de variable x = Rsint, pour avoir

w/2
I; = / (dt Rcost) Rcost = —/ dt(1 + cos 2t)

/2—a /2—a
R? 7r R*17 . /2
= [——(——a)} +——|:Sln2t]
2 12 2 22 T/2—a

ce qui donne finalement

R? sin 2o
I3 = — — = 1. 2.53
s 2 (a « ) ! ( )
D’autre part, le calcul de I, est direct
I, = R?sin2a. (2.54)

L'utilisation de (2.54) et (Z53)), nous permet de calculer la surface totale

in 2
S = R? (a M O‘) . (2.55)

«

Nous remarquons que
lim S = - (demi-disque)

et

a—0

e Le centre de masse : Les coordonnées du centre de masse sont

1
xn—M//Dzvdm,
yn_M Dy m7
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ainsi
r, = 0 (L’axe (OY) est de symétrie)
de plus
Rcosa VR2—22 Rcosa Rsina R VR2—z2
yds-/ / ydy+/ da:/ ydy—ir/ dw/ ydy
USl , \—Rcosa 0 , J Rcosa 0
—7 —Js
Nous pouvons remarquer que J; = J3 (en posant x = —X ). Calculons 'intégrale
Ji
—Rcosa 2_ 2 —Rcosa
1 VR -z 1
J, = / dx — [gf} = —/ dx (R2 — x2)
_R 2 0 2 R
ce qui donne finalement
R (2 3
Ji = - (§ —cosa + COS?) a) = Js. (2.56)

D’autre part, le calcul de I est direct

Rcosa i 2 oin2 Rcos«
1 Rsina R
J, = / dm—[yz} :ﬂ/ dr
_ 2 0 2 _

Rcosa Rcosa

ainsi
Jo = R3sin’acosa.

L’utilisation de (2.57) et (Z5G), nous permet d’avoir

1 e 2 N cos® o + sin?
= c - —cosa sin” a cos
T Rr(armz) A3 3
R 2 N cos® a +gin?
n = ————>—~ |- —cosa sin” acos a
Y (Oé 4 sma2a) 3
Finalement
R [% —cosa + 52 COS 2 + sin acosoz]
n |0, 5 (2.57)
[Oé + sma a}
Nous remarquons que
4R
lim y, = —  (demi-disque)
a—g 3
et
timy s, =0
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(b) Détermination du centre de masse g(z4,7y,) de la plaque supérieure :

e La Masse : M = [ [ pdm = oS, est exprimée en fonction de la surface
S telle que :

Rcosa VR2—22
Sy = //ds-/ / dy
Rcosa Rsina

Rcosa
= /_ dx (\/RQ* Rsin a)

R

—Rcosa
= / dz vV R? — 22 —R*sin 2a. (2.58)

R

g

Iy

L’intégrale I se calcule en effectuant le changement de variable = Rsint :

/22— T/2—a
I, = / (dt Rcost) Rcost = — dt(1 + cos2t)
a—7/2 a—m/2

= G [G-e) (5] gl

ce qui donne finalement

R? R?
I, = - (m —2a) + - sin 2a. (2.59)
L’utilisation de (2.59) nous permet de calculer la surface totale
R? R?
Sy = — (7 — 2a) — — sin 2a. (2.60)
2 2
Nous remarquons que
a—73
et e
hr% Sy = 7T2 (demi-disque).
De plus, compte tenu de ([Z60) et (Z535) nous pouvons vérifier que
7rR2

Sdemi—disque Sl + SQ 2

e Le centre de masse : Les coordonnées du centre de masse sont

1
xg:M//Dxdm,
1
Yo = 37 Dydm,
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ainsi
z, = 0 (L’axe (OY) est de symétrie)
de plus
Rcosa VRZ—2?
Yo = 052 // yds = _/Rcosa /Rsma vy
_ 52 ZZZ dx % [ﬂ R:z; 2;2 ZC:SZ du [(R? — 2%) — R*sin® o

1 R2 2 Rcosa 1 Rcosa
= —(ﬂ/ d;z:——/ :1:de>
S2 2 —Rcosa 2 —Rcosa

ce qui permet d’aboutir a

1 [[(R?cos® « 1 47Rcosa
Yo = S_K—Q )@RCOW)‘EM_R@SJ

1 1
Yg = 5 {R?’ cos® a — g (2 R? cos® Oé):|

Le résultat s’écrit donc :

2R cos® a
9o T ’ sin2a |- (2:61)

—_— — a E—

2 2
Nous remarquons que

lim y, =0

a—7%
et AR

ilir[l) Yo =5 (demi-disque).

2.2.13 Exercice (Centre de masse d’une boule sphérique)

Déterminer les centres de masses des volumes suivants :
1. Une demi-sphere pleine de rayon R.
2. Un quart de sphere plein de de rayon R.

On suppose que la masse est uniformément répartie dans les volumes ( i.e que p = cte).
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xr

Fi1G. 2.18 — Cone, demi-boule circulaire, quart de boule et cylindre pleins.

2.2.14 Solution exercice (Centre de masse d’une boule sphérique)

Déterminons les centres de masses des volumes suivants :

1. Une demi-sphere pleine de rayon R :
e La Masse : On travaille en coordonnées sphériques (7,6, ¢) et on prend comme
origine le centre de la sphere. La masse totale M = [ [ [, dm = pV est exprimée en

fonction du volume (coordonnées sphériques (r = rsinfcos¢,y = rsinfsing, z =
rcosf et dv = r?drsin 6 df do)

V = ///de:/OR'r’er/OgsinedG/o%dqﬁ:@. (2.62)

e Le centre de masse : Les coordonnées du centre de masse sont

1
:z:g:M///Dxdm,
1
Yo =77 Dydm,
1
% =77 Dzdm.
ainsi

1 R z 2m
T, = L/// ydv = —/ 7“3alr/2 sin2(9d(9/ cosgpdp =0 (Le plan (YOZ) est de symétrie)
pV D V. Jo 0 0
=0

de plus

1 R z 2T
Y, = L/// ydv = —/ r3dr/2 sin29d0/ singdp =0 (Le plan (XOZ) est de symétrie)
pV D vV Jo 0 0

—_——
=0
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et enfin
p 2m
2g = p—v///zdv:—/ 3d7’/ sm@cos@dﬁ/ do
1 /R* 3
= — (= 2 2
2g v ( 1 > < cos 9 )( )
Finalement

g (0,0, g R) . (2.63)

2. Un quart de sphere plein de rayon R :
La seule différence avec le cas précédent est que (r=0— R,0 =0— 7/2,0 =0 —
/2 (il n’y a plus de plan de symétrie). Apres calculs montrer que

3 3.3
- R, -R, - . 2.64
o(3r5m2n) (264

2.2.15 Centres de masses d’un cylindre et cone pleins

e Cylindre plein

e
o = 5] [ Jvim
o= L] [ [an

Le volume du cylindre est décrit plus facilement en coordonnées cylindriques; on travaille
donc en coordonnées cylindriques (r, 0, z) et on prend comme axe (OZ) 'axe de révolu-
tion du cylindre, O étant le centre de la base du cylindre. La masse totale se calcule par

I'intégrale
M:p/// av.
D

L’intersection du plan z = a tel que 0 < a < h et du cylindre plein est un disque de
rayon r = R. Quelle que soit la hauteur 0 < a < h les disques ont le méme rayon R
(indépendamment de la hauteur a), ce qui fait que les intégrales sur les 3 variables 7, 6 et z
soient indépendantes. Dans ce cas, I'intégrale précédente se calcule de la maniere suivante :

R 2 h
M = p/ rdr/ d@/ dz = p(mR*h).
0 0 0
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%
v
<

F1a. 2.19 — Cylindre plein d’axe (OZ).

En utilisant les formules de passage entre coordonnées cylindriques et cartésiennes : x =
rcosf, y =rsinf et z = z, alors nous calculons les coordonnées du centre de masse comme

suit :
( P 1 R ) 2 h
xgzm///l)rcosﬂaﬂ/:m/ordr/o cos@d@/o dz = 0.
—
0 1 R ) 27 =0 h
= —— infdV = —-— d in 6 df dz = 0.
Ya p(wRQh)///Drsm V WRQh/O r r/o sin /0 z=0
=0
P 1 R /QF /h h
N dV = d do dz = —.
| p(wR2h>///Dz wR%/o A
Finalement

G(0,0,h/2)

e Cone plein
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X

F1G. 2.20 — Cone plein d’axe de révolution (0OZ).

1. Volume du cone :

Le volume total se calcule, en coordonnées cylindriques (r, 0, z), par I'intégrale triple :

V:///DdV:///Drdrdez.

En fixant la hauteur a z, on integre sur les variables 6 : 0 — 27 et 7 : 0 — r(2),

h r(z) 2m h
V = /dz/ Td’/’/ dﬁz/ dz mr(z)]?
0 0 0 0
r

()

R . .
avec tana = — = , ce qui conduit a
z

h  h-—
r(z) =5 (h2)
Ainsi
TR* (" TR? (—1) " 7 R?
V= — [ dze(h—2=—2|(h—2)° =—Z=(0-A°
W Jy BT 3{( Z)L 3h2( )
soit R
Veone = d 3 (265)
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2. Masse du cone
Nous avons M = [ [ [, dm = py [ [ [, dV = poVeone, ce qui donne, compte tenu de

Y

pomR?h
3

o = L[] [ ram
o =) [
Sy

En utilisant les formules de passage entre coordonnées cylindriques et cartésiennes :
x =rcost, y = rsinf et z = z, alors nous calculons les coordonnées du centre de
masse comime suit :

3 h r(z) ) 2w
szh///de_ﬂ-R2h/0 dz/o r dr/o cos fdf = 0.
—_—

=0

RZh///de_ﬂ'RZh/ dz/ r dr/ sin 0df = 0.
— %
g = ”RQh///ZdV_WRQh/ dzz/ / deo
9 3 wR? 9
= ’/TRQh/O dzzmr(2)]” = o /Odzz(h 2)
3 h h h
= —3{h2/ zdz—?h/ szz—l—/ z3dz}
h 0 0 0
3[4 (h? h3 h*
= = —9 =
w1 (5) - (5) (5
1 2 1 h
= 3”(5‘5*1)—1

Geone (0,0, h/4) . (2.67)

M = (2.66)

3. Centre de masse :

Finalement
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2.3 Angles d’euler

2.3.1 Exercice (Cosinus directeurs et Angles d’euler)

e Partie A : Dans le but de paramétriser 'orientation d’un repére orthonormé R =
—, = 7y , . . .. < N
{0, i, j, k } attaché a un solide (corps rigide) par rapport a un repere absolu
ﬁ
R ={0, i, j, k}, nous allons utiliser, dans un premier temps les 9 cosinus direc-

teurs.
- e
i} cosfyy cosbia cosbis i}
j | = | cosby cosba cosbas j (2.68)
=, —
L cosbflz; cosfzy cosbss L
z
21
%)
Y1
fer TS -
I\
x 1
Rotation R, (1)) Rotation R, (0)

Fia. 2.21 — Angles d’Euler.

— Sachant que les deux reperes R et R sont orthonormés, écrire les contraintes sur
les cosinus directeurs.

— Déduire le nombre de parameétres indépendants pour fixer 'orientation de R’ par
rapport a R.

e Partie B : Dans cette partie, nous allons choisir comme parametres indépendants pour
fixer orientation de R par rapport a R les 3 angles d’euler v, 6 et ¢. Pour passer
de R & R', on définit 3 rotations successives R, (v), Ry, (0) et R.,(¢) comme indiqué
sur la figure.

!

I T i) T T
- Sachant que |y | =R(¢) [ v || w2 | =Ru(0)| wn | et| v | =
2 2 29 21 2
L2
R..(¢) | v2 |, déterminer les matrices de rotations R,(¢), R.,(0) et R.,(¢).
22
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F1a. 2.22 — Cosinus directeurs des axes respectifs (OX’), (OY’) et (0Z').

— Déterminer la matrice de rotation complete A = R,,(¢)R., (0)R.(¢), qui permet
de passer du repeére R au repere R’ et déterminer la matrice inverse A1,

2.3.2 Solution Exercice (Cosinus directeurs et Angles d’euler)

e Partie A : Dans le but de paramétriser 'orientation d’un repere orthonormé R =
— = 7y PN . .. N N
{0, i, j, k } attaché a un solide (corps rigide) par rapport a un repere absolu
ﬁ
R={0, i, j, k}, nous allons utiliser, dans un premier temps les 9 cosinus direc-

teurs.
- e
? cosfyy cosbia cosbis ]
— —
5 | = | cosby cosla cosbas J (2.69)
=, -
L cosblz; cosfzy cosfss L

\ / ’ ’
— Sachant que les deux reperes R et R sont orthonormés, nous avons par conséquent
d’une part

et d’autre part

=
.7 =
—>

jg .k =0
> =

k.i =0

ce qui conduit respectivement aux contraintes

cos? 01 + cos® 01y + cos’ b3 = 1 (2.70)
cos® g1 + cos® gy + cos® Oy = 1 (2.71)
cos® 031 + cos® O30 + cos? b33 = 1 (2.72)
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ainsi que
cos 011 cos Oy1 + cos 015 cos O + cos i3 cosby3 = 0 (2.73)
€08 a1 cos 031 + cos oy cOs O35 + cos a3 coslzz = 0 (2.74)
cos 031 cos 811 + cos O35 cos B3 + cos a3 cosBi3 = O. (2.75)

— Déduisons le nombre de parametres indépendants pour fixer 'orientation de R’ par
rapport a R :
Le nombre total de cosinus directeurs est 9 et le nombre total des contraintes est

6 [norme : relations (Z70), (Z71) et (Z72)) ; orthogonalité : relations (2.73)), (2.74)

et (270)], ce qui donne un nombre de cosinus indépendants
9—-6=3.
e Partie B : — Déterminons les matrices de rotations R,(¢), R, (0) et R,,(¢) :
Voir examen 2012, section (3.3]).
— Déterminons la matrice de rotation complete A = R,,(¢)R., (0)R.(¢), qui permet

de passer du repere R au repere R’ et déterminer la matrice inverse A=! :
Voir examen 2012, section (3.5]).

2.3.3 Démonstration que A~! = A’ pour une transformation or-
thogonale

e Méthode 1 :

Soit une rotation a 3D représentée par une matrice A, telle que

’ 3
Ty A An Ags L1 " A
X/ =AX = ZL‘; = A21 A22 A23 T = i ]z:; " x]7(276>
Ty Azt Az Ass x3 1=1,2,3

La rotation conserve les modules des vecteurs, avant et apres rotation, de telle sorte que
X =[x |
(21)" + (22)" + (23)" = (21) + (22)" + (z3)°

3 3
Z rix; = Z T, T, (2.77)
i=1 i=1

En utilisant (2.76]) dans (Z.77), nous obtenons I'expression suivante

3 3 3 3
Z r;x; = Z <Z A fL‘k) (Z Ay $l>
i=1 k=1 =1

1

S (Z A A) -

=1 1=1 \i=1
3 3 3

= ZZ Z(At)kiAil Ty T (2.78)
=1 1=1 Li=1
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L’expression du carré du module de z peut se mettre aussi sous la forme (2)

3
E E Oy = 0112121 + 0121 T + 01371 X3

k=1 I=1
+521 To X1 + 522 To Lo + 523 To X3

+031 T3 1 + 032 T3 To + 033 T3 T3

= (21)* + (22)* + (23)* = le x;. (2.79)

ou bien de fagon plus "professionnelle”

3 3 3
E E 6kl xl xk — E E 5]€l Il xk . tous les termes de la somme entre parentheéses sont nuls sauf quand | = k

k=1 =1 k=1 \I=1
3 3
- E ‘/I/‘k xk - E :'UZ :L'z . indices muets (280)
k=1 =1

L’identification entre ([2.78)) et (2.80) nous permet de montrer que le produit de A avec
sa transposée est égal a I'unité

3

=1

D’autre part, nous avons aussi
ATTA=1. (2.82)

L’identification entre (2Z.81]) et (2Z.82) nous permet finalement d’écrire

AT =AY

e Méthode 2 : (Méthode équivalente a la précédente)

X'X=X)X=(AX)(AX)= (X'A) (AX) = X' (A'A) X = A'=A" car A'A=1(2.83)
. >y

~
Ix)2=11x"]12 =1

2Symbéle de Kronecker
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2.4 Moment d’inertie (par rapport a un axe)

2.4.1 Exercice (Moment d’inertie d’une tige linéaire)

Soit une tige linéaire de densité de masse constante A\ et dont les extrémités sont situées
aux points A(0,a/2,0) et B(0,—a/2,0) (a € R).

F1a. 2.23 — Une tige linéaire [AB].

Déterminer les moments d’inertie da la tige, par rapport aux axes :

(a) (0X), (b) (OY), () (02), (d) (OM) € plan(XOY) et (OX,0M) = /4.

2.4.2 Solution exercice (Moment d’inertie d’une tige linéaire)

Soit une tige linéaire de densité de masse constante A\ et dont les extrémités sont situées
aux points A(0,a/2,0) et B(0,—a/2,0) (a € R).

d Y,
| |
| A
N T s d “““““““““ ///
\ : LY dy. yi """""" F-Ar e
\\\ /"—"«> Y 7 ’é\/,/\fg
oo i SANCTA Yy @,/_,: ____________ X
B P /O\ \F(O7 y70) A Q/V ,’/ - e O
- [ e
_____________ PCURUIR N P
‘B

Fi1Gc. 2.24 — [’élément de longueur dy est situé aux distances y, 0 et r des axes respectifs
(0X), (OY) et (OM).

Déterminons les moments d’inertie da la tige :

1. 1 (o)
Le moment d’inertie élémentaire par rapport a I’axe (ox) d’'une masse infinitésimale
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dm(0,y,0) est dl(oy) = dmr? = Xgdyy? de sorte que le moment total soit I(,,) =
fD df(ox), ainsi

> AT 415 A
Ly = A 24 :—[3} = 203, 2.84
(ox) o/_ Yy ay 3y s 12@ ( )

(N

Nous pouvons écrire en fonction de la masse de la tige M = A\ga

M
[(Oz) = E CL2. (285)

2. I(oyy = 0 car la distance d’une masse infinitésimale dm, située au point F'(0,y,0), a
'axe (oy) est nulle.

3. I(oz) = Loz car la distance de la masse infinitésimale dm, située au point F'(0,y,0),
a l'axe (0z) est y.

4. I(OM)

e Méthode 1 : procédons par étapes
(a) Choisissons un point quelconque N (X, X) de la droite (OM) : y = x.

(b) Calculons la distance

R=| FN = VX7 +(y = X7

(¢) Pour calculer la distance || F'Ny || (entre F' et sa projection orthogonale Ny (X, Xo)
sur (OM)), minimisons la distance

(ﬁ) X X)
dX)x_x, VXZ+@y—Xo?

ce qui conduit a Xy = y/2.

(d) Calculer le carré de la distance

r* = R* (X = X)

Il
1
VS

o |
N
N

+
/N

<

|
N <
N
[\
—_

Il
CIA

(e) Le moment d’inertie est donné par

Pyt o A
Tomy = /df(OM):/meQZA/ %dy:%:?za?’. (2.86)
D D _

N

e Méthode 2 : Dans le triangle rectangle (OF Ny) nous avons sinf = r/y
ainsi la distance est obtenue directement r = y sin /4 = y(v/2/2).
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F1aG. 2.25 — Demi-disque de densité de masse surfacique constante.

2.4.3 Exercice (Moment d’inertie d’un demi-disque)

Soit un demi-disque de densité de masse constante A\ et de rayon R.
Déterminer les moments d’inertie du demi-disque, par rapport aux axes :

(a) (0X), (b) (OY), (c) (02).

2.4.4 Solution exercice (Moment d’inertie d’un demi-disque)

Détermination des moments d’inertie du demi-disque :

1. I(OI)
Le moment d’inertie élémentaire par rapport a I'axe (oz) d’une masse infinitésimale
dm(0,y,z) = dm(0, pcos®, psinb) est dl(,,) = dm p* = og pdpdb p* de sorte que le
moment total soit I(oz) = [, d(on), ainsi

R4
Iiowy = 00/ p dp/ dQ—UOL (2.87)

Nous pouvons écrire en fonction de la masse de la tige M = oo wR?/2

M
Tow) = R (2.88)

Le moment d’inertie élémentaire par rapport a 1’axe (oy) d'une masse infinitésimale
dm(0,y,z) = dm(0, pcosb, psinf) est dl,y) = dm z* = oo pdpdf (p sind)? de sorte
que le moment total soit [, f p QL (oy), ainsi

R4
Loy = / p dp/ sin 9d9—00/ p d,o/ 1—cos29)9d9—ao( ) <—) (2.89)
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Fi1c. 2.26 — Demi-disque et élément de surface infinitésimal en coordonnées polaires.

3. Lioz)
Le moment d’inertie élémentaire par rapport a 'axe (0z) d'une masse infinitésimale
dm(0,y,z) = dm(0, pcos B, psinf) est dl oy = dmy® = oo pdpdf (p cos0)? de sorte
que le moment total soit I(,.) = [, dl(os), ainsi

R T R ™ 1 R4 T
Iy = ag/ 0’ dp/ cos? 0 df = ao/ 0’ dp/ —(1+cos20)0df = o | — (—) (2.90)
0 0 0 0o 2 4 2

Nous remarquons que
02y = I (oy)

et que
Lio2) = L(ow) + L(oy)

car, en vertu du théoreme de Pythagore, la distance de la masse infinitésimale dm,
située au point dm(0,y, z) = dm(0, pcos b, psin @), a laxe (ox) est telle que (voir Fig

2.246))
p2=y2+y2 = /dmeZ/dmyZ—l—/dmyQ.
D D D

2.4.5 Exercice (Moment d’inertie d’une boule)

Déterminer les moments d’inertie des volumes suivants :
par rapport aux trois axes :

(a) (0X), (b) (OY), (c) (02).

Remarque : Les masses sont uniformément réparties sur les trois volumes (py = cte)
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X

F1c. 2.27 — Boule, cone et cylindre pleins.

2.4.6 Solution exercice (Moment d’inertie d’une boule)
Déterminons les moments d’inertie, par rapport aux trois axes, d’'une boule dont la

masse est uniformément répartie (coordonnées sphériques) :

1. 1 (0z)
Le moment d’inertie élémentaire par rapport a 'axe (0z) d'une masse infinitésimale
dm(z,y,z) = dm(rsinf cos ¢, rsin 0 sin ¢, r cos 0) est

dl(oz) = dm 7’(2033) = poridr sin 0 df do(z® + y*) = po r’dr sin 0 df de(r® sin® 6)

de sorte que le moment total soit I(o) = f d1 oz, ainsi

21
Iy = ,00/ r dr/ sin 9d9/ do.

En procédant i la linéarisation sin® 6 = (3 sin @ — sin 30) /4, il est possible de montrer

que
2 2
Iy = gMR , (2.91)
ou la masse de la boule est donnée par
4
M = pg §7r R?.

Pour la boule de masse uniformément répartie, toutes les droites passant par 'origine
sont équivalentes physiquement, ainsi nous pouvons déduire par symétrie que

LTtow) = Lioy) = L(02)-

Les étudiants motivés sont invités a faire les calculs (quelque peu fastidieux) pour
vérifier un tel résultat.
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Pour ce qui est du cylindre plein voir Examen 2009 (section (3.])) et pour ce qui est
du cone plein voir I'Examen Remplacement 2012 (section (3.7])) ou un tronc conique est
traité (le passage des moments d’inertie du tronc conique vers ceux du cone sont obtenus
grace a la prescription a = b).

2.4.7 Exercice Supplémentaire (Moment d’inertie d’un rectangle)

1. Soit le rectangle ABCD, de masse uniformément répartie, représenté sur la figure

gauche de ([2.28)).

F1a. 2.28 — Rectangle de densité de masse surfacique constante. Balai constitué d’un rec-
tangle et d’une tige linéaire.

Déterminer les moments d’inertie du rectangle, par rapport aux axes :
(a) (0X), (b) (0Y), (c) (AC).

2. Soit un balai sous forme d’une tige OM, de masse linéaire \qg = cte et de longueur
L = 8a, et d'un rectangle de densité de masse oy = cte (voir figure droite ([2.28])).
Déterminer les moments d’inertie du balai, par rapport aux axes :

(a) (0X), (b) (OY), (¢) (02).
3. Est ce que c’est plus facile de faire tourner le balai autour de 'axe (OZ) ou bien
(0Y)?
2.4.8 Exercice Supplémentaire (Moment d’inertie d’un triangle)

Soit un triangle ABC', de masse uniformément répartie, représenté sur la figure ([2.29).
Déterminer les moments d’inertie par rapport aux axes :

(a) (0X), (b)) (OY), () (02), (d)(04),  (e) (0B),  (f)(0C).
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B(—R/2,R\/§/2’)_ \

C(_R/2. —RV3/2)

Fia. 2.29 — Triangle ABC' dessiné a 'intérieur d'un cercle.

2.5 Tenseur d’inertie

2.5.1 Exercice (Tenseur d’inertie de solides continus)
Déterminer les tenseurs d’inertie en O, relativement au repeére orthonormé (O, zyz)

pour les solides de la section (2:2]) pour les systemes continus.

2.5.2 Solution exercice (Tenseur d’inertie de solides continus)

Les composantes du tenseur d’inertie en O, relativement au repere orthonormé (O, zyz)

d’un solide (corp rigide) sont
/ dm(y* + 2°) —/ dmzy —/ dmzxz
D D D

I=\ I, I, I, |= —/dea:y /de(:r:2—|—z2) —/deyz

—/dmxz —/dmyz /dm(:c2+y2)
D D D

En vertu du Théoreme de Pythagore, les distances 7(oz), T'(oy) €t (o) Tespectives d’un point
quelconque (z,y, z) aux axes (ox), (oy) et (0z) sont telles que (voir Fig (2.30]))

T?oa:) (y2 + ZQ) (292)
r?oy) = (2% +2%) (2.93)
T%OZ) = (2 +97) (2.94)
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ce qui permet de vérifier que les éléments diagonaux du tenseur d’inertie ne représentent
en fait que les moments d’inertie

I, = / dm (y* + 2%) = Iop (2.95)
D

I, = / dm (2% + 2%) = I,y (2.96)
D

I, = / dm (562 + y2) = l(o2) (2.97)
D

e Tige linéaire : Par exemple déterminons le tenseur d’inertie de la tige [AB] de la

Fic. 2.30 —

section (2.4.2). Rappelons que 1’élément de masse élémentaire dm = Ay dy est placé au
point (x = 0,y,z = 0). Comme les éléments diagonaux ont déja été déterminés, nous
allons nous focaliser sur les éléments non diagonaux (Produits d’inertie)

I, :—/dmxy:—/)\dy xz y) =0
v : D(o )(\:,0_,)
I, = —/dmmz:—/ Xdy)((xz 2z )=0
: D(o )(\:0,\:0,)
IZ:—/dmyz:—/)\dy z y)=20
y . D(o )(\6,)
Finalement
Ma2 00
I=10 0 0 (2.98)
0 0 #a?
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Chapitre 3

Examens types avec solutions

3.1 Examen 2009-2010

3.1.1 Probleme (12 points)

- — —
Dans un repere orthonormé (O, ¢, j, k), considérons un cylindre plein de densité de
masse constante pg, de hauteur h et de rayon de base R (voir Figure B.1]).

z

e

L-l ;

Y

Fig. 3.1 -

1. Calculer les coordonnées du centre de masse G(zg, ya, 2G)-

2. Calculer les composantes du tenseur d’inertie en O, relativement au repere ortho-
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normé (O, zyz)

/dm(y2+z2) —/dmxy —/dmxz
D D D

w Ly | = —/dmxy /dm(wQ—l—zz) —/dmyz
Izz Izy [zz b b b

—/dmxz —/dmyz /dm(x2+y2)
D D D

On demande d’exprimer les composantes de I en fonction de la masse totale M du
cylindre.

3. En utilisant le Théoreme de Huygens-Steiner, déduire le moment d’inertie par rapport

a l'axe (GX), tel que (GX)//(Ox).
4. Dans le cas ou le cylindre tourne avec une vitesse angulaire w autour de 'axe (Ox),
calculer dans (O, 7, 7, ?) :
(a) L’énergie cinétique E. du cylindre.
(b) Le moment cinétique ZZ du cylindre (par rapport a O).

(c¢) En fixant la masse M, que devient les deux grandeurs précédentes dans les cas
suivants :

i. Casou R — 0.
ii. Casou h — 0.

Rappels :

2m 2 2
dxdydz = rdrdfdz, / sin? 0 df = / cos’>0df =, / sinf cosfdf =0
0 0 0

3.1.2 Exercice (08 points)

Dans un plan muni d’un repére orthonormé (O, 7, 7), considérons n particules ponc-
tuelles, de masses identiques m, situées respectivement aux points A;(a,b), As(2a,b), - --
, An(na,b) et considérons la droite (A) d’équation y = —gx + b, o a et b sont deux
constantes strictement positives (voir Figure B.2).

1. Dans le but de calculer la distance d;, du i®¢ point A, (ia, b) & la droite (A), procéder

par étapes :
(a) Choisir un point arbitraire de la droite C'(X, —2X +b) € (A).
—_—
(b) Calculer la distance R(X) = ||A;C||, entre C' et A;(ia,b).

(c¢) Déterminer la valeur particuliere X, qui minimise la distance R.
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d) Déduire que d; = R(Xj) s’écrit sous la forme (i ), ol o est une constante a
( q :
déterminer.

2. Calculer le moment d’inertie I o) du systéme des n masses ponctuelles, par rapport
a la droite (A).
On donne :
2n+1)(n+1)n
6

=1

3. Dans le cas ot n = 1, que devient 'expression de [(x) 7

Fic. 3.2 -

3.2 Corrigé Examen 2009-2010

3.2.1 Probleme (12 points)

1. Centre de masse :

1 1 1
Wite] M /[')ZE m, Yag Vi /Dy m, Zzqg Vi L zam
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En utilisant les coordonnées cylindriques :

R 27 h
M:p/ dV:p/ ’I“d?“/ d@/ dz = p(mR*h).
D 0 0 0

p 1 R 9 27 h
xG:m/IDTCOSGdV:m/O rd’r/o cos@dﬁ/ﬂ dz = 0.
—_—

=0

p 1 R ) 21 h
= — infdV = d in 6 do dz = 0.
Ya p(’]TRZh> /D T S 7TR2h /0 rear \/0 Sin /0 z
=0
p 1 R /27r /h h
= — dV = d do dz = —
\ zZG p(’n’R2h)/[v)Z WRQhA rar ; ; zZaz 9

Finalement

G(0,0,1/2)

2. Tenseur d’inertie :

(a) Eléments diagonaux :

I, = /dm(y +2%) = /(prdrdez) (r*sin® 60 + 2°)

2 2 R2  p2
= </ dz/ 3dr/ sin 9d0+/ 2dz/ rdr/ d9> p7rR2h) (Z—l—?),

I, = /dm(x +z):/ (prdrdfdz) (r* cos® 6 + 2%
D

h R 27 h R 27 R2 h2
= p (/ dz/ r3dr/ cos? 0do + ZQdZ/ rdr/ d@) =M (— + —) ,
0 0 0 0 0 0 4 3

I. = /dm(x +1y?) = /(prdrd@dz) 2

27 2
= /dz/ 3d7’/ d@—MR
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(b) Produits d’inertie :

I, = —/dmxy:/ (prdrdfdz) (r* sin 6 cos 6)
D D

h R 27
— —p/ dz/ r3d7"/ sinf cos8df = 0
0 0 Jo

=0
2 R
I,. = —/dmxz:/ (prdrdfdz) (zrcosf) = p/ zdz/ 2d7"/ cosdf = 0
D D 0 0

\—,_/
2 R
I,, = —/dmxz:/ (prdrdfdz) (zrsinf) = ,0/ / / sin 0df = 0
D D 0 0 0
—0
Finalement
2 h2
M (% + g) 0 0
i~ o M(2+2) 0 (3.1)
M R?
0 0 2

3. Moment d’inertie par rapport a ’axe (GX) :
Théoreme de Huygens-Steiner

h 2
lox) = Liax) + M (5)

R\ 2 R? ]2 h2

o) =t at (5) =r (5 ) - ()
M h2
Laxy = T (32 3)

4. Dans le cas ou le cylindre tourne avec une vitesse angulaire w autours de I'axe (Ozx),
— — —
calculons dans (O, i, j, k) :
(a) L’énergie cinétique E, du cylindre :

R?2 | B2
M(Z+5) 0 0 }
1 2 2 €T
E. = é(wx wy w, )| 0 M(RT-I—% 0 w,
M R? ws
0 0 5
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Le vecteur vitesse angulaire w = me + wy7 + wZ? —wi
M(2+2) 0 0
1 2 2 w M2 R2 h2
R | b
Eo= 5(w00)|0 M(T+?) 0 0| =" (Z+§)
0 0 M R? 0
2
(b) Le moment cinétique L_O) du cylindre (par rapport a O) :
Lo = 1@
R2 | K2
L M<T+?> ’ : w Mw(R—z—l—’ﬁ)
z 2 2 4 3
L, | = |0 M(2+2) 0 0 | = 0
L. . . M R? 0 0
2
R* h?
Lo = Mo +)T

(c) Limites dans les cas :

i. Casou R — 0 :

ii. Casouh — 0 :

3.2.2 Exercice (08 points)

1. Distance d; (du i®™° point A;(ia,b) & la droite (A)) :
(a) Calcul de la distance entre C(X, —2X +b) € (A) et A;(ia,b) :

R(X) = H@H = \/(m—X)2+ (b+§X—b)2 = \/(z’a—X)2+ <g>2x2.
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(b) Valeur particuliere X, qui minimise la distance R :

(dR)

—2(ia — Xo) +2 (%

)X
QW_XO A ) X2
(

= (ia—Xo) =

Xo =

(c) Distance d; :

d; = R(Xo)
_ ) ~1/2
A
e ia N <‘) (i)
— za——b 5 —b 72
1 - b
O 0]
Finalement
d —’i()éo,
avec
- 5 ~1/2
a b? b
g = a— + - _

or
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Examen 2009-2010

](A) = m(ao

Finalement

3. Lecasoun=1:

66



Examens types avec solutions Rattrapage 2009-2010

3.3 Rattrapage 2009-2010

3.3.1 Probleme (10 points)

Dans un repére orthonormé (O, 7), 7, ?), considérons une plaque rectangulaire de
densité de masse constante oy et de sommets A;(a/2,0/2,0), As(—a/2,b/2,0), As(—a/2,—b/2,0),
Ay(a/2,—b/2,0) ou a et b sont des constantes réelles et positives (La plaque est contenue

dans le plan (OXY)).

Y
A2 Al
=
J A —
L X
% K|O
A3 A4
Z
Fia. 3.3 -

1. Calculer la masse M de la plaque.
2. Calculer les coordonnées du centre de masse G(x¢, ya, 2¢)-
3. Calculer les composantes du tenseur d’inertie en O, relativemet au repere orthonormé

(0, XY Z)
/dm(y2—|—22) —/dmxy —/dmxz
D D D
]:m’ ]xy Ia:z
I=\ I, I, I, | = —/dm:cy /dm(a:2+z2) —/dmyz
[zx [zy [zz b b b

—/dm:cz —/dmyz /dm(:c2+y2)
D D D

On demande d’exprimer les composantes de I en fonction de la masse totale M de
la plaque rectangulaire.

4. Dans le cas ou, la plaque tourne autours de 'axe (OZ) avec une vitesse angulaire w,
- = —
calculer dans (O, i, j, k) :
(a) L’énergie cinétique E,. de la plaque.

H
(b) Le moment cinétique Lo, par rapport a O.
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3.3.2 Exercice (10 points)
Dans un plan muni d’un repere orthonormé (O, i

-

g

—
J

) :

Y

o B(r,0)  A(R,0)

Fic. 34 -

1. Déterminer les coordonnées du centre de masse G(zg,ye) de la plaque a droite, de
densité de masse constante o. ( Exprimer le résultat en fonction de R, r, ac et 3 )
2. Déduire les coordonnées du centre de masse g(z4,y,) de la plaque sous forme d'un
demi-disque de densité de masse constante o (figure située a gauche).
Rappel :
dxdy = pdpdf, sin(r — ) = sinf et cos(m — ) = — cos b

3.4 Corrigé Rattrapage 2009-2010

3.4.1 Probleme (10 points)

1. Centre de masse :

1 1 1
$G:M/Da:dm, yG:M/Dydm, ZG:M/Dzdm.

En utilisant les coordonnées cartésiennes :

b/2
—U/dS—O'/ d:v/ dy = o(ab).
—a/2 b/2

( o b/2
rTg = —— / rds = rdx
o(ab) Jp —a/2 b/2
a/2 b/2
o o
Yo = /yds: / dx/ ydy =
o(ab) Jp o(ab) —a/2 —b/2
=0
zZg = z ds=0
(
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Finalement

G(0,0,0)
2. Tenseur d’inertie :

(a) Eléments diagonaux :

b/2 b2 Mb2
I, = /dm(y2—|— 22) /(dedy / dx/ y?dy = aab)( ) ,
D v D —a/2 b/2 12 12

=0 —M

W+ 22 = [ (odudy) L
L, = /dmy—i—z :/ dedyxza/ J:dx/ dy = ,
w D ~ D —a)2 —b/2 12

=0

M
I, = / dm(z® + y*) = Ly + 1, = D (a2 + b2) )
D

(b) Produits d’inertie :

a/2 b/2
Ly = —/ dmwy:/ (0 dady) (xy)Z—U/ l“dl“/ ydy =0
D D \—a/2 l\—b/? P

~ >
I, = —/dma: z =0
D =0
I, = —/dey z =0
=0
Finalement
MEE 0
I= 0 Mo 0 (3.2)

0 0 X(a+0b?

3. Dans le cas ou la plaque rectangulaire i}ourne avec une vitesse angulaire w autour de
- —
I'axe (0OZ), calculons dans (O, i, j, k):
(a) L’énergie cinétique E,. de la plaque :

Le vecteur vitesse angulaire W = w, 1 + wy7 + wzz = w?
M b2
0 0 0
1 12 Muw?
Eeo= 5(00w)| o M2 0 0 | =5 (@®+)
0 0 H(a®+v?) w
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(b) Le moment cinétique L_o) de la plaque (par rapport a O) :

Lo = IW
L, MY 0 0 0
L, | = 0 Mo 0 0| = 0
L. 0 0 @+ w Me (a? +b?)
M
LO = 1—;(a2—|—62)?

3.4.2 Exercice (10 points)

1. Centre de masse G(zg,yq)
1 1
IG:M/Dxdm, yG:M/Dydm.

T—03
M = /L;dm:a/Tdep/O( d@zaB(Rz—rz)}(w—ﬁ—a)/:aS

Sk

/D (0 dedy) / 2dp/ cos 0df = — {S(R —7“3)] [sin(r — ) —sina

=p dp df

2 R3 — 3\ [sinf —sina
6 T 3\ pe o2 T—0—«

ye = M/ (0 dady) / de/ sinfdf = — {3(3 —TS)} (—1)[cos(7r—5)—cosa]

7pdpd0
2 R? — 3 cos 3 4 cos a
vo = 3\ _ 2 T—0—«

2. Centre de masse g(z,,Y,)

Le demi-disque correspond au casour — 0, a - 0et § — 0 :

2 (R
xG—>—(—)(sinO—sinO):0:x9
3\T /) ——_—_———

=0

2 (R 4R
e = 3 (;) (cos0+ cos0) = 3. = Yo
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3.5 Examen 2012

3.5.1

Probléme (12 points)

— = —
Dans un repere orthonormé (O, i, j, k), considérons un cylindre non plein de den-
sité de masse surfacique constante o, de hauteur h et de rayon de base R (voir Figure

3.5).

FiG. 3.5

1. Calculer les coordonnées du centre de masse G(z¢, ya, 2G)-

2. Calculer les composantes du tenseur d’inertie en O, relativemet au repere orthonormé

(0, yz)
[:m: [xy
I= Iyw Iyy
]zz Izy

/de(y”f) —/D

—/dmxy

D

—/dmmz
D

dm xy

—/ dmxz
D

/dm(x2+22) —/dmyz
D D

—/ dmyz
D

/Dalm(ac2 +v°)

On demande d’exprimer les composantes de I en fonction de la masse totale M du

cylindre.

3. En utilisant le Théoreme de Huygens-Steiner, déduire le moment d’inertie par rapport
a l'axe (GY), tel que (GY)//(Oy).
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4. Dans le cas ou le cylindre tourne avec une vitesse angulaire w autour de I'axe (Oy),

calculer dans (O, 7, 7, ?) ;
(a) L’énergie cinétique E. du cylindre.

(b) Le moment cinétique L—O> du cylindre (par rapport a O).

(c¢) En fixant la masse M, que devient les deux grandeurs précédentes dans les cas

suivants :
i. Casou R — 0.
ii. Casou h — 0.

Rappels :

2m 2 2
ds = Rdfdz, / sin? @ df = / cos’6db =, / sinf cosfdf =0
0 0 0

3.5.2 Exercice (08 points)

Pour fixer l'orientation de deux repéres orthonormés de méme origine, R par rapport
& R, nous utilisons les 3 angles d’Euler v, 6 et . Pour passer de R & R', on définit 3

rotations successives R, (¢), R, (0) et R,,(¢) comme indiqué sur la figure.

2z R(Oxyz) R1(Ox1y121) Ry(Ox2y220) R (0z'y %)
. Y2
zZ1 . ’
22 Z
Y1
N .
- IR
Tl
Rotation R (v) Rotation Ry, (6) Rotation R,,(p)

Soit un vecteur quelconque 7 = OM de composantes successives (z,y, z) dans R(Oxyz),
et (21,1, 21) dans Ry (Oa1y121), et (22, o, 22) dans Ry(Oxay22,), et (2',y', ') dans R (Ox'y'2").

/
/
’

|

T X i) I T
1. Sachant que Y1 =R | v |.| v = R, (0) | » et |y
Z1 z Z9 21 z
T2
R.,(¢) | w2 |, déterminer les matrices de rotations R, (v), R, (6) et R.,(¢).
22

2. Exprimer la matrice de rotation complete A, qui permet de passer du repere R au

repere R, sous forme d’un produit de 3 matrices et calculer A.
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3. Sachant qu’une rotation conserve les modules des vecteurs (transformation orthogo-
nale), calculer A~

Rappels :

cos(a + b) = cosacosb —sinasinb et sin(a + b) = sinacosb + cosasinb

3.6 Corrigé Examen 2012

3.6.1 Exercice (12 points)

1. Centre de masse :

1 1 1
:UG:M/D:Edm, yG:M/Dydm, ZG:M/Dde'

En utilisant les coordonnées cylindriques :

2T h
M:/dmza/dSZUR/ d@/ dz = o(2nRh).
D D 0 0

o R2 2T h
xG:W/DRCOSst: (QWRh)/O cos@d&/o dz = 0.

=0

o R2 27 h
% [ penods— nodo | dz=0.
Y6 = (2 RR) /D S = o Rh) /0 St /0 i
—_——

=0

o R 2 h h
=7 [ ds=—— | dp | zdz="
| ““~ o(2rRh) /D’Z °~ (2rRh) /0 /0 T

Finalement

G(0,0,h/2)
2. Tenseur d’inertie :
(a) Eléments diagonaux :

I, = /dm(y +2%) = /(aRd@dz) (R*sin® 6 + 2?)

- ( / dz/ sin 9d9+/ / d9> (aQth) (%2+%2),

I, = /dm(:)j + 2%) = /(aRd@dz) (R?cos® 6 + z°)

21 2 2 2
— (RQ/ dz/ Cos 9d9+/ 2dz/ d@) (R ];>7

I. = /dm(x +y):/dmR2:R2/dm:MR2
D D D
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(b) Produits d’inertie :

h
I, = —/dmmy:—/(aRd@dz)(R%in@cos@):—0R3/ dz/ sin 6 cos 0df = 0
D D o Jo .
~0
h 27
I, = —/dmxz:—/(aRdez)(chosG):—aRQ/ zdz/ cosfdf = 0
D D 0 0
=0
h 2T
I, = —/dmxz:—/(0Rd0dz)(stin€)z—0R2/ zdz/ sin 0df = 0
D D 0 0
-0
Finalement
2 2
M(Z+2) 0 0
I=1 o M(R;M; 0 (3:3)
0 0 M R?

3. Moment d’inertie par rapport a ’axe (GY) :
Théoreme de Huygens-Steiner

h 2
Loy = ley) + M (5)

n\’ R2 2 h?
o = =20 (5) =0 (545 ) -0 (5)

R? B2
I - M
@Y) ( 5 12)

4. Dans le cas ou le cylindre tourne avec une vitesse angulaire w autour de I'axe (Oy),
- = -

calculons dans (O, i, j, k) :
(a) L’énergie cinétique E. du cylindre :

R?2 | h?

) M (7 + ?) 0 0 Wy

Ee = 5(w w w )| o M(%+5) 0 wy

0 0 M R? w2

Le vecteur vitesse angulalre W = wIT + wy7 + wz w
R? | h?
1 M<7+7> ’ _ Mw? (R* W
—_— 2 - I
E. = (0w 0)] o M<% (2+3)
0 0 MR2
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(b) Le moment cinétique L_o) du cylindre (par rapport a O) :

Lo = I
2 2 2 2
Ly | = 1o M(Z+2) 0 w | =| Mo(Z+5)
L 0 0 mpr )\ 0
R* n?
Lo = Mw(5+%)7 =L
2 3
(c¢) Limites dans les cas :
i. Casou R — 0 :
B = Mw?h?
6
h?—

ii. Casou h — 0 :

3.6.2 Exercice (08 points)

1. Détermination des matrices de rotation :
(a) Rotation d’angle 1) par rapport a l'axe (Oz)

Soit un vecteur OM = 7 = (z,y, 2)(r) = (T1, Y1, 21)(r,)- Lors de la rotation par
rapport a (Oz), la troisieme composante est invariante z = z;. Nous avons dans
le plan (XOY)

—
x = ||ON | cosa= Rcosa

—
y = ||ON | sina = Rsina

ry = Rcos(a—1)= R(cosacost) +sinasiny)
y1 = Rsin(a—1¢) = R(sinacosy) — cosasini)

ce qui donne finalement

r1 =1 cosy +y siny 1 cosy siny 0 x
Y1 =—xsinyY+ycosyy < | y1 | = | —siny cosyp 0O Y
2=z 21 0 0 1 z
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Ainsi nous avons

cos® siny 0
R.(¢) = —siny cosyp 0 |. (3.4)
0 0 1
z
__________ . N
1 g .
M "\
. . -
X1
o) y .
e T 0 T
a el
.............. a
N
x

(b) Rotation d’angle 6 par rapport a 'axe (Oz)

—
Soit OM = (x1,y1, 21)(r)) = (%2, Y2, 22)(r,)- Lors de la rotation par rapport a
(Oxy), la premiere composante est invariante z; = x5. Sans refaire de calculs
nous pouvons déduire a partir de (34 que

1 0 0
R, (#)=1 0 cosf sind
0 —sinf cosf

(¢) Rotation d’angle ¢ par rapport a 'axe (Oz3)
b ’ / ’ . N
Soit OM = (x2,Y2, 22)(ry) = (T ,y,2 )(R/). Lors de la rotation par rapport &
(Oz), la troisieme composante est invariante z, = z'. Nous déduisons donc, &

partir de (3.4]), que

cos¢p sing 0

R.,(¢)=| —sing cos¢ 0
0 0 1

2. La matrice de rotation complete
Nous avons successivement

x T 1 L
y: =R.,(0) | v = R.,(¢)Rs, (0) | 1 = R,(¢)Re; O)R.(V) | v |,
z Z9 21 z
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ce qui montre que la matrice de rotation complete A, permettant de passer du repere
(R) a (R), est donnée par le produit des matrices

Nous avons explicitement
cos¢p sing 0 1 0 0 cosy siny 0
A= —sin¢g cos¢ 0 0 cosf sinf —siny cosy 0
0 0 1 0 —sinf cosé 0 0 1

ou encore

cos ¢ cos P — cos f sin Y sin ¢ cos ¢siny + cosfcossing  sin@sinf
A= | —sin¢gcosy —cosfsinycos¢p —singsiny + coscosycosep cos@psinf
sin 6 sin ¢ — sin @ cos Y cos 6

(3.6)

3. La transformation inverse
Une transformation A ne conserve les modules des vecteurs

X'X=(X)X =(AX)(AX) = (X"A") (AX) = X' (A'"A) X
T ~

que si A7 = At car A71A = 1.
Donc pour calculer 'inverse de la matrice orthogonale A, il faut juste calculer sa

transposée avec
(A™1)i = (AN = Aji

pour 7,7 = 1,2, 3.
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3.7 Examen Remplacement 2012

3.7.1 Probleme (12 points)

—_ = =
Dans un repere orthonormé (O, i, j, k), considérons un tronc conique plein de
densité de masse volumique constante py, de hauteur h, de rayons de base inférieure a et
supérieure b (voir Figure 3.6)).

Fia. 3.6 —

1. Montrer que H = bh/(b— a).
2. Calculer le volume du tronc conique.
(a) Déduire la masse M du tronc conique.

(b) Dans le cas ou a = b, retrouver le volume du cylindre de rayon b et de hauteur
h.

(c) Dans le cas oun a = 0, retrouver le volume du céne de rayon b et de hauteur h.
3. Calculer les coordonnées du centre de masse G(zq, yg, 2¢) du tronc conique.

(a) Quand a = b déduire les coordonnées du centre de masse d’'un cylindre de rayon
b et de hauteur h.

(b) Quand a = 0 déduire les coordonnées du centre de masse d'un cone de rayon b
et de hauteur h.

4. Calculer le moment d’inertie I,, par rapport a l'axe (Oz) du tronc conique (On
demande d’exprimer I, en fonction de M).
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5. Dans le cas ot le tronc conique tourne autour de I'axe (Oz) avec une vitesse angulaire
w, calculer :

(a) L’énergie cinétique E. du tronc conique.
—
(b) Le moment cinétique Lo par rapport a 'origine O du tronc conique.
Rappels :

2m 2m 2m
dV = rdrdfdz, / sin® 0 df = / cos’>0df =, / sinfcosfdf =0
0 0 0

3.7.2 Exercice (08 points)

1. Enoncer et démontrer le premier Théoréme de Keenig.

2. Enoncer et démontrer le second Théoreme de Keenig.

3.8 Corrigé Examen Remplacement 2012

3.8.1 Probleme (12 points)

Fig. 3.7 -

1. Relation entre H et h :
Nous avons, compte tenu de la figure 3.7

b a
tana = =

H H-h

ce qui conduit a
o=

(3.7)
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2. Volume du tronc conique :
Le volume total sera calculé en coordonnées cylindriques

V:/dV:/Tdrdedz.
D D

En fixant la hauteur & z, on integre sur les variables 6 : 0 — 27 et 7 : 0 — r(2),

h r(z) 2 h
vV = /dz/ rd’r/ dﬁz/ dz 7[r(2)]?
0 0 0 0
-

avec tana—i— (2) ce qui conduit a
v “H H-—. 1
r(z)—E(H—z)
=7 )
Ainsi
b " b? (—1) b2
= — dz(H—-2?="—2|(H-2)?®| =—|H*—(H—-h)?
3 R e [ e A Rl
_ wb’H  wb*(H - h)?
3 3H?

Or d’apres (8.7), nous avons H —h = Ha/b, ce qui permet d’écrire finalement

v o_ w0’ H B ra*(aH/b) wb’H B na’(H — h)
3 33 3

= S [0 —a)H + %]

_ T2 2 bh 2,0 T 2
vV o= 3{@ a)b_a+ah]_3[(b+a)bh+ah}
Finalement 3
_ T g 2
Wronc - 3 (a +ab+b ) . (38)

(a) Masse du tronc conique
Nous avons M = f pdm = po f » AV = poVirone, ce qui donne, compte tenu de

B3), .
_ ™ pPo 2 2
M_—3 (a +ab—|—b> (3.9)

(b) Volume du cylindre
Quand a = b, nous avons, d’apres ([B.8), V = %h (3b%), ce qui conduit &

V;:ylindre = 7Tb2h- (310)
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(¢) Volume du céne
Quand a = 0, nous avons, d’apres [B.8)), V = %h (0 + 0+ b?), ce qui conduit &

wb%h

‘/c()ne =
3

(3.11)

3. Centre de masse :

1 1 1
:M/Da:dm, yG:M/Dydm, ZG:M/Dde'

En utilisant les coordonnées cylindriques :

P 3 h r(z 2w
Tg = 0 / xdV = / dz/ r2d7“/ cos 6df = 0.
po 2 <a2 +ab+ 62> D h <a2 +ab+ b2> 0 0 0

—_—
=0

0o 3 h r(z 2m
Yo = /de: / dz/ r2d7“/ sinf#df = 0
po 2 <a2 +ab+ 62> D mh <a2 +ab+ b2> 0 0 0

—_—
=0

Za = /de— 3 /dzz/ / do
P =t (a2+ab+62) (a2+ab+b2
h 2
= /dZZﬂ' = ; Wb2/ dz 2(H — z)°
ha2+ab+62 0 wh<a2+ab+b2>H 0
o [eten [ [
= — —2H 22dy+ 2°dz
h<a2+ab+b2 H2
B3 p
e (5 ) n(5)+ (7))
h<a2+ab+b2
e z)a (5) (%)
paz+ab+e2) N2/ HAS/  H A4

Or d’apres (3.7, nous avons

o =y (2) 5 (5) ()]
_ 3b%h F _2(b—a) N (b — a)2}
(a2 + ab + b2) 3b 4h2

N—
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Finalement

Girone | 0,0, (3.12)

3v°h 1 2(b—a) N (b—a)?
2 3b 4b?

(a2 +ab+2)
(a) Centre de masse cylindre

3b%h (1
Quand a = b, d’apres ([B.12]), nous avons zg = (— +0+ O) = h/2, ainsi

362 \ 2
chlindre (07 07 h/2) (313)
(b) Centre de masse du cone

. 3%h (1 2 1 3h
Quand a = 0, d’apres (3.12), nous avons zg = 2 (5 —3 + Z) =5 = h/4,

ainsi

Geone (0,0, 1/4) (3.14)

4. Le moment d’inertie par rapport a (Oz) :

h r(z) 2
I, = /dm(x2+y2) :po/(rd'r’dﬁdz)(r2) :po/ dz/ 7’3dr/ do
D D 0 0 0
h 4 h 4 rh
_ [r(2)] _WPO/ 4, Tpo b / Y
= '00/0 dz( 1 27 | = 2 | [r(2)]*dz = 2 I, (H —2)"dz

o e e R
= %{b“H ~(H — h)YHY(H — h)}

Or d’apres (3.7), nous avons

I, = o [b4H —af(H — h)] _ Tho [H(b4 —ah)+ a%}

10 10
bh h
- 7;_/2)0 Kb - a) (b* —a*) + a4h] - % [b(b?’ +b%a + ba* + a®) + a4]
mpoh

= o <b4 +b2a + bv%a® + ba® + a4)

Or d’apres (3.9)

Thpo [ o N\ 3 [+ bPa+b*a® + ba® + at
L. = |52+ ab+1?)|
{ 3 T 1 @+ abt b

ou encore finalement

4, 73 2 9 3, 4
3 (b + b’a + b*a® + ba —i—a). (3.15)

[zz =—M
10 a? + ab + b?
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(a) Produits d’inertie
Montrons que les produits d’inerite sont nuls

I, = —/ dmxy = —po/ (rdrdfdz) (r* cos 0 sin 6)
D D

h r(z) 27
= —po/ dz/ 7“4d7“/ cosfsinfdf =0
0 0 Jo )

g

=0

3
I, = —/ dmzz = —po/ (rdrdfdz) (r cosz) = pg/ / 7“/ cos 0df = 0
D D

hv_/
=0

2
I,, = —/ dmyz = —po/ (rdrdfdz) (rsinfz) = po/ zdz/ 2dr/ sin0df = 0
D D 0 0 0

—_—
=0

(b) Eléments diagonaux
Par symétrie, nous avons I, = I, = I; (les axes (Ox) et (Oy) sont équivalents).

ainsi le tenseur d’inertie du tronc conique a la forme diagonale suivante

I 0 0
I=( 05 o (3.16)
0 0 L.

5. Dans le cas ou le tronc conique tourne avec une vitesse angulaire w autour de I’axe
— = =
(0Z), calculons dans (O, i, j, k) :

(a) L’énergie cinétique E, :

1 Iy 0 0 Wy
E. = 3 ( Wy Wy W, ) 0 I, O Wy
0 0 I. W,

. . _ . .
Le vecteur vitesse angulaire W =w, 1 +w, j tw. k =wk

L 0 0 0

1 1
E. = 5(00w)| 0 L 0 0 ZEIZZUP
0 0 L. w
Finalement o 2 1 b .
3 + b’a + b“a* + ba” + a
E,= —Mu* 3.17
20" ( a? + ab + b? ) (3.17)
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(b) Le moment cinétique L_o) de la plaque (par rapport a O) :

Lo = 1@

L, Ii 0 0 0 0

L, | = o n o o= o

Lz 0 O Izz w ]zzw
— 3 b* + b3a + b%a® + ba® + a*\ —
Lo = —M k
° 10 w( a? + ab + b2 )

3.8.2 Exercice (08 points)

Premier Théoréeme de Koenig : Dans un repere R(OXY Z), considérons un ensemble
. . . o). —_
de N particules (une particule quelconque 7 a une masse m;, un vecteur position 7;

. —_ . o N . . 7
et une vitesse v; ). Dans R, le moment cinétique par rapport a l'origine O donné par
—

N — — . . c 17
L =32, myr; A, se simplifie considérablement

N
— —
— —/ —/
L = E mi[(TCM+Ti)/\<VCN'I+Ui>i|
=1
N N N N N N
— — —>/ —/ —/ —>/
= E miTCM/\VCM+§ miTCk'I/\Ui+§ miri/\VCM+§ m; i N\ v
i=1 =1 1=1 =1

N N N N
— —
= <E mz) <7>CM/\ VCM) +7>CM/\ (g szf') + <§ mzﬁ,> ANV ou+ E miﬁ'/\ﬁ?'
i=1 =1 =1

i=1

iy . N N — Y .
car dans le Référentiel du centre de masse ou ) ;" m; ;" = 0, nous aboutissons
finalement a

N
— —
L = M ?CM /\ VCM + Z mz F;/ /\ Ui)/. (318)
i=1
Second Théoreme de Kocenig : L’énergie cinétique totale du systeme précédent E. =
Zﬁ\il %mi ;2 se simplifie aussi

N N
1 1
E. = Z 5 m; (701\4 + F;/> . (‘—/>CM + EZI> = Z 5 m; (‘—/)?M +2 E)/.‘—/CM + EZQ)
i=1 i=1
N N
1 — — 1
_ ! (Z ml> o (Z m ) Fout 3 g
=0
Finalement
L 1 =2
E, = inCh,IJrZimi v, (3.19)
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3.9 Examen 2013

3.9.1

Exercice (10 points)

— —
Dans un repere orthonormé (O, i ,7, k), considérons un demi-disque de densité de
masse constante o, de centre O et de rayon R (La plaque est contenue dans le plan (OXY)).

| RS

(R,0)

1. Calculer la masse M de la plaque.

2. Calculer les coordonnées du centre de masse G(zg, ya, 2a)-

3. Calculer les composantes du tenseur d’inertie en O, relativement au repere ortho-

normé (0, XY Z)

= —/dmxy
D

—/dm:z:z
D

/dm(y2+z2) —/dmxy
D D

—/ dmzxz
D

/dm(x2+z2) —/dmyz
D D

—/ dmyz
D

/Dalm(x2 + %)

On demande d’exprimer les composantes de I en fonction de la masse totale M de

la plaque.

4. Dans le cas o, la plaque tourne autour de 'axe (OZ) avec une vitesse angulaire w,

Y
calculer dans (O, i

— —
yJy k

)

(a) L’énergie cinétique E,. de la plaque.

H
(b) Le moment cinétique Lo, par rapport a O.
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5. En utilisant la matrice de rotation Rpz(3) permettant de passer du repere OXY Z
au repere OX'Y' Z, calculer le moment d’inertie I, de la plaque par rapport a ’axe
(OX /) en fonction de I, Iy, I, et 8. Exprimer finalement I/ s en fonction de la

masse M et le rayon R. (Indication : La masse est invariante dans les deux reperes
OXYZ et OX'Y'Z).

Rappels :

ds = rdrdf, cos26 =2cos’f —1=1—2sin*6, sin20 = 2sinf cosé,

cos  sinfg 0
Roz(B) = —sinf cosf 0
0 0 1

3.9.2 Exercice (10 points)

Dans un plan muni d’un repére orthonormé (O, 7, 7), considérons n particules ponc-
tuelles, de masses identiques m, situées respectivement aux points A;(a,b), As(2a,b), - --
, An(na,b) et considérons la droite (A) d’équation y = —gaz + b, ou a et b sont deux
constantes strictement positives (voir Figure B.§).

1. Calculer les coordonnées du centre de masse G(z¢, ya)-
On donne :

n(n+1).

di=14+2+44n= 5
=1

2. Dans le but de calculer la distance d;, du i*™° point A;(ia, b) & la droite (A\), procéder
par étapes :

(a) Calculer la valeur de sin @ dans le triangle rectangle (ONyAy).
(b) Calculer la valeur de sin 6 dans le triangle rectangle (AgA;B;).

(¢) Déduire que d; s’écrit sous la forme d; = i a, ol oy est une constante a déter-
miner.

3. Calculer le moment d’inertie I o) du systeme des n masses ponctuelles, par rapport
a la droite (A).

On donne :
n

Y =142 440’ =

=1

2n+1)(n+1)n
5 :

4. En utilisant le Théoreme d’Huygens-Steiner, déduire la valeur du moment d’inertie
Iy du systeme, par rapport a la droite (A, telle que (A)//(A) et G € (A).
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i Ay (a,nb)

A,L' (a, Zb)

AQ(CL, 2b)

Al(a, b)

FIG. 3.8 -
3.10 Corrigé Examen 2013

3.10.1 Exercice (10 points)

R s
M:/dm:a/ds:J/ rdr/ df = o R?/2
D D 0 0

2. Centre de masse :

1 1 1
Ta M /[')ZE m, Yac M /Dy m, Zzag M L < am

En utilisant les coordonnées polaires :

o
x(;zm/rcosﬁds_ﬁ/ / cosfdf = 0.

o 2 R3 4R
ygzm/rsm9d,§—w/ / sm@d&—??[(—1)@08#—0080)]:%.

1. La masse :

Zg—LQ/ z ds=0.
o(nrR?/2) 7
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Finalement

G(0,4R/3m,0) (3.20)
3. Tenseur d’inertie :
(a) Eléments diagonaux :

L, = /D dm(y* + %) = /D (o rdr d) (r*sin® 6 +0)
= 0 (/OR ridr /07r sin? ede) =o(R*/4)(n/2) = MR?/4,

I, = / dm(x2 + 22) = / (o rdrdf) (7‘2 cos? 6 + 0)
D D

= 0 (/OR ridr /07r cos? ede) =o(R*/4)(r/2) = MR?/4,

l,, = /dm(m2+y2)=/dmx2+/dmy2:1yy+Im:MR2/2.
D D D

(b) Produits d’inertie :

R T
I, = —/dmZL‘yZ—/(O‘TdeQ)(TZSiDQCOSQ)Z—O'/ 7“3dr/ sin cos df = 0
D D 0 Jo
=0
I, = —/dm:c z =0
D ~—~
=0
I, = —/L;dmy z =0
=0
Finalement
ME 0 0
2
I = 0 ME 9 (3.21)
0 0 MR

(c¢) L’énergie cinétique F,. du cylindre :

MR?
1 1 0 i 0 Wy
E. = 5(%5 Wy wz) 0 Mf 0 Wy
0 0 ME W
Le vecteur vitesse angulaire w = wm? + wy7 + %? = w?
MR?
= 0 0 0
1 4 1 M R*.?
E. = =(00 w)| 0o 2 g 0 | =zrLw?="2" (322)
2 0 0 ME w 2
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(d) Le moment cinétique L_o) du cylindre (par rapport a O) :

Lo = IW
L, MEE g g 0 0
L, | = 0 ME 0o |=( o0
L. 0 0 ME w MRy
Finalement s MBw—
Lo=——Fk. (3.23)

(e) Calcul du moment d’inertie I,/ :
L’élément de masse infinitésimale est invariant par rotation dm = dm’'. Dans
le repere OXY Z, cet élément est repéré par (z,y,0) alors que dans le nouveau
repere OX'Y' Z, il possede les coordonnées suivantes (x4, 0). Compte tenu de
la matrice de rotation Rpz(f3), les coordonnées sont reliées par les relations

/

x cosf  sinfg 0 x r =z cos S+ y sin 3
y | =| —sinB cospB 0 y | e v =—zsinB+ycosf
z 0 0 1 z Z2=2=0

Par définition, nous avons

I, = /dm/(y’2+z’2)—/dml(y/Z—l—O)
D

D

= / dm(—z sin B +y cos 3)* = / dm(2? sin? B + y* cos® B — 2xy sin (3 cos 3)
D D

= sin?p </ dm:c2> + cos? 3 </ dmy2> + 2 sin B cos 3 <—/ dm:cy)
D D D
ou encore finalement
I =1y sin® 3 + I, cos® 3 + 21,, sin B cos 3
Sachant que I, = I, et que I, = 0, dans ce cas

I,y = I, sin? B + I, cos? B = I.(sin® B+ cos® B) = I, = MR?/4. (3.24)

T T

3.10.2 Exercice (10 points)

1. Centre de masse
Par définition, nous avons

TG = (Z mixi)/(z m;) et yo = (Z miyi)/(z m;).
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Or la masse du systéeme est donnée par M = nm, alors que les coordonnées d’un
point quelconque A; sont z; = a et y; = ib. Dans ce cas, nous avons

O R R

=1 i

1 - 1 : b [ = . b nn+1 b(n+1
o lme) (B ) ke

i=1 =1 =1

Finalement

G(a,b(n +1)/2) (3.25)

2. Distance d; (du i®™ point A;(ia,b) & la droite (A)) :
(a) Calcul de la valeur de sin @ dans le triangle rectangle (ONyAy) :

|04 |
a
sin 6§ = 0l = (3.26)
I NoAo || Vi +b2
(b) Calcul de la valeur de sin 6 dans le triangle rectangle (AgA;B;) :
B;A d
sinf = Q = — (3.27)
I AoAi |l

(c) Distance d; :

A partir de ([3.26]) et (8:27)), nous avons
di . a
b Va2

ce qui permet de mettre la distance d; sous la forme

, , ab
di =10y =1 (\/QZ:W) . (328)

3. Moment d’inertie I(a) :
ey = Somtar =m0 =S oo = mie? (32¢)
i=1 ' i

or
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2
B 2, 2n+1)(n+1)n ab 2n+1)(n+1)n
foy = mleo) === Ui m 6
Finalement

(3.29)

a?b* \ 2n+1)(n+1)n
a® + b? 6

[(A) =m (
4. Moment d’inertie [ /) :

La droite (A') est définie de telle sorte que (A')//(A) et G € (A). En vertu du
Théoreme de d’Huygens-Steiner, nous avons

Iiny = Iipry + M (de)?, (3.30)

ol M est la masse totale et dg est la distance du centre de masse G a la droite (A).

Calculons dg ; pour ce faire, considérons G la projection orthogonale de G sur (A) de
—_—

telle sorte que dg =|| GG ||. Dans ce cas, la détermination de sin § dans les triangles

(ON()A()) et (OGG/)
a dG

Vet [bn+1)/2]

sinf =

nous permet de déduire que

(n+1) ab

2 VaZ+b?
En vertu de (330) et (3.31]), nous avons

dg =

(3.31)

I(A’) = ljpy—M (dG)2
a?t* \ 2n+1)(n+1)n (n+1) ab 77
- (a2 n 62) 6 ”m { 2 m]
a?b* \ 2n+1)(n+1)n (n+1)? a?b?
- (a2+62) 6 —nm{ 4 a2—|—b2]
a’b? (2n+1) (n+1)
= n(n+1)m (a2+b2> [ e T 1 ],

[ ( a2b? ) [n(n +1)(n— 1)} | 3.3
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3.11 Examen 2014

3.11.1 Exercice (10 points)

e
Dans un repere orthonormé (O, i, j, k), considérons un arc de cercle, de centre O
—_—

et de rayon R, sous-tendu par 'angle JOF ou 0 < a < 7/2 et 0 < 3 < 7/2 sont des
constantes réelles et positives. La masse de l'arc est uniformément répartie sur 'arc de
sorte que la densité de masse linéique A soit constante.

Ya
6/ XO‘ | .
0, xT
Ol —OF =R

Partie A : Cas général (« et § quelconques)
1. Calculer la masse M de l'arc. (0.5 pt)
2. Calculer les coordonnées du centre de masse G(zq, ya, 2¢)- (3 pts)
3. Déduire les coordonnées du centre de masse dans les cas particuliers suivants :
(a) Casou a = . (0.5 pts)
(b) Casou a=0et f=0.(0.5 pts)
Partie B : Dans cette partie, on fixe a =0et =10
4. Calculer les composantes du tenseur d’inertie en O, relativement au repere ortho-

normé (0O, XY Z)
/dm(y2—|—22) —/dmxy —/dmxz
D D D

I=| I, I, I. |= —/dexy /de(x2+z2) —/deyz

—/dmxz —/dmyz /dm(x2+y2)
D D D
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On demande d’exprimer les composantes de I en fonction de la masse totale M du
demi-cercle. (1.5 pts + 1.5 pts)

5. Comparer I,, avec I,,. (0.5 pt)

6. Dans le cas ou le demi-cercle tourne autour de I'axe (OY') avec une vitesse angulaire
®, calculer dans (O, 7), 7, ?) son moment cinétique ZZ, par rapport a O. (1 pt)

7. Dans le cas ou le demi-cercle tourne autour de I'axe (OZ) avec une vitesse angulaire
w, calculer dans (O, 7, 7, k) son énergie cinétique B, (1 pt)

Rappels :

dm = X\odl, dl = Rdf, sin(r — 3) = sin 3 et cos(m — 3) = —cos 3, cos? @ = (1 + cos 20)/2,
1
sin? @ = (1 — cos 26)/2, xg——/xdm . Yag = —

M Jp
o ),

3.11.2 Exercice (10 points)

ydm et

Soit n particules identiques, de masses respectives m, disposées aux points A;(a,0),
Ay(2a,0), -+, A, (na,0), et soit k particules identiques, de masses respectives M, disposées
aux points By(0,b), By(0,2b),- - -, Bk (0, kb), ou a et b sont deux constantes. (n # k, m # M
et a #b)

1. Déterminer les coordonnées du centre de masse G1(z1,y;) de ’ensemble des particules
disposées suivant 1'axe (OX). (1 pt)

2. Déterminer les coordonnées du centre de masse G(x2, y2) de 'ensemble des particules
disposées suivant ’axe (OY). (1 pt)

3. Déterminer les coordonnées du centre de masse G(zq, yg) du systeme total de parti-
cules. (2 pts)

4. Montrer que le centre de masse G(zg,ye) € (G1G2) ; autrement-dit G appartient a
la droite qui passe par G et Gs. (2 pts)

5. Déterminer le moment d’inertie [(ox) du systeme total de particules par rapport a
I'axe (OX). (2 pts)

6. Déterminer le moment d’inertie Iy du systeme total de particules par rapport a
I'axe (OY). (2 pts)

Rappel :

: s(s+1) . ,
Z€:1+2+---—|—s:Tousestentler (s € N)
=1

(25 +1)(s+1)s
G :

Z£2_12+22 .4
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Y

A
By (0, kb) ’
B;(0,jb) @
Bs(0, 3b)
Bs(0, 2b)
B1(0,b)
L L J ® ® ® >
O|  A,(a,0) As(2a,0) A3(3a,0) A;(ia, 0) A (na,0) X

3.12 Corrigé Examen 2014

3.12.1 Exercice (10 points)

Partie A : Cas général (« et [ quelconques)

1. La masse :

M_/de_)\/Ddl_/\R/:ﬂdG_AR[W—(OHrﬁ)].

2. Centre de masse :

1 1 1
Wite] M /DZE m, Yag M /Dy m, Zag Vi /; zam

En utilisant les coordonnées polaires :

( B A cos B R Wﬁﬁcos _ R(sinf —sina)

xG‘AR[w—Amwn/DR edl‘[w—%wn/a_ﬂ "dQ‘ng—éawn)‘
B <in I 4 <in _ cos —l—COSOz'

yG‘AR[w—mm]/DR o [w—(amn/a Y= =@+ D)

A
s AR[w—mwﬂ/D:%dl‘o'

94



Exercices avec solutions Examen 2014

Finalement

(M —sina) Rleopcena) ) (333)

[r—(a+p8)] = [m—(a+5)
3. Centres de masses pour les cas particuliers :
2R cos a 0)

™ —2a

(a) Casoﬁazﬁ:G(O,

2
(b) CasoﬁazOetﬁzO:G(O,—R,O).
s

Partie B : Dans cette partie, on fixe a =0et § =0
4. Tenseur d’inertie :

(a) Eléments diagonaux :

L. — / dm(y + %) = / (AR d0) (R*sin® 0 + 0)
D

D

= \R? /7r sin?0df = (A R*)(7/2) = (AR7)R*/2 = MR*/2,

L, = / dm(a:2 + z2) = / (AR dO) (R2 cos? 0 + 0)
D D

— AR / cos20d0 = (A B¥)(7/2) = (A Rm)R2/2 = MR/2,

I, = /dm(:c2+y2):/dmxz—l—/dmyzzlyy—{—[m:]\/[RQ.
D D D

(b) Produits d’inertie :

L, = —/dmxy:—/(ARd@)(R2sinﬁcosﬁ):—>\R3/ sinf cosfdf = 0
D D 0
~
I, = —/dmx z =0
D v
=0
I, = —/dey z =0
=0
Finalement
MEEg 0
I=| o ME (3.34)
0 0 MR?

5. Comparaison : Compte tenu du théoreme de Pythagore, nous avons I., = I, + I,
or I, = Iy, donc I, = 21, > I,,.
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é
6. Le moment cinétique Lo du cylindre (par rapport a O) :

— —
Lo = 1®
L, MEE g 0 0
_ 2 _ | MmR?0
L, 0 0 MR? 0 0
Finalement VR
— —
0=" J . (3.35)
7. L’énergie cinétique E. du cylindre :
MEE g 0 Wy
1 2 MR2
E. = i(u)z Wy wz) 0 5 0 Wy
0 0 MR? P
Le vecteur vitesse angulaire W =w, 1 +w, j tw. k =wk
MR?
0 0 0
1 2 1 M R?w?
E. = s(00w) 0 2 g 0 | = 5L’ = =5 (3.30)
0 0 MR? w
3.12.2 Exercice (10 points)
1. Centre de masse G1(z1,y1)
Par définition, nous avons
. n N n
OGy = (D> _m; OA) /(> my) (3.37)
i=1 i=1
ce qui implique, compte tenu du fait A;(z;,y;) = (ia,0),
m;T; mz L ay i
o 2 S L et
= = = = =
S oY1 Y
i=1 i=1 i=1
> miyi Y 0m
= = W
2mi Y m
i=1 i=1
finalement

G (a(n+1)/2,0).
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2. Centre de masse Ga(x2,1s)
Par définition, nous avons

0G, = (Y M;0B;) /(> M) (3.38)

J=1 J=1

ce qui implique, compte tenu du fait B;(x;,y;) = (0, jb),

To = ]::: j=k1 =0
DM Y M
j=1 j=1
k k k
Sy, MR B by

= g 5= bR(k+1)/2] b(k+1)

Y2 = k - k Tk - L - 9
LTS SIS o
j=1 Jj=1 Jj=1

finalement

Go (0,0 (k +1)/2).

3. Centre de masse G(zg,ys) du systéme total
Le systeme total est équivalent a deux masses ponctuelles M; = nm et My = kM,
situées respectivement aux points GG; et G5. Dans ce cas la nous avons

el M, 0Gy + My OGy  (nm) OG, + (kM) OG,
N M, + M, N nm + kM

ce qui implique

(nm) x1 + (kM) 2, _ (nm) [(n+1)a/2] + 0(EM)  mn(n+1)a/2

rag =

nm + kM nm + kM nm + kM
~ (nm)yi + (EM)ys  O(nm) + (kM) [(k+1)b/2] M k(k+ 1)b/2
Yo = nm + kM a nm + kM  nm+ kM
finalement

a mn(n+1)a/2 ME(k+1)b/2
nm+kM = nm+EM

4. G(Xg,yG) c (Gle) ?
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(a)

Méthode analytique :

Il suffit de montrer que les coordonnées de G vérifient 1’équation cartésienne
de la droite (G1G5). En effet, sachant que les coordonnées des points G et Gy
vérifient I’équation y = ax + 3 (ou « et [ sont 2 constantes a déterminer),

n = ar+
Yo = axo+f

nous obtenons par résolution du systéme linéaire précédent o = (y — y1) /(22 —
r1) et =1y — axy, ce qui conduit finalement a

oy - [0 [4)

a\n—+1

Un calcul simple

= G [ - [ G| P+ [

montre clairement que G(zg, ye) € (G1Gs).
Méthode géométrique :
é é . 7/ . .
11 suffit de montrer par exemple que GyG//G2G4. Pour ce faire, la définition

— —
O—C; . M1 OGl +M2 OGQ
B M, + M,

peut s’écrire sous la forme
—_— = —_— —— —
(M1 + MQ)(OGQ + GQG) - M1 (OGQ + GQGl) + M2 OGQ,

compte tenu de la relation de chales. Une simplification des deux membres de
—
I'équation précédente, par (M; + My)OG,, permet d’aboutir a la relation vec-

torielle
M,

M, + M,

. . —_— —_—
qui montrer clairement que GoG//GyGh.

—
G2G17

—
GG =
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5. Moment d’inertie /o) :

Le domaine D du systeme total est I'union des deux domaines D; et D, représentant
respectivement ’ensemble des masses disposées selon les axes (OX) et (OY).
Par définition, le moment d’inertie I(ox) du systeme total est la somme des produits

de chaque masse m, par sa distance d°” au carré a I'axe (0X)

Lox) = Y, my(d™) = [Zm(d( )2 ZM(d§”))2]
D=D1UD3 D
k . .
+M2(d§0z))2 — MZ Oaﬂ) =M [Z b] ] — Mb? (ZJQ
7j=1

n
- e
i=1 j=1 j=1
——

0

or

L, @k + D)k + Dk
Z] - 6 ’

j=1

ainsi nous avons finalement

(3.39)

low = ME {(21« 1)k + 1)11 |

6. Moment d’inertie I oy, :
Par définition, le moment d’inertie I(py) du systeme total est la somme des produits

de chaque masse m, par sa distance d*¥) au carré a axe (0Y)

Loy) = Z [Zm (d\)? ZM d(oy ]

D=D1UD>

_ - (d( Y)\2
!Z

I(OY) = ma2 |:

(]~
=
M:

finalement
2n+1)(n+1)n

6

(3.40)
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3.13 Examen de Rattrapage 2014

3.13.1 Exercice (05 points)

1. Donner la définition d’un solide (corps rigide).

2. Donner la définition du nombre de degrés de libertés d’'un systéme physique.
3. Spécifier le nombre de degrés de libertés d’un solide.
4

e s . . —_)T - =5
. Dans quels cas, le moment cinétique de translation d’un solide Lo* = M OG A Vp,
par rapport a un point O, est nul ?

5. Montrer que le centre de masse G de deux masses ponctuelles m; et ms, situées
respectivement aux points A; et Ay, appartient a la droite (A; As).

3.13.2 Probleme (15 points)

_>
Dans un repere orthonormé (O, 7, 7, k), considérons quatre masses m, 2m, m et 2m
disposées sur le cercle de rayon R et de centre O du plan XOY tel que OA; = OA; =
OAs; = OA; = R (voir Figure 3.9))

Y
oo ir':,".,
2m L
| .v\m
. H X
¢ :
2m m
@ ®
F1G. 3.9 -

1. Déterminer les coordonnées des points Ay, As, Az et A4 ou les 4 masses sont disposées.

2. Déterminer les coordonnées du centre de masse g(z4,,,%,) de I'ensemble des 4
masses.

3. Calculer le moment d’inertie /(o) des 4 masses par rapport a l'axe (Ox).

4. Calculer le moment d’inertie /(o) des 4 masses par rapport a 'axe (Oy).
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Déduire la valeur du moment d’inertie /,(,,) par rapport a 'axe (Oz), en fonction de
I/(0z) €8 1) (oy)-
Comparer I, avec I,,.

. Calculer le moment d’inertie I;4,4,) des 4 masses par rapport a 'axe (A;Aj).

Dans ce qui suit, on rajoute une masse M située sur un point N(x,y,0) du cercle.
Déterminer la position et la valeur de M pour que le centre de masse du systeme a
5 masses soit G/(0,0,0).

3.14 Corrigé de ’Examen de Rattrapage 2014

3.14.1 Exercice (05 points)

1.

Un corps rigide est un systeme de points matériels dont les distances mutuelles de-
meurent constantes sous ’action de n’importe quelle force extérieure.

Le degrés de libertés d'un systeme physique est le nombre minimal de parametres
pour déterminer univoquement la position de tous les points du systeme.

Le nombre de degrés de libertés d'un solide est 6. On peut choisir 3 coordonnées

d’un point quelconque A du solide avec 3 angles d’Euler pour fixer 'orientation d’un
N , — TR = 1:z .

repere orthonormé (A, ey, 12, e3) 1ié au solide.

P . . __>T - = N
Le moment cinétique de translation d’un solide Lo* = M OG A Vp, par rapport a un
point O, est nul dans les cas particuliers suivants

Vo = 0 (3.41)
O = G (3.42)
oG /] Vo (3.43)

Par définition, le centre de masse G est repéré par le vecteur position

(TG _ ma OA1 +m2 OA2

my1 + mo

autrement-dit

— —

(m1 +m2)0G = my(OG + GA;) + ma(OG + GA)

ce qui conduit a la relation

H =my GAl + Mo GA2

ou encore finalement &

ma

GA, = — <@> GAs. (3.44)

Cette derniere relation montre clairement que les trois points G, A et Ay sont alignés.
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3.14.2 Probléeme (15 points)

1. Détermination des coordonnées des points
Ay (z1 = RV2/2,y1 = RV2/2,2 =0) A (z3 = —RV2/2,y3 = —RV?2/2, 23 = 0)
Ay (z9 = —RV2/2,yo = RV?2/2,20 = 0) Ay (x4 = RV2/2,ys = —RV2/2,2, = 0)
2. Les coordonnées du centre de masse g(z4, Yy, 24) de 'ensemble des 4 masses.
Par définition, le centre de masse est repéré par le vecteur position

O—>_ mO—Al>—|—2mOA2—|—2mOA3+mOA4
m+2m +2m +m ’

ce qui conduit apres simplification a
— 1 —_— — _—
09 = = [(OA1 n OA4> 42 (0A2 + OAgﬂ ,

de sorte que les coordonnées soient données par

v, — é (1 + 1) + 2 (2 + 73)] (3.45)

b= 2l 20 + ) (3.40)

., = é (21 4+ 20) + 2 (22 + 23)] (3.47)
Finalement

g(zy = —RV2/6,y, =0, 2, = 0). (3.48)

3. Le moment d’inertie [,y :
Nous avons par définition

4
2
L = S me [d%] = m @)+ 2m ()? + 2m () + m (00
i=1

= (y)* (m+2m+2m +m) = 6m (y;)?
ce qui conduit finalement au résultat
L(ox) = 3m R? (3.49)

4. Calculer le moment d’inertie I, :
Nous avons par définition

4
2
Loy = Z m; [dgoy)] =m (z1)? + 2m (z2)? + 2m (23)* + m (z4)?
i—1

= (21)? (m+2m +2m +m) = 6m (1)
ce qui conduit finalement au résultat

Lj(oy) = 3m R (3.50)
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5. Déduire la valeur du moment d’inertie ;) :
Nous avons par définition

4 ) 4 .
Loy = Y mi [dz( )} = m; || OA; |I?
i=1 i=1

4 4 4
= Z m; [(2:)* + (:)°] = Z m; (2:)* + Z m; (yi)®
i=1 i=1 i=1
ce qui conduit finalement au résultat

Ly(0z) = 1)oy) + L/(0w) (3.51)

6. Comparaison de I,, avec I, :
D’apres les relations (3.49), (3:50) et ([B.51]), nous déduisons que

/02y = 21 (on) (3.52)

7. Le moment d’inertie I/(4,4;) :
Nous avons par définition

Diaay = imi [dgAlAg)}Z
i=1
= (mx0%) + (2m x R?) + (2m x 0*) + (m x R?)
ce qui conduit finalement au résultat
I aq) = 3m R*. (3.53)

8. Dans ce qui suit, on rajoute une masse M située sur un point N(z,y,0) du cercle.
Déterminer la position et la valeur de M pour que le centre de masse du systeme a
5 masses soit G(0,0,0).
Nous avons par définition

6m OG + M ON
@:m + 7

6m + M
autrement-dit
obmz, + M x
bmy, + My
v 6m + M y (3.55)
6 M
0=z = % — 0 = 0(évidence) (3.56)
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L’équation cartésienne du cercle (c) est z2 + y? = R?, donc nous devons résoudre le
systeme suivant

x=1R>—y?
r==xR

ce qui conduit a

Tz = R.
Or d’apres (3.54), ainsi
r o _(6m\(_Bv2
N M 6
Finalement
M = \/§ m
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