Avant — Propos

Ce cours de Probabilités est destiné surtout aux étudiants de L2 Mathématiques (dans
le cadre du systeme L.M.D.), il couvre le programme officiel. Le contenu de ce cours est
consacrée au programme du module Probabilités, a savoir :

1) Rappels sur les probabilités.

2) Variables aléatoires & une dimension.

3) Lois de probabilités absolument continues usuelles.

J’espere que ce support aidera les étudiants de deuxieme année Mathématiques a assimiler
les Probabilités et plus particulierement les variables aléatoires. Enfin, des erreurs peuvent

étre relevées, priere de les signaler a ’auteur.
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Lois de probabilités absolument continues

Dans le chapitre précédent nous avons traité le cas de variables aléatoires discretes, c’est-
a-dire de variables dont I’ensemble des états est fini ou infini dénombrable. Il existe cependant
des variables dont ’ensemble des états possibles est infini non dénombrable. On peut citer
par exemple I’heure d’arrivée d’un train a une gare donnée ou encore la durée de vie d'un

transistor. Désignons par X une telle variable.

1.0.1 Généralités

Définition 1.0.1. Soit X une v.a.r. : on dit que X admet une densité f si sa fonction de
répartition F' est continue et peut s’écrire sous la forme :

Vre€R, F(z)= / F(t)dt,

avec :
1. f est positive.
2. f posséde un nombre fini de points de discontinuité.

+00
3. [ f(t)dt =1. [ est appeléé densité de la variable X .

Remarque 1.0.1. f n’est pas unique. Il suffit de la modifier en un point, et on obtient une
autre fonction vérifiant toutes les conditions de la définition (modifier une fonction en un
point ne change pas la valeur de l'intégrale). Il est donc plus correct de parler d’une densité
de X plutot que de la densité de X.

Dans le cas des variables a densité, F' est par définition continue, et possede en plus la

propriété suivante, qui relie fonction de répartition et densité :



Propriété 1.0.1. En tout point xo ou f est continue, F' est dérivable et :

F'(xo) = f(wo).

Preuve. Soit zy un point ou f est continue. On a donc :

Ve >0,3a >0, |z — 20| < a=|f(z) — f(zo)] <e

Soient € > 0 fixé, et h tel que |h| < .
xo-i-h

En remarquant que : f(zo) = — [ f(zo)dz, on a :
Z0
F(zo+h) — F(x 1 woth
@t M=) plag)| = |1 7T fa) — Flao)d
zo
$0+h
S E f |f(x) = f(xo)| do
1
S EhC
< €
F - F
On a donc bien lim Gl (o) = f(=o).
h—0 h
Exemple 1.0.1. Soit f définie par :
0 St t<0
1
—  0<t <1
f=9 i "
v
22 st 1<t

Montrer que f est une densité d’une variable aléatoire, puis calculer sa fonction de ré-
partition.

Propriété 1.0.2. Soit X une v.a.r. de fonction de répartition F', admettant f pour densité.
Alors, pour tout (a,b) € R? tel que a < b,

P@<X§®:/ﬂmha

Preuve. On suppose (a,b) € R? tel que a < b, on a

Pla< X <b) = F(b) — F(a)
= [ wa- | s

= [ ft)dt

a

Pour P(X = a) c’est analogue.



Remarque 1.0.2. Pour une variable a densité, la valeur de la probabilité ne change pas
selon que I'on met des inégalités strictes ou larges.

1.0.2 Espérance et Variance d’une v.a.r. a densité

Dans le cas discret, nous avons défini ’espérance d’une variable aléatoire discrete X par :

E(X) =) xP(X =)

el

Si X est une variable aléatoire continue ayant pour densité f, alors comme :
f(z) = P{x < X <z +dz} pour un dr petit,

il est facile de voir que la définition analogue de I'espérance de X.

Définition 1.0.2. Soit X une v.a.r. de densité f. On appelle espérance de X si elle existe,
le réel :

—+00

B(X) = [ tre),

—00

sous réserve de convergence absolue de cette intégrale.

Exemple 1.0.2. Soit X de densité f définie par

1 1
vteR, f(t)= 11, +00((t)

23+t
Caculer l’espérence de X.
On peut vérifier que [ est une densité : les conditions de positivité et de régularité (discon-
tinuité en t = 1) sont clairement vérifiées. Le calcul de lintégrale se fait par décomposition
en éléments simples (on sait qu’elle converge, puisqu’en +o00, f(t) ~ ﬁ) :

Soita>1 :
a 1 a ] t

= L
,fl t3+1 ;/; t 241
= Int—1n(t? + 1)]?
= In 2 ) - ln%
a?+1
— In2.
a——+00
+0c0 1
Done [ f(t)dt =1. E(X) existe, puisque tf(t) equivaut o o +00, et vaut :
el n
LT 1
T
E(X)=-— dt = — [arctant][™ =
() 1n2/t2+1 g retant™ = gy o

1



Pour I'espérance, on a les mémes propriétés que dans le cas discret, mais elles sont déli-
cates & démontrer sans faire appel & la théorie de la mesure (E(X) = [, XdP). Par contre,
on n’a plus de structure d’espace vectoriel : la somme de deux variables a densité n’est pas
nécessairement une variable a densité (considérer X — X par exemple). On donne donc sans
démonstration les deux résultats suivants :

Propriété 1.0.3. Soient X et Y deuz v.a.r. a densité admettant une espérance, et soit \
un réel. Alors X + \Y admet une espérance, et :

E(X +\Y) =E(X)+ AE(Y)

Théoréme 1.0.1. (Théoréme de transfert)
Soient X une v.a.r. de densité [ et ¢ une fonction de R dans R telle que |p|f soit intégrable
sur R. Alors ¢(X) posséde une espérance, et :

Pour la variance et le moment d’ordre 2, on a aussi les mémes définitions et les mémes

résultats que dans le cas discret :

Définition 1.0.3. Soit X de densité f. On appelle moment d’ordre 2 [’espérance, si elle
existe, de la variable X?2.
C’est donc le réel, d’apres le théoréeme de transfert :

—+00

BX) = [ 210

—00

sous réserve de convergence de cette intégrale.
Propriété 1.0.4. Si X possede un moment d’ordre 2, alors X posséde une espérance.

Preuve.
Identique au cas discret (écrire que pour tout réel x, |z| < z? + 1).

Définition 1.0.4. Soit X de densité f. On appelle variance de X [’espérance, si elle existe,
de la variable (X — E(X))?2.
En vertu du théoréme de transfert, c’est le réel :

+oo

V(X) = / (z — E(X))*f(2)dz, V

—00

sous réserve de convergence de cette intégrale.
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Comme dans le cas discret, I'existence du moment d’ordre 2 équivaut a celle de la variance,

et le calcul effectif se fait souvent avec la formule de Koenig :
V(X) = E(X?) — (E(X))?
On donne ensuite, comme dans le cas discret, les lois a densité usuelles au programme
avec leurs principales caractéristiques.
1.1 Lois de probabilités absolument continues usuelles

1.1.1 Loi uniforme sur [a,b]

Définition 1.1.1. X suit la loi uniforme sur [a,b] si elle a pour densité f définie par :

{ 0 stx ¢ [a,b]
1

b—a

fz) =

stz € [a,b)
On note alors X ~ U([a,b]).

On obtient sans difficulté :

Propriété 1.1.1. Sa fonction de répartition est la fonction :

0 str<a
1
F(z) = b_&(x—a) sta<z<b
1 stx>b

Ainsi que son espérance et sa variance :

Propriété 1.1.2.

1.1.2 Loi exponentielle

Définition 1.1.2. Soit A > 0. X suit la loi exponentielle de parametre X s’elle a pour
densité :

0 stx <0
f(a:):{ Ae M stx >0
On note alors X ~ E(N).
+o00

f est bien une densité : on a directement par le calcul la convergence de [ f(t)dt =1
0
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Propriété 1.1.3. Sa fonction de répartition est :

0 stx <0
F(x)_{l—e’\x six >0

En procédant par exemple a des intégrations par parties, on obtient ’espérance et la

variance :

Propriété 1.1.4.
1

1
E(X)=—- et V(X)=—.
(X)=1 et V(X)=
Exemple 1.1.1. (Pratique) On s’intéressait a ['arrivée de messages dans un réseau
iformatique. Ty était le temps d’attente depuis linstant initial, et pour k > 2,71}, était le
temps d’attente du k™ message depuis U'arrivée du (k — 1), L’hypothése était que :

1.1.3 Loi Normale (loi de Gauss)

C’est une loi fondamentale car elle apparait comme "loi limite” dans de tres nombreuses
situations, en vertu du "Théoreme Central Limite”, que 'on abordera dans la suite de ce

chapitre sur les convergences de suites de variables aléatoires.

Définition 1.1.3. X suit la loi normale centrée réduite si elle a pour densité f définie par :

1 o2
Vr e R, f(z) = \/ﬂe_T

On note alors X ~ N(0,1)

On peut vérifier que f est bien une densité :

f étant paire, fj;o f(z)dx converge si et seulement si f0+°° f(z)dz converge. Or c’est bien le

cas puisque f(z) = o (%).

T—>+00
+o00o 22
On donne ici une fagon trés classique de calculer [ e~z dx;
0

e %dx on a, par le théoreme de Fubini :

x2
/e2d:c / 7 dy // d:cdy
0

[0,a]?

On pose, pour a > 0 : I(a)

Il
C—n>r

On ne peut pas passer facilement en coordonnées polaires puisqu’on integre sur le carré

[0,a] x [0,a]. On va intégrer sur le quart de disque en posant :

D, = {(TCOSQ,T‘SinQ) /r €0,a];0 € [O’ g}}
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On peut alors calculer,

22142 -2
J(a) = // e 2 dudy = // e~z rdrdf
D,

[0,a]x[0,5]

En utilisant de nouveau le théoreme de Fubini, on obtient :
™ a?
=" (1
On encadre ensuite (1(a))? par :

J(a) < (I(a))* < J(aV?2).

+o0 2

En passant a la limite, par encadrement, (I(a))2 —+> Z et on a donc | e~ Tdr = z.
a—r—+00 0
Conclusion .
12
/ e 2dr =21
Propriété.
E(X)=0 et V(X)=1.
+00
Preuve. L'existence de [ zf(x)dz est assurée par le fait que la fonction x — xf(z) est

continue et qu’en 'infini, zf(x) = o (x%) Comme elle est paire, on a bien :

—+oc0o
T 2
e 2dxr =0.
/ V2T
+oo

Pour la variance, l'existence de [ 2?f(z)dz est assurée pour la méme raison et le calcul se
—00

fait en intégrant par parties.

Remarque 1.1.1. Cela explique la notation N (0,1) :0 est Iespérance de X et 1 est son
écart-type.

Définition 1.1.4. Soient m € R et 0 > 0. X suit une lot normale de parameétre m et o si
elle a pour densité :

1 _(z=m)?

flz) = e 202

On note alors : X ~ N(m, o).

On se ramene a la loi normale centrée réduite grace a la propriété suivante :
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Propriété.
X —m

o

X ~N(m,o) & ~ N(0,1).

Preuve. Si X suit une loi N'(m, o), alors pour tout réel y :

oy+m

X_ 1 z—m)>
P( mSy)zP(XSoerm): / e~ B da,

g

—00

m
, on obtient :

Yy
X —-m 1 2
P <y)= e dt.
( o - y) / V2T

suit la loi N(0,1) La réciproque se démontre de la méme fagon.

En posant t =
o

X—m
o

La variable

On en déduit I'espérance et la variance :

Propriété. X ~ N (m,o), alors E(X) =m et V(X) = o2

Preuve. x
X ~N(m,o) = — L N(0,1)
o
Jol AL
o
=
X_
v ™Y —q
ag
L [ BE(X-m)=0
LV (X)=1
N E(X)=m
V(X) =02

Lorsqu’on considere

on dit que 'on a centré et réduit X.
o

1.2 Convergence et Approximation des lois de Proba-
bilités

1.2.1 Convergence en Loi

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P) et F, la suite des fonctions de répartition correspondantes. Soit X une variable
aléatoire définie sur le méme espace probabilisé (2, A, P) et Fx sa fonction de répartition.
On dit que la suite (X,,),>1 converge en loi vers X si, en tout point x de continuité de Fly,

nous avons lim F,(x) = Fx(z) et on note X, 59'¢
n—r—+o0o
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Remarques.
1. Pour des variables discretes a valeurs entieres, la convergence en loi vers une variable
discrete a valeurs entieres s’exprime par

VkeN, lim P (X,=k) =P (X =k).

n——4o00

2. La suite (X,,),>1 converge en loi vers X si et seulement si pour tout couple de points a et
b de continuité de F'x, nous avons

lim P(a < X, <b)=P(a <X <b).

n—-+00

1.2.2 Convergence en probabilité

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P) et X une variable aléatoire définie sur le méme espace. On dit que la suite (X,,)n>1
converge en probabilité vers X si, pour tout € > 0, lim P(|X,, — X| >¢) =0.

n—+o00
Remarques.
1. La convergence en probabilité implique la convergence en loi.

2. La convergence en loi est la plus utilisée en pratique car elle permet d’approcher la fonction
de répartition de X,, par celle de X lorsque n est "grand”.

1.2.3 Théorémes limites

Inégalité de Markov
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P) admettant un mo-
ment d’ordre 1. Alors nous avons, pour tout € > 0,
E(X))

P(X[>¢) <
€

Inégalité de Bienaymé-Tchébychev
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, .4, P) admettant un mo-

ment d’ordre 2. Alors nous avons, pour tout € > 0,
Var(|X

P(|X —E(X)[ > ¢)

€
Loi faible des grands nombres

Soit (X, ),>1 une suite de variables aléatoires de méme loi sur un espace probabilisé (2, A, P),

deux & deux indépendantes, ayant une espérance j et une variance o?.

Théoréme de la limite centrée (ou théoréme central-limite)

Théoréme 1.2.1. Soit (X,,)n,>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identi-
2

quement distribuées, ayant une espérance p et une variance o-.
Xn —
o/\/n
loi normale N(0,1).

Posons Y, = . Alors la suite (Y,)n,>1 converge en loi vers une variable aléatoire de
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1.2.4 Approximations des lois

Approximation de la loi hypergéométrique par la loi binomiale

Soit p est un élément de |0, 1[, n est un élément de N* et (N, ),n>0 est une suite d’éléments

de [n, o0 telle que :

lim N, =400 et Vme N, N,,p € N.

m—r+00
On considere une suite (X,),>0 de variables aléatoires réelles sur (£2,.4, P) telle que pour

tout m appartenant a N, X,,, ~ H(N,,,n,p).

En pratique : La loi hypergéométrique H (N, n,p) peut étre approchée par la loi bino-
miale B(n, p) lorsque N > 10n.

Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson

Soit A est un réel strictement positif. Pour tout élément n de N*, X, est une variable

aléatoire réelle sur (£2,.4, P) qui suit une loi binomiale de parameétres n et %

Alors la suite (X,,),>1 converge en loi vers une variable aléatoire réelle suivant une loi de
Poisson de parametre A\. Autrement dit pour tout élément k de N :

: Ay
lim P(X, =k)

= —¢
n——+oo k!

En pratique : La loi binomiale B(n, p) peut étre approchée par la loi de Poisson P(np)
lorsque :
p <0,1
n > 30
np < 15
ou lorsque d’autres conditions données par ’énoncé sont vérifiées. Attention, dans certains

cas, l'astuce sera d’approcher la loi binomiale B(n,1 — p) et non la loi binomiale B(n,p).

Approximation de la loi de Poisson par la loi normale

(Xn)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes. On
suppose que pour tout élément n de N*, X, suit une loi de Poisson de parametre A (A > 0).

a) S, = > ._, Xy suit une loi de Poisson de parametre nA.

b) La suite ( 2z=22 converge en loi vers une variable aléatoire réelle suivant une loi
vnA
n>1
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normale centrée réduite. Ainsi, pour tout réel x :

Sn —nA [ 1 2
Iim P —— <z ) =d¢x) = ez dt.
n—-+00 ( vl o ) ¢< ) V2T

Remarque 1.2.1. Ce résultat théorique conduit dans la pratique a approximer une variable
aléatoire réelle X suivant une loi de Poisson de parametre A par une variable aléatoire réelle
Y suivant une loi normale d’espérance X et d’écart-type v\ lorsque A > 10.

Approximation de la loi binomiale par la loi normale

Soit (Xn)n > 1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli B(p),
o p €]0,1[. S, = >_;_; X suit la loi binomiale B(n,p). Alors la suite (%)
TP >

converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale N (0, 1).

En pratique : La loi binomiale B(n,p) peut étre approchée par la loi normale

N (np, v/nP(1 — p)) lorsque :

n > 30
np > 15
nP(l—p)>5

Remarques.

1) Si la variable aléatoire X suit la loi binomiale B(n,p) , alors la variable aléatoire X
prend des valeurs entieres positives entre 0 et n. Remplacer la loi binomiale B(n, p) par la loi
normale N (np, /nP(1 — p)) revient & considérer la variable aléatoire X comme une variable
qui prend donc toutes les valeurs réelles.

L’intervalle [k — 0,5; k 4+ 0, 5[ est 'ensemble des nombres réels qui s’arrondissent a k, c’est-
a~dire pour k € [1,n — 1], nous remplacerons P(X = k) par P(k— 0,5 < X < k+0,5).

2) Pour que la somme des valeurs approchées des P(X = k), k variant de 0 a n, soit égale
a 1, nous remplacerons P(X = 0) par P(X < 0,5) et P(X =n) par P(n — 0,5 < X).
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1.3 Travaux diriges
Exercice 1.3.1. Soit X ~ E(X). Démontrer que :
Vs € R,VE > OP(X > s +1/X > t) = P(X > s)

Exercice 1.3.2. Soit X une v.a.r continue avec une densité f et une fonction de répartition
F.

1) Démontrer que sa fonction de répartition F' est croissante.

2) Démontrer qu’en tout point xy ou f est continue, F' est dérivable et :

F/(%) = f(mo).

Exercice 1.3.3.
Soit X une v.a.r continue, avec la fonction de répartition

0 st < —1
3 1 ] 1< <2
Flz) = g(x+ ) si —2 <z< 3
1 . =<
) 3 x

Trouwver la fonction de répartition de Y = X?2.

Exercice 1.3.4. I) Dans chacun des cas suivants, déterminez la valeur de ¢ afin que f et g
soient des fonctions de densité.

ce 2" st x>0
f(m) o { 0 sinon
—c st O<zxz<l
g(x) = c si 1<z<2
0 sinon

IT) Déterminez une fonction de densite correspondante & chacune des fonctions de ré-
partition swivantes :

0 St r<l1
Flz)=¢ z—1 si 1<xz<2
1 St T > 2

1
1_ )
G(az):{ 1 st x>0

0 stnon
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Exercice 1.3.5.

1. Soit X une v.a.r. de loi N'(20,2). A laide de la table de la N'(0,1), donner P(X > 21),
P17 < X) et P(18 < X < 20.5), puis déterminer x tel que P(20—z < X < 20+4x) = 0.95).
2. Soit X une v.a.r. de loi N(m, o). Déterminer P(|X —m| > 20).

Exercice 1.3.6.
Soit a > 0 firé et X une v.a.r. de loi N'(m, o).
Déterminer b pour que P(b < X < b+ a) soit mazimale.

Exercice 1.3.7. En France, la proportion des camping-cars par rapport a l’ensemble des
véhicules est égale a 0,07.

1. Soit X le nombre des camping-cars parmi 100 véhicules choisis au hasard sur un parking
contenant 2000 véhicules. Calculez P(X > 5).

2. 50itY le nombre de camping-cars parmi 1000 véhicules circulant sur le boulevard périphé-
rique d’une grande ville a une heure d’affluence. Nous supposerons que N > 20000. Calculez
P65 <Y <75).

3. Nous choisissons n véhicules au hasard. Déterminez pour quelle valeur de n nous pouvons
affirmer que la proportion des camping-cars parmi ces n véhicules est comprise entre 0,06
et 0,08 avec un risque d’erreur inférieur a 0,05.
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