Avant — Propos

Ce cours de Probabilités est destiné surtout aux étudiants de L2 Mathématiques (dans
le cadre du systeme L.M.D.), il couvre le programme officiel. Le contenu de ce cours est
consacrée au programme du module Probabilités, a savoir :

1) Rappels sur les probabilités.

2) Variables aléatoires & une dimension.

3) Lois de probabilités absolument continues usuelles.

J’espere que ce support aidera les étudiants de deuxieme année Mathématiques a assimiler
les Probabilités et plus particulierement les variables aléatoires. Enfin, des erreurs peuvent

étre relevées, priere de les signaler a ’auteur.
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Introduction aux Probabilités

Les probabilités sont une branche des Mathématiques dont l'objet est 1’étude des
phénomenes aléatoires. Historiquement, il s’agissait essentiellement des jeux de hasard et
des problemes d’espérance de vie pour des calculs de rente. L’approche mathématique de
ces problemes n’apparait réellement qu’au 17¢ siecle avec Pascal et Fermat, puis au siecle
suivant avec Bayes et Laplace.

L’¢laboration d'un cadre mathématique rigoureux est tres récente et elle est due a Kolmo-
gorov, qui a axiomatisé le calcul des probabilités (fondements du calcul des probabilités,

1933) et a permis en particulier I'utilisation de la théorie de la mesure.

Avant de passer a la théorie des probabilités, nous présentons quelques principes de base

de 'analyse combinatoire, qui sont extrémement utiles pour le calcul des probabilités.

0.1 Analyse Combinatoire

Il y a, bien des problemes en théorie des probabilités qui peuvent étre résolus simplement
en comptant le nombre de manieres différentes selon lesquelles un certain événement peut
se réaliser. Par convention on appelle analyse combinatoire la théorie mathématique du

dénombrement.

0.1.1 Principe Fondamental de dénombrement

Ce principe de dénombrement (ci-dessous théoreme 0.1.1) sera essentiel par la suite. 1
établit en gros que si une expérience peut produire m résultats et une autre n, alors il y a

m X n résultats possibles lorsqu’on considere ces deux expériences ensemble.

Théoreme 0.1.1. Supposons qu’il faille réaliser deux expériences. Si l'expérience 1 peut
produire ['un quelconque de m résultats et si, pour chacun d’entre eux, il y a n résultats
possibles pour ['expérience 2, alors il existe mn résultats pour les deux expériences prises
ensemble.
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Exemple 0.1.1. Une petite communauté se compose de dixz hommes et de leurs fils, chaque
homme ayant trois fils. Si un homme et ['un de ses fils doivent étre désignés “pere et fils
exemplaires”, combien y a-t-il de choix différents possibles ?

En considérant le choiz du peére comme la premiere expérience et ensuite le choix de

l'un de ses fils comme la seconde, nous conclurons d’apres le principe fondamental qu’il y a
10.3 = 30 choix possibles.

0.1.2 Principe fondamental généralisé

Lorsqu’il y a plus de deux expériences a réaliser, le principe fondamental peut étre géné-
ralisé comme suit :
Théoreme 0.1.2. Sir expériences doivent étre réalisées et sont telles que la premiéere peut
produire 'un quelconque de ny résultats, et si pour chacun d’entre euz il y a nog résultats
possibles pour la 2¢ expérience, et si pour chaque résultat des deux premiéres expériences il

y en a ng pour la 3° expérience, et ainsi de suite, il y aura alors au total ny.nsy....n, résultats
pour les v expériences prises ensemble.

Exemple 0.1.2. Le comité de planification d’un college est constitué de 3 étudiants de
premiere année, 4 de deuzriéeme, 5 de troisiéme et 2 de derniére année. Un sous-comité de
4 étudiants comportant un représentant de chaque classe doit étre choisi. Combien peut-on
former de sous-comités ?

Nous pouvons considérer le choix d’un sous-comité comme le résultat combiné de 4 ex-
périences distinctes, chacune consistant a choisir un unique représentant dans ['une des
classes. Par conséquent, en application de la version généralisée du principe fondamental, il
y a 3.4.5.2 = 120 sous-comités possibles.

0.1.3 Permutations

Permutations d’objets distinguables

Combien existe-t-il d'un arrangement et ordonné des lettres a, b et c¢. Par énumération
directe nous en trouvons 6, a savoir : abc, acb, bac, bca, cab et cba. Chaque arrangement est
par convention appelé permutation. Il y a ainsi 6 permutations possibles des éléments d'un
ensemble de 3 objets. Ce résultat aurait également pu étre construit a partir du principe
fondamental ; la premiere lettre de la permutation peut étre n’importe laquelle des 3, la
deuxieme lettre peut ensuite étre choisie parmi les 2 restantes tandis que la troisieme ne

peut plus faire I'objet d’aucun choix. Ainsi, il y a 3 X 2 x 1 = 6 permutations possibles.

Définition 0.1.1. Une permutation d’un ensemble X est une bijection de X sur lui-méme.
Notamment, une permutation de n éléments (ou n est un entier naturel) est une bijection
d’un ensemble fini de cardinal n sur lui-méme.
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Supposons maintenant que nous ayons n objets. Un raisonnement analogue a celui que

nous venons d’utiliser ci-dessus établit le théoréme suivant :
Théoreme 0.1.3. Le nombre de permutations de n objets est n!.

Exemple 0.1.3. Un cours de théorie des probabilités est suivi par 6 étudiants(gar¢ons) et
4 étudiantes(filles). Un examen a lieu, puis les étudiants sont classés selon leur note. On
suppose exclu que deux étudiants obtiennent la méme note.

e Combien de classements peut-on avoir ¢

o Si les garcons sont classés entre eux uniquement et les filles entre elles, combien de
classements globaux peut-on avoir ?

e Comme chaque classement correspond a un certain arrangement ordonné de 10
personnes, on voit que la réponse a cette partie du probleme est 10! = 3628800.

e Comme il y a 6! classements des garcons entre eux et 4! classements des filles entre
elles, il résulte par application du principe fondamental qu’il y aura dans ce cas (6!)(4!) =
(720)(24) = 17280 classements possibles.

Permutations d’objets partiellement indistinguables

Nous allons maintenant nous attacher a déterminer le nombre de permutations dans un
ensemble de n objets quand certains de ces objets sont indistinguables les uns des autres.

Pour mieux saisir de quoi il s’agit, considérons 1’exemple suivant :

Exemple 0.1.4. Combien d’arrangements différents peut-on former avec les lettres P E P

PERY

On remarquera d’abord qu’il existe 6! permutations des lettres P, E1 Py Py Fs R lorsque
les trois P et les deux E sont distingués les uns des autres. Cependant, considérons ['une
quelconque de ces permutations — P, Py Ey P3 E5 R — par exemple.

Si nous permutons les P entre eux et les E entre eux, 'arrangement résultant sera encore
de la méme forme P P E P E R. En fait, chacune des 3! 2! permutations

o~

B

&

~

&
SeRSVISTRETRE TR

S

B

&

~

&
SVRSVEEVREVREVREY

est de la forme P P E P E R. Par conséquent il y aura 6!/(3!.2!) = 60 arrangements
possibles des lettres P E P P E R.

Plus généralement, grace au méme raisonnement que celui utilisé dans 'exemple 0.1.4,

on établit le théoreme suivant :
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Théoreme 0.1.4. [l y a
n!

nil.ngl...n,!
permutations différentes de n objets parmi lesquels ny, sont indistinguables entre eux, nsg
autres entre eux également, ..., n, entre eux.

Exemple 0.1.5. Parmi les 10 participants a un tournoi d’échec, on compte 4 russes,3
américains, 2 anglais et un brésilien. St dans le classement du tournoi on me peut lire
que la liste des nationalités des joueurs mais pas leur identité, a combien de classements
individuels différents une telle liste correspond-elle ¢

Ilya
10!
3o 12000

classements possibles.

0.1.4 Combinaisons

Nous serons souvent intéressés a déterminer le nombre de groupes de r objets qu’il est
possible de former sans répétition a partir d’'un total de n objets. Par exemple, combien
de groupes de 3 objets peut-on construire en tirant parmi les 5 objets A, B, C, D et El
Pour y répondre, on peut raisonner comme suit : puisqu’il y a 5 fagons de choisir le premier
objet, 4 de choisir ensuite le deuxieme et 3 de choisir le dernier, il y a donc 5.4.3 fagons de
composer des groupes de 3 objets en tenant compte de 'ordre dans lequel ces objets sont
choisis. Cependant, un triplet donné, par exemple le triplet constitué des objets A, B et C,
apparaitra 6 fois. En effet, chacune des permutations ABC, ACB, BAC, BCA, CAB et
C' BA sera distinguée lorsqu’on tient compte de I'ordre. Il en résulte que le nombre total de

groupes pouvant étre formés est
543

321
Plus généralement, n.(n — 1)...(n — r + 1) représente le nombre de manieres de choisir un

10.

groupe de r objets parmi n lorsqu’on tient compte de I'ordre. Comme chaque groupe de r
objets sera distingué r! fois dans ce dénombrement, le nombre de groupes de r objets pris
dans un ensemble de n sera

n(n—1)..(n—r+1) n!

r! (n=r)lr!

Définition 0.1.2. E étant un ensemble a n éléments, on appelle combinaison de r éléments
de E toute collection non ordonnée de r éléments distincts de E, ie toute partie de E a r
éléments.

On note C,, le nombre de combinaisons de r éléments parmin. On a

n!
T __
Cn = (n—r)lrl’
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Théoreme 0.1.5. C est le nombre de combinaisons de r objets pris parmi n, ou encore le
nombre de groupes de taille v si, dans le choix, ’ordre n’est pas considéré comme significatif.

Exemple 0.1.6. On veut former un comité comprenant 3 des 20 personnes d’un groupe.
Combien y a-t-il de ces comités ?

20.19.18
3.2.1

Exemple 0.1.7. A partir d’un groupe de 5 hommes et de 7 femmes, combien de comités
différents composés de 2 hommes et de 3 femmes peut-on former? Qu’en est-il si 2 des
femmes s’entendent mal et refusent de siéger simultanément au comité ?

IlyaC3 = = 1140 comités possibles.

Comme il y a C2 groupes possibles de 2 hommes et C3 groupes possibles de 3 femmes, il
y a selon le principe fondamental C2.C3 = 350 comités de 2 hommes et 3 femmes.

Considérons maintenant le cas ot deux des femmes refusent de siéger ensemble au comité.
Comme il y aura C3.C2 groupes possibles de trois femmes ne contenant aucune des deuz
ennemies en question et C3.C2 groupes contenant exactement l'une des deux, il y aura par
conséquent C3.C2 + C3.C3 = 30 groupes de 3 femmes ne contenant pas les deur ennemies
la fois. Puisqu’il y a C2 fagons de choisir les 2 hommes, il sera possible au total de composer
30.C2 = 300 comités différents.

L’identité suivante entre grandeurs combinatoires est tres utile :

Théoréme 0.1.6.
Cr=C1+C_,, 1<r<n. (1)

n—1

Preuve. L’équation 1 peut étre démontrée analytiquement mais aussi grace a l'argument
combinatoire suivant : considérons un groupe de n objets et fixons notre attention sur I'un
d’entre eux en particulier, appelons-le objet 1. Il y a alors C’~} combinaisons de taille r qui
contiennent l'objet 1 (puisque chaque combinaison de ce genre est formée en choisissant r — 1
objets parmi les n — 1 restants). Il y a également C!_; combinaisons de taille r ne contenant
pas l'objet 1. Comme il y a au total C; combinaisons de taille r, 1 se trouve vérifiée.

Les nombres C' sont souvent appelés coefficients binomiaux en raison de leur role dans

le théoreme du binome.

Théoréme 0.1.7.

n

(x+y)" =Y Chary . (2)

k=0
Preuve. Par un argument d’analyse combinatoire. Considérons le produit suivant :
(z1 +y1) (w2 + y2) .- (T + Yn)

En le développant on obtient une somme de 2" termes, chaque terme étant un produit de n
facteurs. Chacun des 2" termes de la somme contiendra a son tour soit le facteur z;, soit y;
et ceci pour tout ¢ = 1,2, ..., n. Par exemple :

(x1 +y1) (T2 + y2) = 2129 + T1Y2 + Y122 + Y1Y2



0.1 Analyse Combinatoire 6

Combien maintenant de ces 2" termes de la somme auront-ils k facteurs en x et (n — k) en
y.Comme chaque terme constitué par k des x; et (n — k) des y; correspond au choix d’'un
groupe de k des n valeurs zy, Ty, ..., T,,, il y aura C¥ de ces termes. Par conséquent, en posant
r; =, y; =y pour ¢ = 1,2, ..., n nous voyons que :

n

(z+y)" =) Crary"*.

k=0
0.1.5 Arrangement

Arrangement sans répétition

Soit 2 un ensemble avec card(£2) = n. Considérons un sous-ensemble E de 2 de taille
p(p < n), la disposition est ordonnée et sans répétition. On dit qu’on a un arrangement sans
répétition de p éléments parmi n. Le nombre de p—arrangements d’un ensemble a n éléments

est :

n!
A=
" (n—p)

Définition 0.1.3. Soient ) un ensemble fini de cardinal n et p un entier naturel.

Un p-arrangement de Q0 (ou p-arrangement sans répétition de €, ou encore arrangement
sans répétition de n éléments pris k a k) est une application injective de {1,2,...,k} dans
Q.

Réaliser un arrangement sans répétition des éléments de €2, c’est déterminer un p—uplet
(21, ..., xp) d’éléments de €2 deux a deux distincts. C’est aussi définir une application injective
d’un ensemble E a p éléments dans 2 a n éléments.

Arrangement avec répétition
Un arrangement avec répétition, en mathématiques, se produit lorsqu’on range dans un
certain ordre p objets, choisis parmi n objets discernables, chaque objet pouvant étre répété.
On peut représenter ces différents arrangements par des p-uplets. Par exemple, quand on
tire successivement avec remise p boules dans une urne contenant n boules numérotées de
1 a n, on peut représenter ces tirages par des p-uplets de boules ou par des applications de
{1,2,...,p} dans 'ensemble des boules.

Le nombre d’arrangements avec répétition de p éléments d’un ensemble fini de cardinal n
est égal a nP.
C’est aussi le nombre d’applications d'un ensemble a p éléments vers un ensemble a n

éléments.
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Définition 0.1.4. Etant donnés un ensemble fini Q et un entier naturel p, un arrangement
avec répétition de p éléments de Q est un p-uplet d’éléments de 2 (un élément de la puissance
cartésienne QF ), autrement dit : une application de {1,2,...,p} dans €.
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0.2 Probabilité sur un espace fini, événements

Définition 0.2.1. Expérience aléatoire

Une expérience aléatoire est une expérience dont on ne peut pas prévoir le résultat de facon
certaine. On ne s’intéresse qu’aux expériences aléatoires dont on peut indiquer [’ensemble
des résultats possibles.

Définition 0.2.2. On appelle univers l’ensemble des résultats possibles d’une expérience
aléatoire. Il est noté €.

Définition 0.2.3. Fvénement

Un événement (ou événement) lié a une expérience aléatoire est un sous-ensemble des ré-
sultats possibles pour cette expérience (c’est-a-dire un certain sous-ensemble de 'univers lié
a lexpérience).

Exemple 0.2.1. On effectue deuz jets successifs d’un dé :
Q={(i,5), (i,7) € {1,2,3,4,5,6}°}.

Remarque 0.2.1. Si on répete la méme expérience aléatoire d’univers {2, on pourra choisir
comme univers 2" dans le cas de n répétitions, et QN si on la répete indéfiniment.

Notation : On note A I'ensemble des événements relatifs a 1'expérience aléatoire. On a

donc par définition A C P(9).

On souhaite pouvoir définir certaines opérations sur les événements, et on utilise la cor-

respondance suivante entre vocabulaires probabiliste et ensembliste :

Terminologie probabiliste | Terminologie ensembliste | ()
Evénement certain Ensemble entier Q
Evénement impossible Ensemble vide 1)
Evénement élémentaire Singleton w
Evénement contraire de A Complémentaire de A A

AouB Réunion de A et B AUB
Aet B Intersection de A et B ANB

A implique B A inclus dans B ACB

A et B incompatibles A et B disjoints ANB=10
w réalise A w appartient a A weA

On exige que A contienne ’ensemble vide et 'univers, et qu’il soit stable pour les opéra-
tions de réunion et d’intersection finies ou dénombrables, ainsi que par passage au complé-

mentaire.
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Définition 0.2.4. Soit Q un ensemble. On dit que A C P(Q) est une tribu (ou une
o-algébre) si - i) Qe Aethe A;

i) Ace A= A€ A;

iii) VieICNA e A)= |JA € A;

i€l

iel
iv) VielICN A e A)= N4 €A,
c’est-a-dire que A soit une tribu de parties de €.

Définition 0.2.5. On appelle événement élémentaire tout singleton (partie constituée d’un
seul élément) de la tribu A.

Exemple 0.2.2. On lance deux fois un dé a six faces. On pose :
Q={(i,7), (1,7) € {1,2,3,4,5,6}*} et A =P(Q).

On considere A : 7la somme obtenue est supérieure ou égale a 117,
Ona:A=(56);(6,5);(6,6) et A est un événement (A € A).

On considere B : 7la somme obtenue est divisible par 3 et par 4.
On a : B=(6,6) et B est un événement élémentaire.

Définition 0.2.6. Le couple (2;.A), ou Q est l'univers et A une tribu de parties de ), est

appelé espace probabilisable.

0.2.1 Probabilité

1 s’agit d’affecter a chaque événement A un poids P(A) indiquant sa <<chance>> d’étre

réalisé si I'on effectue I'expérience aléatoire.

Définition 0.2.7. Etant donné un espace probabilisable (2;.A), on appelle probabilité sur
(Q; A) toute application P : A — [0, 1] satisfaisant auzx trois axiomes suivants :

1. VA€ A, P(A) >0 (positivité).
2. P(Q)=1 (totalité).

3. Pour toute suite (A)nen d’éléments deux a deux disjoints,

+o0
P(| J4.) =) P(A,) (Additivite).
n=0

neN

Définition 0.2.8. Soit A € A.
Si P(A) =0, on dit que A est un événement impossible.
SiP(A) =1, on dit que A est un événement certain.

Définition 0.2.9. Deux événements A et B sont indépendants sous P si

P(ANB) = P(A)P(B).
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Propriété 0.2.1. Toute probabilité P posséde les propriétés suivantes :
1. P(0) = 0.

2.Y(A,B) e A ACc B=P(A) <P(B).

3. VA€ A P(A)€[0,1] et P(A) =1—-P(A).

4.VA,Be A, P(AUB)=P(A)+P(B)+P(ANB).

Preuve.

1) On pose (A, )nen une partition de €2, d’éléments deux a deux disjoints, tel que Ay = Q
et A; =0, pour tout 7 > 1.
D’apres 'additivité

SPA) = PO .

— PA)+ S P() = 1+ P(0).

i=1 =1

+o0
Par conséquent, > P(Q) = 0, et puisque P(@) > 0, donc P((}) = 0.
i=1
2) Si AC B, alors B= AU (BN A) et cette réunion est disjointe.
D’apres l'additivité, on a P(B) = P(A) + P(B N A) et comme P(BN A) > 0, on en déduit
P(B) > P(A).

3) On prend la partition de Q2 = AU A.
D’apres I'additivité on a :
PQ) = 1
P(A) + P(A).

En effet P(A) =1 —P(A).

4) On a les décompositions suivantes en unions disjointes

AUB = (ANB)U(ANB)U(ANB),
A = (AnB)U(ANDB),
B = (AnB)U(ANB).

En utilisant 1’additivité on en déduit :

P(AUB) = P(ANB)+PP(ANB)+P(ANDB)
= [P(A)-P(ANB)|+P(ANB)+[P(B)—P(ANB)]
— P(A)+P(B)-P(ANB)

0.3 Exemples de calcul probabiliste

Exemple 0.3.1. On effectue une partie de pile ou face en trois coups. Quelle est la proba-
bilité d’obtenir pile aux premier et troisiéme lancers.

On peut modéliser cette expérience en prenant Q@ = {f,p}>. La picce étant supposée symé-
trique, nous n’avons a priori pas de raison de supposer que l'un des 8 triplets de résultats
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possibles soit favorisé ou défavorisé par rapport auzr autres. Nous choisirons donc P de sorte
que tous les événements élémentaires aient méme probabilité (hypothése d’équiprobabilité),
501t :
VweQ Pw) = — b — &
’ Card(Q) 2%

L’événement B dont on veut calculer la probabilité s’écrit :

B=A{(p f.p);p0p)}

D’ou

Exemple 0.3.2. On fait remplir un questionnaire a 20 questions binaires. Quelle est la
probabilité qu’un candidat répondant au hasard obtienne au moins 16 bonnes réponses ¢
On choisit ici :

Q = {oui,non}*, A="P(Q).

Si le candidat répond complétement au hasard, on peut considérer que chacune des 2*° grilles
de réponses possibles a la méme probabilité d’apparaitre (hypothése d’équiprobabilité sur ).

Pour tout B C 0, on a alors :
_ CardB

P = )
(B) CardSQ
En particulier pour B = obtention d’au moins 16 bonnes réponses,

e NG G L

P 520 20~ 0,006.




Rappels sur les Probabilités Conditionnelles

Comment doit-on calculer la probabilité que I'on attribue a un événement lorsque 1’on
dispose d’une information conditionnelle? Le concept de probabilité conditionnelle permet

de répondre a cette question.

Par exemple, supposons que nous jetions deux dés et que chacun des 36 événements
élémentaires ait la méme probabilité de survenir, soit 3—16. Supposons encore que nous puissions
observer le premier dé, qui donne un 3. Sur la base de cette information (condition) ; quelle
est la probabilité que la somme des deux dés est 8 7
Notons I’événement A =” La somme des deux dés est 8 7 et B = 7 Le premier dé est un 3”,
notre objectif, c’est de chercher la probabilité de A sachant B c.-a-d. la probabilité que la
somme des deux dés est 8 sachant que le premier dé est un 3.

Pour calculer cette probabilité on procede comme suit : le dé initial étant un 3, il ne peut plus
avoir que 6 événements dans notre expérience, a savoir : (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5) et
(3,6). Puisque chacun de ces événements a originellement la méme probabilité d’apparaitre,
ils auront encore des probabilités égales. Autrement dit, étant donné que le premier dé est
un 3, la probabilité conditionnelle de chacun des événements (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5)
et (3,6) devient &, tandis que la probabilité (conditionnelle) des 30 autres événements de

I’ensemble fondamental devient 0. Finalement la probabilité cherchée est-elle é.

12
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1.1 Probabilités Conditionnelles : Définition et Pro-
prietés
Définition 1.1.1. Soit B un événement tel que P(B) # 0. Pour tout événement observable

A, on définit la probabilité de A sachant B notée P(A|B) par :

P(AN B)
P(B)

P(A|B) est appelée probabilité conditionnelle de I’événement A sous la condition B.

P(A|B) = (1.1)

Exemple 1.1.1. Une piece de monnaie est lancée deux fois, sachant qu’une piéce de mon-
naie dispose deux cotés Pile (noté P) et Face (noté F), alors l’ensemble fondamental est
Q={(F,F),(F,P),(P,F),(P,P)}, quelle est la probabilité conditionnelle que les deuziéme
jet amene face sachant que le premier est face ?

En désignant par B = 7 Le premier jet est face ”, et A = 7 Le deuxiéme jet est face 7, la
probabilité voulue est donnée par :

P(ANB)

P(4B) = o)

Remarque 1.1.1. Remarquons que pour l'instant, il ne s’agit que d'un jeu d’écriture. On
a simplement défini un réel P(A|B) pour que :

P(AN B) = P(A|B)P(B).

Exemple 1.1.2. Une urne contient r boules rouges et v boules vertes. On tire deux boules
l'une apres autre, sans remise. Quelle est la probabilité d’obtenir deux rouges ? Notons A
et B les événements :

B = "rouge au 1" tirage”, A = "rouge au 2°¢ tirage”.

Un espace probabilisé (2, F, P) modélisant correctement cette expérience devrait vérifier :

-
r4+uv’

r—1
r—1+4+uv
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On déduit :

T r—1
X .
r+v r—1+4wv

P(deuz rouges) = P(AN B) = P(A|B)P(B) =
Propriété 1.1.1.
1. P(0|B) =0, P(Q|B) =1 et si BC A alors P(A|B) = 1.

2. Siles A; sont deux a deux disjoints :

P(0A4 | B)=) P(4 | B)

i=1
3. Pout tous A,B€Q, P(A|B)=1-P(A| B).

4. Pour tous Ay, As, B € Q, si Ay C Ay, P(A; | B) < P(As | B).
5. Pour tous Ay, Ay, B € Q0.

P(A, UAy | B)=P(A, | B)+P(Ay | B) — P(A, N A4, | B).

Proposition 1.1.1. (Régle des conditionnements successifs)

Si Ay, Ay, ..., A, sont n événements tels que P(A1 N As...N A1) #0, on a :

P(Al N AQ N An) = P(Al)P(AQ ‘ Al)P<A3 | Al N Ag) X .o X P(An | Al N AQ N An—l)'

Proposition 1.1.2. (Conditionnement par les cas possibles)

i) Si B € Q tel que P(B) #0 et P(B) #0, on a

VAeQ, P(A)=P(A|B)P(B)+PA|BPD)

it) Si By, ..., B, est une partition finie de ) en événements de probabilités non nulles,
VA€ A, P(A) =) P(AB)P(B).
i=1
114) Si (B;);cy est une partition de Q telle que Vi € N, P(B;) # 0 :

VA€ A, P(A) = JfP(A|Bi)P(Bi).
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Preuve.
Il suffit de vérifier (iii), les deux premieres propriétés se démontrant de fagon analogue.
Comme (B;),cy est une partition de €2,

1EN

A:AmQ:Am(,UNBi) = U (AN B),
(S

et cette réunion est disjointe car les B; étant deux a deux disjoints, il en est de méme pour
les (AN B;). Par conséquent de I'additivité :

P(A)= Y P(AnB) =S P(A|BIP(B)

Lorsqu’on a une partition de €2 en n hypotheses ou cas possibles B; et que l'on sait
calculer les P(B;) et les P(A|B;), on peut se poser le probleme inverse : calculer P(B;|A) a
I’aide des quantités précédentes. La solution est donnée par la formule suivante quelquefois

appelée (abusivement) formule des probabilités des causes.

1.2 Formule de Bayes

1.2.1 Formule des Probabilités Totales

Soient A et B deux événements quelconques. Nous pouvons écrire A sous la forme
A= (ANB)U (AN B). Comme évidemment AN B et AN B deux ensembles disjoints, on

peut écrire :

P(A) = P(ANB)+P(ANB)
P(A | B)P(B) +P(A | B)P(B) (1.2)
= P(A| B)P(B)+P(A| B)(1-P(B)).
L’équation 1.2 appelée formule des probabilités totales, peut étre interprétée de la
facon suivante : la probabilité de I'’événement A est une moyenne pondérée de la probabi-
lité conditionnelle de A lorsque B est apparu et de la probabilité conditionnelle du méme

Alorsque B n’est pas apparu, les poids étant les probabilités des événements conditionnants.

Il existe de nombreuses situations ou il est difficile de calculer directement la probabilité
d’un événement mais ou il est par contre possible de la calculer connaissant ses probabili-
tés conditionnelles si certains événements sont réalisés. Quelques exemples illustrent cette

démarche.
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1.2.2 Introduction a la formule de Bayes

Formellement, la formule de Bayes est simplement dérivée de (1.1) et (1.2). L’expression
générale de cette formule sera donnée plus tard. Les exemples suivants vont néanmoins servir

a donner une idée intuitive du champ d’application de cette formule importante.

Exemple 1.2.1. Un étudiant répond a une question a choix multiple. Deux cas qui se
présente , A = "Il connait la réponse” , A = 7 Il devine la réponse ” . Soit q la probabilité
que l'étudiant connaisse la réponse et donc (1 —q) qu’il la devine. On suppose que l’étudiant
qui devine répondra correctement avec une probabilité 1/m, ot m est le nombre de réponses
possibles. Quelle est la probabilité qu’un étudiant connaisse la réponse sachant qu’il a
correctement répondu a la question ?

Solution : Soit B l’événement 7 L étudiant répond correctement a la question”, alors on

cherche P(A | B) :

P(AN B)
P(B)
P(B | AP(A)
P(B | A)P(A) +P(B | A)P(A)
De plus, P(A) =q, P(A) =1—¢q, P(B | A) = 1/m et c’est clair que P(B | A) =1, car
AcCB.

P(A]B) =

Do

q qm
P(A| B) = —L— = —
q+ - gm+1—q

Exemple 1.2.2. Un laboratoire d’analyse de sang assure une fiabilité de 95% la détection
d’une certaine maladie lorsqu’elle est effectivement présente. Cependant, le test indique aussi
un résultat faussement positif pour 1% des personnes réellement saines. Si 0.5% de la popu-
lation porte effectivement la maladie quelle est la probabilité qu’une personne soit vraiment
malade sachant le test est positif ¢

Solution : Soit D [’événement ” La personne soumise au test est porteuse de la maladie”
et E l’événement ” Le résultat du test est positif”. Notre objectif c¢’est de calculer P(D | E).
On a

P(DNE)

P(D|E) = =

P(E | D)P(D)
P(E | D)P(D)+P(E | D)P(D)

0.95 x 0.005
0.95 x 0.005 + 0.01 x 0.995

= 0.323.
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1.2.3 Formules des probabilités totales généralisée

L’équation 1.2 peut étre généralisée de la maniere suivante : supposons que By, Bs, ..., B,

est un systeme exhaustif d’événements et tels que

=1
Dans ce cas-la, on peut écrire :
n
A= JAnB),
i=1
Et en utilisant le fait que les événements AN B;, ¢ = 1,...,n sont disjoints, on obtient la
proprieté suivante :
n
P(A) = P(ANB))
i=1

— Y. P(A| B)P(B)

2

1.2.4 Formules de Bayes généralisée

Supposons que A s’est réalisé et que nous cherchions a déterminer la probabilité que I'un

des Bj; se soit aussi réalisé. On déduit de I’équation (1.3) dans le théoreme suivant :

Théoréme 1.2.1. (Théoréme de Bayes)

Soit By, Bo, ..., B,, deux a deux disjoints et A un événement réalisable, alors :
P(AN B;))
P(B., | A B S
(B | 4) i
P(4 | B,)P(B;) (14)

S P(A| B)P(B)
L’équation 1.4 est appelée formule de Bayes.
Preuve. Il suffit d’appliquer la proposition (1.1.2).

Exemple 1.2.3. Un avion est porté disparu. On pense que l'accident a pu arriver aussi
bien dans n’importe laquelle de trois régions données i, (i = 1,2,3). Notons par (1 — «)
la probabilité qu’on découvre l’avion dans la région i s’il y est effectivement. Les valeurs «;
représentent donc la probabilité de manquer [’avion lors des recherches, on peut [’attribuer a
diverses causes d’ordre géographique ou a la végétation a la région. Quelle est la probabilité
que l'avion se trouve dans la 1—éme région si les recherches dans la région 1 n’ont rien
donné, 1 =1, 2, 37
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Solution Soit R;, i = 1,2,3 les événements 7 L’avion est tombé dans la région i”. Soit aussi
Y ) )
A l'événement ” les recherche dans la région 1 n’ont rien donné ”.

On utilise la formule de Bayes pour i =1 :

P(ANR)

P(A | k)P (Ry)

z P(A | R)P(R))

—
Q

—
N—

W=

—~

—_
SN—
W=

(041)% + (1)

a1
(05] —|—2

Pour j =1,2

P(R; | A)
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1.3 Travaux diriges

Exercice 1.3.1. Soit un espace probabilisé (2, A,P) et considérons n événements
Ay, Ag, .y Ay avee n > 3, tels que P(A; N AN .NA,) > 0.
Démontrer la formule :

P(Al N AQ N An) = P(Al)P(AQ | Al)P<A3 | Al N Ag) X ... X P(An | Al N AQ N An—l)-

Exercice 1.3.2. Dans une entreprise deux ateliers fabriquent les mémes pieces. L’atelier
1 fabrique en une journée deux fois plus de pieces que l'atelier 2. Le pourcentage de piecces
défectueuses est 3% pour Uatelier 1 et 4% pour atelier 2. On préléve une piece au hasard
dans [’ensemble de la production d’une journée. Déterminer :

1) la probabilité que cette piece provienne de latelier 1;

2) la probabilité que celte piéce provienne de Uatelier 1 et est défectueuse ;

3) la probabilité que cette piece provienne de latelier 1 sachant qu’elle est défectueuse.

Exercice 1.3.3. L’inspecteur chargé d’une enquéte criminelle est a un certain stade
convaincu o 60% de la culpabilité d’un suspect. Une nouvelle picce a conviction permet sou-
dain d’affirmer que le criminel est gaucher. Or 7% des individus dans la population sont
gauchers. Comment ["inspecteur doit-il réapprécier la culpabilité du suspect, s’il se trouve
que le suspect est gaucher ¢

Exercice 1.3.4. Une compagnie d’assurance répartit ses clients en trois classes Ry, Ry et
R3 : les bons risques, les risques moyens, et les mauvais risques. Les effectifs de ces trois
classes représentent 20% de la population totale pour la classe Ry, 50% pour la classe Ry et
30% pour la classe Rs. Les statistiques indiquent que les probabilités d’avoir un accident au
cours de l’année pour une personne de ['une de ces trois classes sont respectivement de 0.05,
0.15 et 0.30.

1) Quelle est la probabilité qu’une personne choisie au hasard dans la population ait un
accident dans l'année ?

2) Si M.Martin n’a pas eu d’accident cette année, quelle est la probabilité qu’il soit un bon
risque ¢




