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Module : Théorie des Langages

Série de TD1 (Une séance et demie)

Exercice 1 :

Soient les langages formels suivants :

L1={a bl/i>j>1}

L2={w € {a b}?}

L3 ={w €{a b}, |ol=|wls}

L4 = {a'bla’c* /i>1,j>2,k>1}

L5={o € {a, b}/ |ol=1[3]}

L6 = {a'b' /i >1}

L7={w€{a b} /F0,pe{a b} "tq: ®=0"B,n>=2}
Parmi les mots suivants, preciser quels sont ceux qui appartiennent a quels langages :
€, a, abba, abbaacc, aba, aabb, abb.

Exercice 2 :

Soient les langages formels suivants :

L1={al,i>j>1}

L2={a, aa, ¢}

L 3 ={b, ba}

L4={g}

L5= {0 €{a b}", [ol=ol}

L6={ab',i>1}

Trouver les langages : L2 .L3,L2 .L1,L1.L3,L5NL1, L6 UL5, L1.(L2 NL4), L1 .(L2 NL3),
(L1.L2)R, (L1)R.(L2)R.

Exercice 3 :
1. Montrer que la concaténation des langages n’est pas distributive par rapport a I’intersection.
2. Montrer que la concaténation des langages n’est pas idempotente.
3. Montrer que la longueur (notée |...|) est un homomorphisme de monoides de (X* ., €) dans
(N,+, 0), X étant un alphabet.
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Série de TD2 (3 séances)

Exercice 1 :

Soit G=(T,N,S,P) la grammaire ayant les régles de production suivantes :
S—00S|Sblale

1. Déterminer les parameétres de G.

2. Les mots : €, Ob, 00b, 00ab, b, ab, 0aab appartiennent-ils a L(G).

3. Déterminer le langage L(G).

Exercice 2 :

On considére I’aiguille d’une montre qui tourne d’un quart de cercle a la fois (elle a 4 positions
possibles : sur le 3, sur le 6, sur le 9 et sur le 12), soit dans le sens des aiguilles d’une montre (lettre
1), soit dans le sens opposeé (lettre 0).

Initialement, I’aiguille de la montre est sur le 6.

Soit le langage L = ensemble des mouvements de 1’aiguille qui se terminent a la position 12.

1. Les mots : 00,1100, 1000,1110, 11110, appartiennent-ils a L ?

2. Représenter L sous forme d’ensemble.

3. Trouver une grammaire qui génere L.

Exercice 3 :

Trouver des grammaires qui générent les langages suivants :
L1 = {a%b', i>0}

L2 = {w€{a, b}*, |©la=0 [3]}

L3 = {onR, oe{a, b}'}

L4={abic', >0, j>1}

L5 = {a'blc* , k >i>j>0}

L6 = {a'b'ck /k = max(i, j), i, j> 0}

L7= {o0lo, » € {a, b}*,j>0}

L8={a",n=2"eti>1}

Exercice 4 :

Soient les grammaires suivantes définies par leurs régles de production:

Gl: S—aAle A — Sb

G2: S—AB]|e A — aAb | ab B — bBc | bc

G3: S—abS|Sbc|AB A—0A|¢ 0Bb — Obb

G4: S— DAF A—aAC e CF —- F Bce cB — Bce
aF — Fa DF — ¢ aB — ab bB — bb

1. Trouver le type de chaque regle, puis déduire le type de la grammaire.

2. Déterminer le langage généré par chaque grammaire.
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Série de TD3 (3 Séances)

Exercice 1 :

Trouver des AEFs qui reconnaissent les langages suivants :
*L1={g, a, ab}

«L2 ={ablc* k,i>0,j> 1}

*L3={ow, o € {a, b}, |oja=0[3]}

* L4 = Les entiers naturels multiples de 3
«L5=((a+ba*)"+ (ab + b*))ab

» L6 = a(ab+ b* )(aba)*

Exercice 2 :

Soit I'AEF généralisé A suivant :

A= (X, Q, I, F, d) tel que : X={a, b}, Q={q0, ql, g2, q3, g4}, I=q0, F={g4} et 6(q0, aa)=ql, d(ql ,
b)=q2, 6(ql,b)=q3, 6(q2,aa)= g2, 6(q2,e)=q3, 6(q2, a)=q5, 0(q3, €)=q4, 6(q4, b)=q2.

1. Trouver I'AEF simple et déterministe équivalent a A.

2. Trouver I'AEF minimal équivalent a A.

3. Trouver le langage reconnu par I'AEF A.

4. Ecrire un algorithme qui reconnait le langage reconnu par A.

5. Trouver la grammaire réguliere a droite qui genere le langage reconnu par A.

6. Trouver I'AEF miroir de I'AEF trouve dans la question2.

Notons qu’on a étendu la définition, vue en cours, de la fonction de transition comme suit : & : Q X
X+ — Q.

Exercice 3 :

Soient les langages suivants :

«Ll={ad,i>j>1}

eL2={ad,ij>1}

«L3={ablc*®,k,j>0,i>1}
«L4={cbicba',j>i>1,k>0}

1. Montrer que L2 est régulier.

2. Montrer, par le théoréme de Nerode, que L3 est régulier.
3. Montrer que L1 n’est pas régulier.

4. Déduire que L4 n’est pas régulier.

Exercice 4 :

On considére un réseau constitué de deux parties, une partie sire (protégée par un IDS) et une partie
non siire (Internet). Pour controler I’'usage des machines sur le réseau, on installe sur chaque compte
utilisateur un moniteur de sécurité qui observe les commandes suivantes :

* login :qui lance la session principale ;

* quit :qui ferme la session principale ;

* rlogin :qui permet d’ouvrir une connexion sur une machine du réseau protégé ;

* sshqui permet d’ouvrir une session (en cryptant les messages) avec une machine du réseau non
protégé ;



* exit : qui permet de fermer une session rlogin ou une session ssh.

Principe de fonctionnement d’un moniteur de sécurité : Un moniteur de sécurité est un programme
qui prend en entrée une politique de sécurité P (sous forme d’expression régulie¢re ou AEF), il autorise
uniquement 1’exécution des séquences de commandes qui appartiennent au langage L(P).

Politique de sécurité P :

1. La session principale commence par login et termine par quit ;

2. Au ceeur de la session principale on peut effectuer soit des sessions ssh, soit une session rlogin ;
3. On peut ouvrir au plus une session rlogin, qu’on doit fermer par exit ;

4. On peut ouvrir au plus deux sessions ssh a la fois, et on doit fermer chacune par exit.

Questions :

1. Enumérer les éléments de 1’alphabet X, qui permettront de définir la politique P.
2. Donner deux exemples de séquences de commandes qui respectent P.

4. Trouver I'expression réguliere qui décrit la politique de sécurité P.
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Série de TD4 (3 Séances)

Exercice 1 :

Soit la grammaire G(T, N, S, P) qui est définie par les régles de productions suivantes :
S—aAa|bBb|dC|e

A—BlaAale

B—A|bBb|eg

C—aC | Cb

D —aA|Db

1. Trouver une grammaire réduite équivalente a G.
2. Transformer G en une grammaire propre.
3. Trouver le langage généré par G.

Exercice 2 :
Soit la grammaire G definie par les régles de production suivantes :
S—ifcthenSelseS|ifcthenS|a.

1. Montrer que la grammaire G est ambigué.
2. Montrer que le langage généré par G n’est pas ambigu.

Exercice 3 :

Soit la grammaire G(T, N, S, P) qui est définie par les régles de productions suivantes :
S— aA|bB

A — bS|aAA|b

B— aS|bBB|a

1. Trouver une grammaire équivalente a G sous forme normale de Chomsky.
2. Trouver une grammaire équivalente a G sous forme normale de Greibach.
3. Trouver le langage généré par G.

Exercice 4 :
Soient les deux automates a pile Al et A2 définis par leurs fonctions de transitions repectives f1 et
f2 tel-que : La fonction f1 est définie par les transitions suivantes :

1. z0g0a — z0aqg0 2. ag0a — aaq0 3.ag0b — aql 4. aqlb — aql
5.agqla — Q2 6. ag2a — Q2 7. ag2 — gfinal 8. z0g2a — z0q3

9. z0g3a — z0g3 10. z0g3 — zOdgfinal 11.z0q0b — z0g4  12.z0g94b — z0q4
13. z0g4a — 2093 14. agl— dfinal

La fonction f2 est définie par les transitions suivantes :

1. z0g0a — z0aq0 2. 20g0b — z0bg0 3. agl0a — aaq0 4. ag0b — abg0

5. bg0a — baq0 6. bqOb — bbq0 7.ag0a — gl 8. bgOb — g1
9.agqla—ql 10. bglb — gl 11. z0g1— zOgfinal  12. z0q0— zOgfinal

1. Déterminer les paramétres des deux automates.



2. Les Aap Al et A2 reconnaissent ils les mots suivants : a, b, ab, aab, abb, aabb.

3. Trouver les langages L(A1) et L(A2) reconnus par les automates Al et A2 respectivement.

4. Calculer L(A1) \ L(A2).

5. Trouver des grammaires algébriques reconnaissant les langages L(A1), L(A2) et L(A1) \ L(A2).

Exercice 5 : Trouver des automates a pile qui reconnaissent les langages suivants :
L1 = {&', >0}

L2 = {a?b', i>0}

L3 = {a'b, i>j>0}

L4 = {a'blck, i>k>0, >0}

L5 = {w0'1'oR, 0e{a, b}*eti>0}

Exercice 6 :

1. Montrer que le langage L1 = {a'blclh!/ i > 0, j > 1} est algébrique.

2. Montrer que le langage L2 = {a'b'c’/ a'b'c' i > 1} n’est pas algébrique.

3. Déduire que le langage L3 = {ow, ® € {a, b, c}* } n’est pas algébrique.
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Série de TD 5 (3 séances)

Exercice 1 :

Evaluer la véracité des énoncés suivants, puis corriger les éventuelles erreurs.

— Les machines de Turing ne reconnaissent que les langages de type 1 ou de type O.

— Il n’y a pas de relation d’équivalence entre la notion de problémes décidables et langages déci-
dables.

— Il n’existe aucun probléme non décidable.

— Un langage semi-décidable est aussi decidable.

— Un langage est dit semi-décidable s’il existe un algorithme qui, pour un mot donné, répond tou-
jours s’il appartient au langage ou pas.

— Si le complémentaire d’un langage L est décidable, alors L lui-méme est aussi décidable.

— Si deux langages sont semi-décidables alors, leur intersection est décidable, mais pas leur union.
— Méme si le complément d’un langage n’est pas décidable, celui-ci peut étre quand méme déci-
dable.

— Les machines de Turing ne sont utilis€es que comme machines qui évaluent ’appartenance de
mots a un langage particulier.

— Dans les machines de Turing en mode accepteur, il est nécessaire de remettre la téte de lecture/écri-
ture, a la fin du traitement, au début du ruban.

— Les machines de Turing sont un cas particulier des automates a bornes linéaires.

— Dans un ABL, la taille du ruban doit toujours étre eégale a la longueur du mot a reconnaitre.

— Les langages de type 1 sont semi-décidables.

— Il existe des algorithmes qui résolvent des problémes tellement complexes, qu’une machine de
Turing ne pourra jamais résoudre.

— Il existe des algorithmes NP complets pour lesquels il existe des machines de Turing déterministes
qui résolvent le méme probléme.

— La classe des problémes P est toujours résolue par des machines de Turing non déterministes.

Exercice 2 :

Soient les deux machines de Turing MT1 et MT2 définies respectivement en mode accepteur et en
mode calculateur, par leurs fonctions de transitions respectives f1 et f2 tel-que :

La fonction f1 est définie par les transitions suivantes :

1. g0a — aDq0 2. q0b — bDq0 3.900 — 0Dq1 4.ql10
— 0Dql

5. qla — 0G@2 6. glb — 0GQg3 7. 920 — 0GQ2 8.
g30 — 0G@3

9. q2a — 0Dqg1 10. g3b — 0Dq1 11. q1# — #Gq4 12.
40 — 0Gg4

13. g4a — aSqfinal 14. g4b — bSdfinal

La fonction f2 est définie par les transitions suivantes :

1. g0a — aDql 2. gla — aDq0 3. q0# — #GQ2 4.
ql# — #Gq3

5. q3a — 1Gg3 6. g2a# — 0GQ2 7. q2# — #Ddf 8.

q3# — #Dgf



1. Déterminer les paramétres des deux machines de Turing.

2. La machine de Turing MT1 accepte-t-elle les mots suivants :a00, abOb, aabaaOOaab, bbabOba.
3. Exécuter les instructions de MT2 pour les mots suivants : a, aa, .

4. Trouver le langage L(MT1).

5. Déterminer la fonction calculée par la machine MT2.

6. Trouver une grammaire générant le langage L(A1).

Exercice 3 :

Trouver des machines de Turing qui acceptent les langages suivants :
L1 = {ab'; >0}

L2 = {ab', i>0}

L3 = {a'blck, i>j> k>0}

L4 = {00'l'oR, me{a, b}*eti>0}

L5 = {ol'n, oe{a, b} eti>1}

Exercice 4 :
Montrer qu’il existe un algorithme de complexité P qui calcule le carré d’un entier x. (L’exercice ne
demande pas de trouver I’algorithme).

Exercice 5 :
Expliquer comment simuler le fonctionnement d’une machine de Turing avec un automate a deux
piles, puis donner un exemple.

Exercice 6 : _
Montrer, de deux fagons différentes, que le langage L = {wa", avec : o € {1, 0}*, n=2' et i=|o|} est
semi-décidable.

Exercice 7 :
Donner une machine de Turing qui calcule la fonction f suivante :
f: {a, b} —{0, 1}
f(w) = 1 si abb apparait dans o, 0 sinon.
Adapter votre machine de Turing pour inscrire en binaire le nombre d’occurrences de la chaine bba.



Exercices supplémentaires
(NB : Les étudiants sont invités a résoudre ces exercices en dehors des séances de TD)
Exo-S1 : Montrer que la concaténation des langages est distributive par rapport a I'union.

Exo0-S2 : Ecrire une grammaire pour générer les identificateurs du langage Pascal.
On considérera qu’un identificateur est valide s’il commence par une lettre (majuscule ou minuscule)
qui est éventuellement suivie d’une ou plusieurs lettres alphabétiques, chiffres et/ou tirets ().

Exo- S3 : Ecrire une grammaire pour générer les formules de la logique propositionnelle qui n’utili-
sent que les variables propositionnelles P et Q.

Exo- S4 : Trouver des grammaires qui générent les langages suivants :
LS1 = {a'bla’ck , i>0, >1, k>0}

LS2= {ab'c'/ i>1}

LS3={a'b' / i# et j,i>0}

LS4= {a'b"2cl / i,j>1}

LS5= {a'b'c? / i>1}

LS6 = { o/ we{a, b}* et ® est un mot palindrome}
LS7 ={ oo/ ®w€e{a, b}* et ® est un mot palindrome }
LS8 = {0/ we{a, b}", |ofa =|o|b}

LS9={ o/ we{a, b,c}", |0]a >|w|s }

LS10={ o/ w€{a, b,c}", |o|# | }

LS11 = {a'b'ck/ ,i>2k> 0}

LS12= {0w0lw / © € {a, b}*, >0}

LS13= {b'a"/ n=2' et i >0}

LS14= {0a"/ o € {a, b}*, |o| =i, n=2'}

LS15= { wa'b'c?o / o € {a, b}* ti>1}

Exo-S5 : Déterminer le type des grammaires puis les langages qu’elles générent.

GS1: S—AS|B|¢ AB — ab

GS2: S —0S1]aA| 010 A — Aa|ab

GS3: S — abSc|abAc A — abAc bAc — ¢

GS4: S — DMF M — aAM |bBM Aaa — aaA Baa — aaB
Ab — bA Bb — bB AF — Faa BF — Fb
Daa — aaD Db — bD DF — C C —aCla

Exo0-S6 : Soient A1,A2 et Astrois AEFs définis respectivement par un graphe orienté étiqueté, une
relation binaire et une matrice comme cela apparait sur la figure.

A3  qo=1 F={3)

Al a A2 q0=2 F={13}.

4
2 | Zl2 |3
s |71/

2. Pour chacun des AEF, dire s’il est simple et déterministe, simple et non déterministe, complet.



3. Représenter A1sous forme de matrice, A2 sous forme de relation binaire et Az sous forme de
graphe orienté étiqueté.
4. Trouver les langages reconnus par les trois AEF.

Ex0-S7 : Trouver des AEFs qui reconnaissent les langages suivants :
+LS1={¢}.

«LS2={a}.

« LS3={ai, i >0} .

» LS4 =Les nombres entiers pairs

* LS5 = Les nombres entiers divisible par 5.

* LS6 = Les nombres binaires impairs.

« LS7 = Les mots de {a, b}" ne contenant pas la chaine bba.
» LS8 = Les identificateurs du langage Pascal.

« LS9 = ((a +ba*)".(ab + b*))ab

« LS10 = a(ab+ b* )+(aba)*

« LS11 = ((aba*)" .(ab + b* ))ab

+ LS12 = ((bb")(ab+ b+ ))"(a"ba)*

Exo0-S8

Soit les AEF généralisés Al, A2 et A3 suivants :

« AEF A1= (X, Q, I, F, 9) tel que : X={a, b}, Q={qo, q1, g2}, | = qo, F={qo} et 5(qo, aa) = qo, 5(qo, &)
=qt, 6(q1, ab) = qz, 6(q1, €) =gz, 6 (g2, b) = qo.

« AEF A2= (X, Q, I, F, 9) tel que : X={a, b}, Q={qo, q1, g2}, | = qo, F={qo} et 5(qo, aa) = qo, 5(qo, &)
= (1, 8(qe, b) = g, 8(q1, b) = g2, (g2, €) = qo.

« AEF As= (X, Q, I, F, 8) tel que : X={a, b}, Q={qo, q1, g2, g3}, | = o, F={2} et 6(qo, @) = qo, 3(qpo,
a) =qt, 6(q1, @) = g2, 8(qe, ba) = gs, 3(qs3, €) = qo.

1. Trouver les AEF simples et déterministes équivalents a Al, A2 et A3.

2. Trouver les AEF minimaux équivalents a Al, A2 et A3.

3. Trouver les langages reconnus par les AEF A1, A2 et A3.

4. Ecrire un algorithme qui reconnait les langages reconnus par Al, A2 et A3.

5. Trouver les grammaires régulieres a droite qui génerent les langages reconnus par Al, A2 et A3.
6. Trouver les AEF miroirs de des AEF trouvés dans la question2.

Notons qu’on a étendu la définition, vue en cours, de la fonction de transition comme suit : d : Q X
X+ — Q.

Ex0-S9 : Un homme veut faire traverser une riviere pour un loup L, une chevre C, et un choux X,
I’homme posseéde une petite barque, elle est tellement petite que ’homme ne peut entrer dans la
barque qu’avec un passager au plus. Sans la présence de ’homme, le loup mangera la cheévre et celle-
ci mangera le chou.

Question : Trouver I’AEF qui fait traverser la riviére aux trois entités sans qu’aucune d’elles ne soient
mangees.

Ex0-S10 : On considére une girouette qui tourne d’un quart de cercle a la fois (elle a 4 positions
possibles : est, ouest, sud et nord, soit dans le sens des aiguilles d’une montre (lettre a), soit dans le
sens opposé (lettre b). Initialement, la girouette indique le sud. Soit L = ensemble des mouvements
de la girouette qui se terminent en indiquant le nord.

1. Les mots : aa, aba, aabbab, abbbbb, appartiennent-ils a L ?

2. Représenter L sous forme d’ensemble.

3. Trouver un AEF simple et déterministe qui reconnait les mots de L.

Exo-S11 : Déterminer si les langages suivants sont réguliers, algébriques ou ni réguliers ni
algébriques. (Avec démonstrations)



LS1 = {a'bla’c , i>0, >1, k>0}

LS2= {ab'c'/ i>1}

LS3={a'b'/ i>j>0}

LS4= {a'b™2cl / i,j>1}

LS5= {a'b'c? / i>1}

LS6 = {a'b'ck / ,i>2k> 0}

LS7= {o0o / o € {a, b}*, j >0}
LS8= { wa'b'c'w / o € {a, b} eti>1}

Ex0-S12 : Trouver des AaP reconnaissant les langages suivants :
LS1 = {a'bla’c , i>0, >1, k>0}

LS2= {ab'c'/ i>1}

LS3={a'b'/ i# et j,i>0}

LS4={a'/ i>1}

LS5={¢}

LS6 = { o / ®€{a, b}* et ® est un mot palindrome}
LS7 = {0/ w€{a, b}", |o|a =|o|u}

LS8={ w/ we{a, b,c}", |®]a >|w|s }

LS9 ={ o/ we{a, b,c}’, |ol#ob }

LS10= {w0'wR / o € {a, b}*, j >0}

Exo0-S13 : Trouver des machines de turing reconnaissant les langages suivants :
LS1 = {a'bla’c | i>0, >1, k>0}

LS2= {ab'c'/ i>1}

LS3= {alb’ / i# et j,i>0}

LS4={a'/ i>1}

LS5={ ¢}

LS6 = { o/ we{a, b}* et ® est un mot palindrome}
LS7 = {o/ we{a, b}", |o|a =|o|u}

LS8={ o/ we{a, b,c}", |0]a >|w|s }

LS9 ={ o/ we{a, b,c}’, |ol#olb }

LS10= {w0oR / ® € {a, b}*, j >0}

LS12 ={ w0w / we{a, b} }

LS13= {bla"/ n= 21 et i >0}



