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Corrigé de la série de T.D. N 2 : Equations différentielles

Exercice n’ 1. Résoudre les équations différentielles du premier ordre suivantes :
1.

d
(1+ x2)2d—y + 22 + 22y% = 0........ (1)
x
Solution :
2
(1) = @+ Pz = —2u(l+y)
= 3 +y ——=dy = (1+—2§)dx (cette équation est a variables séparées)
o -2
= fljyzdy = f(12 sdv = — [22(1+2?) " dx
= arctany = 2+1(1+x) licceRr
— arctany = 1+x2 +c,ceR.
Donc
y (x) = tan (1+x2 +c> ,ceR
est la solution générale de (1) .
2.
{ (22 + y?) dz — zydy = 0....... (2) ()
gy =2

Solution :
- On va résoudre d’abord 1’équation (2)

(2) = (2®*+y?)dr = wxydy

4y _ oty
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Cette équation (2') est homogene car elle est de la forme ¢/ = f (%) , avec f(v) =
On pose le changement d’inconnue suivant : v = £. On a

U:g e Yy =2xv
T
= Yy =v+av.

Puis, on remplace ¢’ dans (2’) et on obtient

(2) = v+a = % + v
= v = -
dv 1
— ’Ua T
— vdv = ldm(cette équation est a variables séparées d’inconnue)v
— [oudv = f Ldx
— v’ = Injz|+c¢ceR
S = 2In|x|+2¢,ceR
= v = £y2Injz|+C, C=2ceR



Mais on a posé y = v, alors

y(z) =+xz\/2In|z|+C,CeR

est la solution générale de (2)
Onay (1) =2doncy (1) = +1,/2In|1|+ C =2 = V/C = 2 = C = 4. Finalement,

y(r) = tx/2In|z| + 4

est la solution du probleme (7).

Solution :

(3) est une équation différentielle linéaire du premier ordre. L’équation homogene associée
a (3) est
Yy +y=0..(E.H)

Résolution de I’équation homogene (E.H) : On a

(BH) =y =—y

Pour y # 0

/

Yy _ ] = % = —dx

y y
- fd—;’ = [—dz
= Inly| = —z+c¢ceR
= |y = e ™ ceR
= = (Che ™™, C] = e € R*.

y = 0 est une solution évidente de (F.H ) . Finalement, la solution générale de (F.H) est
y(x) =ke " k € R.
Variation de la constante : On fait varier la constante & et la solution générale de (3) sera
y(z)=Fk(x)e ™.

Onay'(x) =k (z)e ™ — k(x)e ™. Par suite

y4+y=2> = K(r)e® = 2°
= K (z) = z%”
= k(x) = [a2?e"dx.

On peut utiliser I’intégration par parties deux fois pour calculer f x?e®dx. 1l est souvent
préférable d’utiliser la méthode de coefficients indéterminés, et on cherche une primitive de
x — z2e” sous la forme (ax? + bz + ¢) €%, ou a, b, ¢ € R. Autrement dit,

/xZe‘”dx = (az® + bz +c) €, a,b,c € R.

On a

Il
8
)

[(a2® +bx +c)e*] = 2%e® = (2ax +b)e® + (azx® + br + ¢) e” Ze®
= (a2®+ (2a+b)x+b+c)e” = z?e”



Par identification, on obtient :

a=1 a=1
20+b=0 = b= -2
b+c¢c=0 c=2.

D’ou
k(x) :/JZQGJ:dZE: (27 =2z +2)e" +c,ceR
Onay(z) =k (x)e*, donc
yz) = ((2" —20+2)e" + ) e ", ceR

Finalement,
y(x)=2>-20+2+ce ™ ceR

est la solution générale de (3) .

Exercice n° 2. Résoudre les équations différentielles non linéaires du premier ordre suivantes :
1. \
zy' + 6y — 3xys =0...... (E)
Solution :
L’ équation différentielle (F) est de Bernoulli.

y3
—1 -4
Z/:— 5
3 ysy
D’ou
y/:_3y32/

En substituant dans I’équation (F) les expressions de y et de ¢/, on obtient

ol

(B) <— x—z’+6(%)—3x = 0
Y y3
— 32z +6z—3z = 0.
D’ou, pour z # 0
2
oy =—1...... E).

L’équation (E') est une équation différentielle linéaire du premier ordre d’inconnue z.
L’équation homogene associée a (£') est

2
2 —=z2=0.... (E'.h)

T

Résolution de I’équation (E’.h) : Pour z # 0,

(B'.h) = Z=2
= Inlz| =2In|z|+k, k € R,
= |z| = et ke R,
= z=2e"2? kER,
= z2=02%C, =+eF, C eR.



z = 0 est une solution évidente de (E’.h) . Finalement la solution générale de (E'.h) est
2 (2) = ca?,c € R,
Variation de la constante : On fait varier la constante c et la solution générale de (E’) sera
2

z(z) = c(x)x.

Onaz (x) = (z)2? 4+ 2zc (z) . Par suite,

d-2z=-1 = (@) = =
= c¢(x) = [=Zdx
— c(z) = I+XNAER

D’ou

ou d’une maniere équivalente,
2(z) =z + AP N ER,

est la solution générale de (E£’) . Mais on a

-1
Z = y 3
Par suite,
1
V=3
D’ou )
r)=———"76969— MER,
v(@) (x + Aa2)?

est la solution générale de 1’équation différentielle de Bernoulli (£) .

y/:x2—|—1—2xy—|—y2 ........ (E)

(y1 = z est une solution paticulicre)
Solution :
L’équation () est une équation différentielle de Riccati. Considérons le changement
d’inconnue
Yy=x+z.

Alors,
Y =1+72".

En remplagant y et 3y dans (£) on obtient

(E) & 1+2=a241-2z(x+2)+(x+2)>,
& =22

D’ou

L’équation (E') est a variables séparées. Donc

(E) = % =dr.
= f%:fdx,



Par suite,

—1
z(z) = ,c€R,
rT+c
est la solution générale de (E’) . Mais
y=z+z,

donc

Y= +x, c € R,

xr+c

est la solution générale de (F).

Exercice n° 3. Résoudre les équations différentielles linéaires homogenes du second ordre
suivantes :

1.
y// _ 3y’ + 2y =0...... (El)

Solution :
L’équation caractéristique de (F) est

P —3r+2=0.... (E1-0>

Cette équation (£;.C') admet deux racines réelles distinctes r; = 1 et 7y = 2. Ainsi, la
solution générale de (FE) est

y(z) = Ae® + Be*™, A, B € R.

Solution :
L’équation caractéristique de (E3) est

P42 +1=0.... (E2~O)

Cette équation (F5.C') admet la racine réelle double » = —1. Ainsi, la solution générale de
(Es) est
y(x)=(A+Bx)e®, A,B€eR.

Solution :
L’équation caractéristique de (F3) est

T2_2r+2:0 ........ (ESO)

Cette équation (E3.C') admet deux racines complexes conjuguées 1 = 1 +ietry =1 —i.
Ainsi, la solution générale de (E3) est

y(x) = (Asinx+ Bceosz)e®, A, B € R.



oua € R.
Solution :
L’équation caractéristique de (FEy) est

12— 2ar +1=0..... (E,.C)

Ona A = 4a® — 4.

Dans 1’étude des racines de I’équation caractéristique (£,.C') , trois cas peuvent se
présenter selon le signe du discriminant A.

A>0 si «a€l]—oo,—1[U]l, +o0[;
A=0 si ae{-1,1};
A<0 si ael-11[.

Premier cas : Si a € |—00, —1[U]1,+oo[,ona: A > 0 et I’équation (E4.C') admet deux
racines réelles distinctes

200 — V4a? — 4
a 2a =a—Vva?—1,

rn =

2 Viaao? —4
ot 2a =a++Vva?-—1.

o =
Donc, la solution générale de (E,) est
y(w) _ Ae(a—\/oﬁ—l)m + Be(oz—i-\/c@—l)g:7 A,B cR.

Deuxieme cas: Si« € {—1,1},0ona A = 0 et ’équation (£,.C') admet une racine réelle
double r = a. Donc, la solution générale de (FE,) est

y(z)=(A+ Bx)e*, Aet B € R.

Troisiéme cas : Sia € |—1,1[ona A < 0 et1’équation (£,.C') admet deux racines
complexes conjuguées

2 V4 — 4o
o+ a atiVIi—a?

rn =
2
200 — ivV4 — 4o
ry = @ 12 @ =a—1V1—a?

Donc, la solution générale de (E,) est

y(z) = (A sin (\/1—7042> x + Bcos (\/1—7042> x) e A, BeR.

Exercice n° 4. Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes :

y//_y:x2+;p+1 ...... (El)

Solution :
L’équation homogene associée a (F;) est



L’équation caractéristique de (F;.H) est

Les racines de 1’équation (£,.C') sont : 7y = —1, 79 = 1. Ainsi, la solution générale de
(Ey.H) est
y(z)=Ae® + Be®, A,Be€R.

Recherche d’une solution particuliére v, de (£, ) :
On a le second membre de I’équation (E) est

f@)=2*+z+1=("+z+1)™

Comme 0 n’est pas une racine de 1’équation caractéristique (E;.C'), donc on cherche une
solution particuliere de (£} ) sous la forme :

yp (z) = (az® + bz + ¢) ” = az® + br + ¢,

oua,b,ce R.Ona
y;) () =2ax +b et y; (z) = 2a.

En substituant dans 1’équation () les expressions de y, et de ,, on obtient
(E1) = 2a— (az® + bz +c¢) =2° +x+1

= —ar’—br+2a—c=x*+z+1.

Par identification, on obtient le systeme suivant :

—a:1, CL:_].,
—b=1, =4 b=—1,
20 —c=1, c=—3.

D’ou, une solution particuliere y,, de (E;) est
Yy, (7) = —2* —x — 3.
Finalement,

Yi(z) = yp(z)+y(x)
= 2’ —1r—-3+Ae "+ Be*, ALBER

est la solution générale de I’équation (F) .

Solution :
L’équation homogene associée a (FEs) est

L’ équation caractéristique de (Fs.H) est
r? —2r —8 =0..... (E,.0)

Les racines de 1’équation (E,.C') sont : 7y = —2, 79 = 4. Ainsi, la solution générale de
(Ey.H) est
y(z) = Ae ** + Be*  Aet B € R.



Recherche d’une solution particuliéere y, de (E») :
On a le second membre de I’équation (E5) est

f(z) =e" =e'.

Comme 1 n’est pas une racine de 1’équation caractéristique (F5.C'), donc on cherche une
solution particuliere de (E>) sous la forme : y, () = ae® oia € R.Ona

y;, (x) = ae” et y; (x) = ae®.

En substituant dans I’équation (E;) les expressions de ,, y, et de y,, on obtient
(Es) = ae® — 2ae” — 8ae® = €”,
Par identification, on obtient

= —9a=1
N -1
a=—.

9

Donc, une solution particuliere v, de (Es) est

—1

Yp (z) = ?€x~

Finalement,

Yiz) = yp(@)+y(2)

-1
= ?ez + Ae ™ + Be' AetBeR

est la solution générale de 1’équation (Es) .

y// _ 2y' =sinz...... (Es)

Solution :
L’équation homogene associée a (F3) est

Les racines de I’équation (E5.C') sont : ; = 0 et ro = 2. Ainsi, la solution générale de
(E5.H) est

y(z) = Ae" + Be™,
= A+ Be*®, A, BeR.

Recherche d’une solution particuliére v, de (Es) :
On a le second membre de 1’équation (Ej3) est

f (z) = sinx = sin (1z) .

Comme 0 + 14 n’est pas une racine de I’équation caractéristique (E£5.C') , donc on cherche
une solution particuliere y,, de I’équation (E3) sous la forme

Yy (x) =asinz +bcosz, a,beR.



Ona
Yy, (r) = acosx —bsinx et y, (r) = —asinx — bcos .

En substituant dans 1’équation (E3) les expressions de ¥, y, et de ¢, on obtient

(E3) = —asinz —bcosz —2(acosx —bsinzx) = sinz,
= (—a+2b)sinx + (—b— 2a) cosz = sinx.

Par identification, on obtient le systeme suivant :

—b—2a = 0. b=2.
Donc une solution particuliere y, de 1’équation (£j5) est
(2) 1. . 2
r) = ——sinx + —cosz.
o 5 5

Finalement,

Y(r) = y(x)+y(z)

1 2
= A+Be%—gsinx+gcosx, A, B €eR,

est la solution générale de (Ej) .
y' =4y +3y=2rv+1)e ... (Ey) 0
y(0)=0ety (0)=0 T

Solution :
- On va résoudre d’abord 1’équation (E,) :
L’équation homogene associée a (Fy) est

L’ équation caractéristique de (F4.H) est
r? —4r +3=0.....(E,.C)

Les racines de 1’équation (£,.C') sont : ; = 1 et ro = 3. Ainsi, la solution générale de
(Ey.H) est
y(r) = Ae” + Be*, A, B € R.

Recherche d’une solution particuliére v, de (£,) :
On a le second membre de 1’équation (E}) est

fx)=_2z+1)e™.

Comme —1 n’est pas une racine de I’équation caractéristique (£,.C'), donc on cherche une
solution particuliere de (£}) sous la forme :

Yy, () = (az +b) e ", olia,beR.

Ona

’

Y, (r) = (—ar +a—Db)e “et y; (x) = (ax —2a+b) e ”.



En substituant dans 1’équation (F,) les expressions de ¥, y, et de ¢, , on obtient
(Ey) = (ax —2a+b)e —4(—ax+a—b)e *+3(ax+b)e*=2x+1)e ",
= 8ax — 6a + 8b = 2z + 1.

Par identification, on obtient le systeme suivant :

8a =2, N a:i,
—6a+8b=1, b= 2.

Donc, une solution particuliere v, de (E,) est

1 5\ _,
yp () = Z$+E e’

Par suite,

Y(r) = yp(z)+y(e)

1 5
= (Z:c + 1_6) e+ Ae” + Be*”, A, B€eR
est la solution générale de 1’équation (Ey) .

Pour le probléme de Cauchy (1), on a

5
Y(0)=0= -+ A+B=0..(1)

On a aussi

—1 —1
Y'(z) = (T$ + 1_6> e 4 Ae” 4 3Be”,

D’ou 1
Y’(O):0:>1—6+A+3B:0 ..... (2)

De (1) et (2),ona

5 1
5 L A+B=0 A=-1
16 e I 27
{;—61+A+3B:0, dou: {B 3

Finalement,

1 5 1 3
Y (I‘) = (Z,I + 1_6) 6_$ — Eex + EGBx,

est la solution de probleme du Cauchy (7).

Exercice n’ 5. (Exercice supplémentaire) Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. 2% — (z + 1)y = 0. (Réponse : y (z) = Aze®, ) € R).

. — ot (Réponse : y (z) = Az + zlnz|, A € R).

2

I 9, _ 1.3 (R& : _ 1,3 2

3. 2y — 2y = 32°. (Réponse : y (v) = ;2° + Az*, A € R).

4.y —Ly—ay? =0. (Réponse:y(m):%ﬂ,/\eR).
5tz

1 1 . L ‘
5.y =—y?>— (2+ =)y +x + 2, (y; = z est une solution particuliere). (Réponse :
x x

y(x) =2+ g, X €R).

6. ¥ — 5y + 6y = 0. (Réponse : y (z) = Ae*® + Be®*, A, B € R).



10.
11.
12.
13.

4y" + 4y’ +y = 0. (Réponse : y (x) = (A + Bx)e 2%, A, B € R).

Y +y +y=0.(Réponse: y(z) = (A sin ‘/Tgx + Bcos @x) e 2%, A, B €R).

y" — 2y +my =0, m € R. Réponse :

Si o meée]|—oo, 1], y(z)= Ae(tvimm)e 4 (1= l_m)’”, A, B eR.
Si me]l,+oof, y(z)=(Asin(vm—1)z+ Bcos(vVm—1)z)e", A,B€ER.
Si m=1, y(z)=(Az+ B)e®, A,B € R.

y" —y =12z — 10. (Réponse : y (z) = A + Be® — 62° — 2z, A, B € R).

4y’ + 4y +y=ez. (Réponse : y (z) = (A + Bz + §a?) e~2%, A, B € R).

y" 4+ 4y = cosx. (Rép : y () = Asin2x + Bcos 2z + %COSQZ, A, B € R).

y" =2y +y = (z+2)e”. (Réponse : y (z) = (32° + 22 + Az + B) ¢*, A, B € R).



