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|FONCTIONS ELEMENTAIRES I

1. Fonctions circulaires inverses

1.1. La fonction Arc Sinus. L'application sin : [-5, 2] — [~1, 1] est continue et strictement croissante.
C'est donc une bijection continue et strictement croissante de [-Z, 7] dans [-1,1]. La fonction sin admet
donc une fonction réciproque, appelée arc sinus et notée arcsin : [-1,1] — [-5,7]. On a donc, par
définition de la bijection réciproque : sin(arcsinx) = x (Vx € [-1,1]) et arcsin(sinx) = x (Vx € [-7, J]).
D'ou :

Yy = arcsinx X =siny

x €[-1,1] yel[-3,5]
La fonction arcsin est impaire, continue et strictement croissante sur [—1,1]. De plus, comme sin est

dérivable sur | =, Z[ et que Yy €] = Z, Z[: sin’(y) = cosy > 0, alors arcsin est dérivable sur ] —1,1[ et
en utilisant la formule de la dérivée d'une fonction réciproque, on a :
1 1 1
(arcsin)’(x) = : = = (Vx €e]-1, 1[).
cos(arcsin x) V1 —sin*(arcsiny) V1 —2x2
1
Comme la fonction x —> ——— est de classe C® sur] — 1, 1], alors arcsin est de classe C* sur] — 1, 1.

1— a2
1.2. La fonction Arc Cosinus. L'application cos : [0,7t1] — [-1,1] est continue et strictement dé-
croissante. C'est donc une bijection continue et strictement décroissante de [0, 7] dans [-1,1]. La fonc-
tion cos admet donc une fonction réciproque, appelée arc cosinus et notée arccos : [-1,1] — [0, «].
On a donc, d'aprés la définition de la bijection réciproque : cos(arccosx) = x (Vx € [-1,1]) et
arccos(cosx) = x (Yx € [0, m]). D'ou :
{y:arccosx {x:cosy
x €[-1,1] y €[0,m]
La fonction arccos n'est ni paire ni impaire, continue et strictement décroissante sur [—1, 1]. De plus, comme
cos est dérivable sur ]0, 7t[ et que Yx €]0, t[: cos’(x) = —sinx < 0, alors arccos est dérivable sur | —1,1]

et en utilisant la formule de la dérivée d'une fonction réciproque, on a :

1 -1 -1
(arccos)’(x) = —; = = VYx €] -1,1[).
—sin(arccosx) |1 —cos?(arccosx) V1 — &2 ( )

Il en résulte que arccos est de classe C* sur] — 1, 1].

1.3. La fonction Arc Tangente. L'application tg :] — — IR est continue et strictement croissante.

5'2[

C'est donc une bijection continue et strictement croissante de | — 7, 7[ dans IR. La fonction tg admet donc

une fonction réciproque, appelée arc tangente et notée arctan ou bien arctg: R —] -7, 7[. On a donc,
d'apres la définition de la bijection réciproque : tg(arctg x) = x (Yx € R) et arctg(tg x) = x (Vx €] -7, 7).
D'ou :
y = arctg x x:tgy
=3
xeR Yy E] — 5, E

La fonction arctg est impaire, continue et strictement croissante sur R. De plus, comme tg est dérivable

sur | — L, %[ et que Yy €] - £, 2[: tg'(y) = =1+ tg’y > 0, alors arctg est dérivable sur R et en

cos? y




utilisant la formule de la dérivée d'une fonction réciproque, on a :
3 1 1
tg'(arctg x) 1+ tg(arctg x) 1+

(arctg)’(x) = (Vx € lR).

Comme la fonction x — 7 est de classe C* sur IR, alors arctg est de classe C* sur R.

+ x?

1.4. La Fonction Arc Cotangente. L'application cot :]0, 1[— IR est continue et strictement décrois-
sante. C'est donc une bijection continue et strictement décroissante de ]0, 7t[ dans IR. La fonction cot admet
donc une fonction réciproque, appelée arc cotangente et notée arccot : R —]0, 7t[. On a donc, d'apreés la
définition de la bijection réciproque : cot(arccot x) = x (Vx € R) et arccot(cotx) = x (Vx €]0, t[). D'ou :
y = arccot x X =coty
=
xeR y €]0, m[

La fonction arccot est continue et strictement décroissante sur IR. De plus, comme cot est dérivable sur

10, [ et que Yy €]0, 7t[: cot'(y) = ——=-1- cot? y < 0, alors arccot est dérivable sur R. En utilisant
sin” y
la formule de la dérivée d'une fonction réciproque, on a :
1 -1 -1
(arccot)’(x) = — = > = > (Vx € IR).
cot’'(arccot x) 1+ cot?(arccot x) 1+x

Il en résulte que arccot est de classe C* sur RR.

2. Fonctions Hyperboliques

(1) On définit pour tout x € R, les fonctions suivantes :

(a) La Fonction Sinus Hyperbolique notée sh
sh:R — R
et —e .

hx=
X = snx >

(b) La Fonction cosinus Hyperbolique notée ch :
ch:R — [1, +o0[
e +e .
2

x > chx=

(c) La Fonction Tangente Hyperbolique notée th :

th:R — ]-1, +1]
shx e —e™.
chx e +e>

x > thx=

(2) On définit la fonction Cotangente Hyperbolique notée coth par :
coth: R* — ]—oo0,—1[U]1, +o0[

chx 1 e+e*.

shx thx e —e™

x +— cothx=

2.1. Propriétés des fonctions hyperboliques.
1) La fonction ch est paire et les fonctions sh, th et coth sont impaires.

2) La fonction ch est strictement décroissante sur IR™ et strictement croissante sur IR™.

(
(
(
(

3) Les deux fonctions sh et th sont strictement croissantes sur RR.

4) (a) Les fonctions ch, sh et th sont indéfiniment dérivables dans R et on a :
(chxy = ¢ _26 —shx, (shx) = +26 =chxet (tha) = —5 =1~ th2x.
-1

(b) La fonction coth est indéfiniment dérivable dans R et on a : (coth x)" = T2
sh”x




(5) Pour tout x e R, ona: chx>1; chx>shx; (chx+shx)"=chnx+shnx (VYneN);
chx+shx=¢ chx—shx=e" ch’x—sh®x=1; ch 2x =2ch’x -1 =1 + 2sh’x;

2
sh 2x = 2sh x.ch x; 1 —th’x = 1 2 th™x

: ch?x = 2;shx: —-
ch™x 1—-th™x 1 - th°x

(6) Pour tout x,y € R, ona:ch (x+y) =chx.ch y+shxshy, ch (x—y)=chxchy-shxshy;

sh (x + y) = sh x.ch y + ch x.sh y; sh (x —y) = sh x.ch y — ch x.sh y;
thx+thy thx—thy

m pour (1+th x.th y * O), th (X—y) = 1

thx+y) = —thx.thy

pour (th x.th y # 1).

3. Fonctions hyperboliques réciproques

3.1. La Fonction Argument Sinus Hyperbolique. L'application sh : R — R est continue et stricte-
ment croissante. C'est donc une bijection continue et strictement croissante de IR dans IR. La fonction sh
admet donc une fonction réciproque, appelée argument sinus hyperbolique et notée argsh : R — RR. On a
donc, d'aprés la définition de la bijection réciproque : sh(argsh x) = x (Vx € R) et argsh(sh x) = x (Vx €
R). D'ou :
{ y = argsh x @{x:shy
xeR yeR

La fonction argsh est impaire, continue et strictement croissante sur R. De plus, comme sh est dérivable
sur R et que Yy € R: sh'(y) = ch y > 0, alors argsh est dérivable sur R et en utilisant la formule de la

dérivée d'une fonction réciproque, on a :
1 1 1

argsh)' (x) = — = = =
(argsh)’(x) sh’(argsh x)  ch(argsh x) \/ 1 + sh*(argsh ) V1 + 22

(Vx € R).

Autre expression de argsh : Pourx e Ret y€R,ona: y=argshx o x=shy
ch’y —sh’y =1= ch y = /1 +sh’y = V1 +2

Par ailleurs, ch y+sh y=¢eY =x+ V1 +x2.

Il 'en résulte, argsh x = y = Ine¥ = 1n<x + V1+ xz), Vx € R.

3.2. La Fonction Argument Cosinus Hyperbolique. L'application ch : [0, +oo[—> [1, +00[ est conti-
nue et strictement croissante. C'est donc une bijection continue et strictement croissante de [0, +oo[
dans [1,+o00[. La fonction ch admet donc une fonction réciproque, appelée argument cosinus hyperbo-
lique et notée argch : [1,+0o[—> [0, +oo[. On a donc, d'aprés la définition de la bijection réciproque :
ch(argch x) = x (Vx € [1, +o0[) et argch(ch x) = x (Vx € [0, +0o0[). D'ou :

y = argch x=chy

=

x € [1,+o00] y € [0, +oo[

La fonction argch n'est ni paire ni impaire, continue et strictement croissante sur [1, 4+0co[. De plus, elle est

dérivable sur ]1, +oo[ et en utilisant la formule de la dérivée d'une fonction réciproque, on a :
1 1 1 1
(argch)’(x) = — = = = (Vx €]1, +oo)
ch’(argch x)  sh(argch x) \/ch2 (argch 1) — 1 N

Autre expression de argch : Pour x € [1,+oo[ et y € [0,400[,ona:y=argchx © x=chy
ch’y—sh’y=1=shy= /ch’y-1= Va2 -1

D'autre part, chy+shy=e¢/=x+ Vx2 -1

Il en résulte, argch x =1In (x + Vx2 - 1), Vx €[1,+o00].




3.3. La fonction Argument Tangente Hyperbolique. L'application th : R —] —1, 1| est continue et
strictement croissante. C'est donc une bijection continue et strictement croissante de R dans | — 1,1[. La
fonction th admet donc une fonction réciproque, appelée argument tangente hyperbolique et notée argth :
]-1,1[— R. On a donc, d'aprés la définition de la bijection réciproque : th(argth x) = x (Vx €] - 1,1[)
et argth(th x) = x (Vx € R). D'ou :
{ y = argth x @{xzthy
xe]l-1,1] yeR
La fonction argth est impaire, continue et strictement croissante sur ] — 1, 1[. De plus, elle est dérivable sur

] —1,1] et en utilisant la formule de la dérivée d'une fonction réciproque, on a :
1 1 1

argth)’(x) = — = = = Vx €] -1,1[).
gty () = g (argth x) 1 1—th*(argthx) 1-2° ( )
chZ(argth x)
Autre expression de argth : Pour x €] - 1,1[ et y€ R, ona: y=argthx o x=thy
eV —eV -1 ,  1+x 1, (1+x
= = = y = = = —

x=thy =il i T Y argth x 21n(1—x)' x| <1

3.4. La Fonction Argument cotangente Hyperbolique. L'application coth : R* —] -

00, —1[U]1, +oo[ est continue et strictement décroissante. C'est donc une bijection continue et stricte-
ment décroissante de IR* dans | — 0o, —1[U]1, +oo[. La fonction coth admet donc une fonction réci-
proque, appelée argument cotangente hyperbolique et notée argcoth :] — oo, —1[U]1, +oo[— IR*. On
a donc, par définition de la bijection réciproque : coth(argcoth x) = x (Vx €] — oo, —1[U]1, +o00[) et
argcoth(cothx) = x (Vx € R*). Dol :
{ y = argcoth x { x = cothy
X €] — oo, —1[U]1, +oo yeR"

La fonction argcoth est impaire, continue et strictement décroissante sur | — co, =1[U]1, +oo[. De plus,
elle est dérivable sur | — 0o, —1[U]1, +oo[ et en utilisant la formule de la dérivée d'une fonction réciproque,

ona:
1 1

coth’(argcoth x) T 1- Cothz(argcoth x) T 1-a2
Autre expression de argcoth : Pour x €]—o0, —=1[U]1, +oo[ et y € R*, ona: y = argcoth x & x = cothy

(argcoth)’(x) = (Vx €] — o0, —-1[U]1, +oo[).

eV+eV e +1
x =cothy =
e

:e2y:x+1 :y:argcothleln(iti

= , >1
Y —e7Y ey — 1 x—1 2 ) |x|

Zn

o T o
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