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FONCTIONS ÉLÉMENTAIRES

1. Fonctions circulaires inverses

1.1. La fonction Arc Sinus. L’application sin : [−π2 , π2 ] −→ [−1, 1] est continue et strictement croissante.
C’est donc une bijection continue et strictement croissante de [−π2 , π2 ] dans [−1, 1]. La fonction sin admet
donc une fonction réciproque, appelée arc sinus et notée arcsin : [−1, 1] −→ [−π2 , π2 ]. On a donc, par
définition de la bijection réciproque : sin(arcsin x) = x (∀x ∈ [−1, 1]) et arcsin(sin x) = x (∀x ∈ [−π2 , π2 ]).
D’où : {

y = arcsin x
x ∈ [−1, 1] ⇔

{
x = sin y

y ∈ [−π2 , π2 ].
La fonction arcsin est impaire, continue et strictement croissante sur [−1, 1]. De plus, comme sin est
dérivable sur ] − π2 , π2 [ et que ∀y ∈] − π2 , π2 [: sin′(y) = cos y > 0, alors arcsin est dérivable sur ] − 1, 1[ et
en utilisant la formule de la dérivée d’une fonction réciproque, on a :

(arcsin)′(x) =
1

cos(arcsin x)
=

1√
1 − sin2(arcsin x)

=
1√

1 − x2

(
∀x ∈] − 1, 1[

)
.

Comme la fonction x 7−→ 1√
1 − x2

est de classe C∞ sur] − 1, 1[, alors arcsin est de classe C∞ sur] − 1, 1[.

1.2. La fonction Arc Cosinus. L’application cos : [0, π] −→ [−1, 1] est continue et strictement dé-
croissante. C’est donc une bijection continue et strictement décroissante de [0, π] dans [−1, 1]. La fonc-
tion cos admet donc une fonction réciproque, appelée arc cosinus et notée arccos : [−1, 1] −→ [0, π].
On a donc, d’après la définition de la bijection réciproque : cos(arccos x) = x (∀x ∈ [−1, 1]) et
arccos(cos x) = x (∀x ∈ [0, π]). D’où :{

y = arccos x
x ∈ [−1, 1] ⇔

{
x = cos y
y ∈ [0, π]

La fonction arccos n’est ni paire ni impaire, continue et strictement décroissante sur [−1, 1]. De plus, comme
cos est dérivable sur ]0, π[ et que ∀x ∈]0, π[: cos′(x) = − sin x < 0, alors arccos est dérivable sur ]− 1, 1[
et en utilisant la formule de la dérivée d’une fonction réciproque, on a :

(arccos)′(x) =
1

− sin(arccos x)
=

−1√
1 − cos2(arccos x)

=
−1√
1 − x2

(
∀x ∈] − 1, 1[

)
.

Il en résulte que arccos est de classe C∞ sur] − 1, 1[.

1.3. La fonction Arc Tangente. L’application tg :]− π2 , π2 [−→ R est continue et strictement croissante.
C’est donc une bijection continue et strictement croissante de ]− π2 , π2 [ dans R. La fonction tg admet donc
une fonction réciproque, appelée arc tangente et notée arctan ou bien arctg : R −→]− π2 , π2 [. On a donc,
d’après la définition de la bijection réciproque : tg(arctg x) = x (∀x ∈ R) et arctg(tg x) = x (∀x ∈]− π2 , π2 [).
D’où : {

y = arctg x
x ∈ R ⇔

{
x = tg y

y ∈] − π2 , π2 [
La fonction arctg est impaire, continue et strictement croissante sur R. De plus, comme tg est dérivable

sur ] − π2 , π2 [ et que ∀y ∈] − π2 , π2 [: tg′(y) =
1

cos2 y
= 1 + tg2y > 0, alors arctg est dérivable sur R et en
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utilisant la formule de la dérivée d’une fonction réciproque, on a :

(arctg)′(x) =
1

tg′(arctg x)
=

1
1 + tg2(arctg x)

=
1

1 + x2

(
∀x ∈ R

)
.

Comme la fonction x 7−→ 1
1 + x2 est de classe C∞ sur R, alors arctg est de classe C∞ sur R.

1.4. La Fonction Arc Cotangente. L’application cot :]0, π[−→ R est continue et strictement décrois-
sante. C’est donc une bijection continue et strictement décroissante de ]0, π[ dans R. La fonction cot admet
donc une fonction réciproque, appelée arc cotangente et notée arccot : R −→]0, π[. On a donc, d’après la
définition de la bijection réciproque : cot(arccot x) = x (∀x ∈ R) et arccot(cot x) = x (∀x ∈]0, π[). D’où :{

y = arccot x
x ∈ R ⇔

{
x = cot y
y ∈]0, π[

La fonction arccot est continue et strictement décroissante sur R. De plus, comme cot est dérivable sur

]0, π[ et que ∀y ∈]0, π[: cot′(y) =
−1

sin2 y
= −1 − cot2 y < 0, alors arccot est dérivable sur R. En utilisant

la formule de la dérivée d’une fonction réciproque, on a :

(arccot)′(x) =
1

cot′(arccot x)
=

−1
1 + cot2(arccot x)

=
−1

1 + x2

(
∀x ∈ R

)
.

Il en résulte que arccot est de classe C∞ sur R.

2. Fonctions Hyperboliques

(1) On définit pour tout x ∈ R, les fonctions suivantes :

(a) La Fonction Sinus Hyperbolique notée sh

sh : R → R

x 7→ sh x =
ex − e−x

2
.

(b) La Fonction cosinus Hyperbolique notée ch :

ch : R → [1, +∞[

x 7→ ch x =
ex + e−x

2
.

(c) La Fonction Tangente Hyperbolique notée th :

th : R → ]−1, +1[

x 7→ th x =
sh x
ch x

=
ex − e−x

ex + e−x

.

(2) On définit la fonction Cotangente Hyperbolique notée coth par :

coth : R∗ → ]−∞,−1[ ∪ ]1,+∞[

x 7→ coth x =
ch x
sh x

=
1

th x
=

ex + e−x

ex − e−x

.

2.1. Propriétés des fonctions hyperboliques.

(1) La fonction ch est paire et les fonctions sh, th et coth sont impaires.

(2) La fonction ch est strictement décroissante sur R− et strictement croissante sur R+.

(3) Les deux fonctions sh et th sont strictement croissantes sur R.

(4) (a) Les fonctions ch, sh et th sont indéfiniment dérivables dans R et on a :

(ch x)′ =
ex − e−x

2
= sh x, (sh x)′ =

ex + e−x

2
= ch x et (th x)′ =

1

ch2x
= 1 − th2x.

(b) La fonction coth est indéfiniment dérivable dans R∗ et on a : (coth x)′ =
−1

sh2x
.
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(5) Pour tout x ∈ R, on a : ch x ≥ 1; ch x > sh x; (ch x + sh x)n = ch nx + sh nx (∀n ∈N);
ch x + sh x = ex; ch x − sh x = e−x; ch2x − sh2x = 1; ch 2x = 2ch2x − 1 = 1 + 2sh2x;

sh 2x = 2sh x.ch x; 1 − th2x =
1

ch2x
; ch2x =

1

1 − th2x
; sh2x =

th2x
1 − th2x

.

(6) Pour tout x, y ∈ R, on a : ch (x+ y) = ch x.ch y+ sh x.sh y; ch (x− y) = ch x.ch y− sh x.sh y;
sh (x + y) = sh x.ch y + ch x.sh y; sh (x − y) = sh x.ch y − ch x.sh y;

th (x+y) =
th x + th y

1 + th x.th y
pour (1+th x.th y , 0); th (x−y) =

th x − th y
1 − th x.th y

pour (th x.th y , 1).

3. Fonctions hyperboliques réciproques

3.1. La Fonction Argument Sinus Hyperbolique. L’application sh : R −→ R est continue et stricte-
ment croissante. C’est donc une bijection continue et strictement croissante de R dans R. La fonction sh
admet donc une fonction réciproque, appelée argument sinus hyperbolique et notée argsh : R −→ R. On a
donc, d’après la définition de la bijection réciproque : sh(argsh x) = x (∀x ∈ R) et argsh(sh x) = x (∀x ∈
R). D’où : {

y = argsh x
x ∈ R ⇔

{
x = sh y

y ∈ R
La fonction argsh est impaire, continue et strictement croissante sur R. De plus, comme sh est dérivable
sur R et que ∀y ∈ R : sh′(y) = ch y > 0, alors argsh est dérivable sur R et en utilisant la formule de la
dérivée d’une fonction réciproque, on a :

(argsh)′(x) =
1

sh′(argsh x)
=

1
ch(argsh x)

=
1√

1 + sh2(argsh x)
=

1√
1 + x2

(
∀x ∈ R

)
.

Autre expression de argsh : Pour x ∈ R et y ∈ R, on a : y = argsh x⇔ x = sh y

ch2y − sh2y = 1 =⇒ ch y =
√

1 + sh2y =
√

1 + x2

Par ailleurs, ch y + sh y = ey = x +
√

1 + x2.
Il en résulte, argsh x = y = ln ey = ln

(
x +
√

1 + x2
)
, ∀x ∈ R.

3.2. La Fonction Argument Cosinus Hyperbolique. L’application ch : [0,+∞[−→ [1,+∞[ est conti-
nue et strictement croissante. C’est donc une bijection continue et strictement croissante de [0,+∞[
dans [1,+∞[. La fonction ch admet donc une fonction réciproque, appelée argument cosinus hyperbo-
lique et notée argch : [1,+∞[−→ [0,+∞[. On a donc, d’après la définition de la bijection réciproque :
ch(argch x) = x (∀x ∈ [1,+∞[) et argch(ch x) = x (∀x ∈ [0,+∞[). D’où :{

y = argch
x ∈ [1,+∞[ ⇔

{
x = ch y

y ∈ [0,+∞[

La fonction argch n’est ni paire ni impaire, continue et strictement croissante sur [1,+∞[. De plus, elle est
dérivable sur ]1,+∞[ et en utilisant la formule de la dérivée d’une fonction réciproque, on a :

(argch)′(x) =
1

ch′(argch x)
=

1
sh(argch x)

=
1√

ch2(argch x) − 1
=

1√
x2 − 1

(
∀x ∈]1,+∞[

)
.

Autre expression de argch : Pour x ∈ [1,+∞[ et y ∈ [0,+∞[, on a : y = argch x⇔ x = ch y

ch2y − sh2y = 1 =⇒ sh y =
√

ch2y − 1 =
√

x2 − 1

D’autre part, ch y + sh y = ey = x +
√

x2 − 1
Il en résulte, argch x = ln

(
x +
√

x2 − 1
)
, ∀x ∈ [1,+∞[.
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3.3. La fonction Argument Tangente Hyperbolique. L’application th : R −→]− 1, 1[ est continue et
strictement croissante. C’est donc une bijection continue et strictement croissante de R dans ] − 1, 1[. La
fonction th admet donc une fonction réciproque, appelée argument tangente hyperbolique et notée argth :
] − 1, 1[−→ R. On a donc, d’après la définition de la bijection réciproque : th(argth x) = x (∀x ∈] − 1, 1[)
et argth(th x) = x (∀x ∈ R). D’où : {

y = argth x
x ∈] − 1, 1[ ⇔

{
x = th y

y ∈ R
La fonction argth est impaire, continue et strictement croissante sur ]− 1, 1[. De plus, elle est dérivable sur
] − 1, 1[ et en utilisant la formule de la dérivée d’une fonction réciproque, on a :

(argth)′(x) =
1

th′(argth x)
=

1
1

ch2(argth x)

=
1

1 − th2(argth x)
=

1
1 − x2

(
∀x ∈] − 1, 1[

)
.

Autre expression de argth : Pour x ∈] − 1, 1[ et y ∈ R, on a : y = argth x⇔ x = th y

x = th y =
ey − e−y

ey + e−y =
e2y − 1
e2y + 1

=⇒ e2y =
1 + x
1 − x

=⇒ y = argth x =
1
2

ln
(1 + x
1 − x

)
, |x| < 1

3.4. La Fonction Argument cotangente Hyperbolique. L’application coth : R∗ −→] −
∞,−1[∪]1, +∞[ est continue et strictement décroissante. C’est donc une bijection continue et stricte-
ment décroissante de R∗ dans ] − ∞,−1[∪]1, +∞[. La fonction coth admet donc une fonction réci-
proque, appelée argument cotangente hyperbolique et notée argcoth :] − ∞,−1[∪]1, +∞[−→ R∗. On
a donc, par définition de la bijection réciproque : coth(argcoth x) = x (∀x ∈] − ∞,−1[∪]1, +∞[) et
argcoth(coth x) = x (∀x ∈ R∗). D’où :{

y = argcoth x
x ∈] −∞,−1[∪]1, +∞[ ⇔

{
x = coth y

y ∈ R∗

La fonction argcoth est impaire, continue et strictement décroissante sur ] − ∞,−1[∪]1, +∞[. De plus,
elle est dérivable sur ]−∞,−1[∪]1, +∞[ et en utilisant la formule de la dérivée d’une fonction réciproque,
on a :

(argcoth)′(x) =
1

coth′(argcoth x)
=

1

1 − coth2(argcoth x)
=

1
1 − x2

(
∀x ∈] −∞,−1[∪]1, +∞[

)
.

Autre expression de argcoth : Pour x ∈]−∞,−1[∪]1, +∞[ et y ∈ R∗, on a : y = argcoth x⇔ x = coth y

x = coth y =
ey + e−y

ey − e−y =
e2y + 1
e2y − 1

=⇒ e2y =
x + 1
x − 1

=⇒ y = argcoth x =
1
2

ln
(x + 1
x − 1

)
, |x| > 1
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