Corrigé des exercices 1 et 2 de la série 1 d’analyse 2 (2019/2020). Enseignant : M? S. Boukhelifa.

Solution .1 .

RAPPEL :
o La fonction Arcsinus est l'application réciproque de lapplication sin(.) : [~3, 5] — [=1,1], elle est définie par
arcsin(.) : [=1,1] — [=F, 5], en d’autres termes son domaine de définition est [—1,1] et pour tout x de [-1,1],

—% <arcsin(z) < 7.

e La fonction Arctangente est lapplication réciproque de Uapplication tan(.) :] — 5, 5[— R, elle est définie par
arctan(.) : R —] =7, Z[, en d’autres termes son domaine de définition est R et pour tout x de R, =% < arctan(z) < J.
e Rappelons quelques formules trigonométriques :

i) Va,b € R,sin(a+ b) = sinacosb + sinbcosa.

ii) Va € R,cos?a + sin?a =1= cos’a =1—sina,d’ou

V1—sin?a st cosa > 0

cosa =
—V1—sin?a st cosa < 0
141) VaGR\{(2k+1)g |k ez},
_ sina . .
tana = sima \/m st cosa >0
cosa sin a

ﬁ st cosa <0
w) Ya € R\{(2k+1)3 / k € Z},tan’a+ 1 = 21—, d'ou

cos?a’

1 i
cosa — NiE=rTean st cosa >0
ﬁ st cosa < 0

sina
cosa

Et puisque sina = cosa = tanacosa, alors

tan a -
—= st cosa >0
. 2
sing = Vittan®a

tana

ﬁ st cosa <0

.FIN DU RAPPELR
1) Montrons que : Vx € [0,1],arcsinz + arcsin(v'1 — 22) =

B

On a sin(a + b) = sinacosb + sin bcos a.

En posant a = arcsinz et b = arcsin(v1 — x2) avec x € [0,1], on aura

sin(arcsin z 4 arcsin(y/1 — 22)) = sin(arcsin z) cos(arcsin(v/1 — 22)) + sin(arcsin(y/1 — x2)) cos(arcsinx) ...(x)



On a : ¥z €[0,1]
esin(arcsinz) = x

e sin(arcsin(v1 —22)) = V1 — 22

e Pour simplifier les expressions cos(arcsinz) et cos(arcsin(v/1 — z2)), il suffit d’écrire” cosx” en fonction de” sinz”.

On a pour tout x de [0, 1],

0 < arcsinz < § = cos(arcsinz) > 0

0<VI— 22 <1 = 0<aresin(vI—a%) < § = cos(arcsin(v/I—22)) > 0

Alors d’apres la formule i) du rappel, on a : Vx € [0,1],

e cos(arcsinz) = \/1 — sin?(arcsinz) = V1 — 22,

e cos(arcsin(v/1 — x?)) \/1 — sin?(arcsin(v/1 — 22)) \/1 — (V1 —=22)2 =22 =

En remplagant chaque terme par sa valeur dans (x) on aura :

sin(arcsinz + arcsin(v/1 — 22)) =1 —22V/1 — 22 4tz o =1—-22 + 22 =1
= sin(arcsinz + arcsin(v1 — 22)) =1

D’autre part, pour tout x de [0,1] on a

0 < arcsinz < g, et 0 < arcsin(y/1 — 22) < g = 0 < arcsinz + arcsin(v/1 —22) <7

Finalement
0 < arcsinz + arcsin(v1 —22) <7
et = arcsinz + arcsin(/1 — 22) = g, d’ot le résultat.
sin(arcsin z 4 arcsin(v/1 — 22)) = 1

2) Montrons que : Vz €] — 1,1, tan(arcsin 2?) = tan(arcsin z) - sin(arctan z).

e On a pour tout © de ] —1,1],
T
—l<zr<1l = 0<2’<1 = 0<arcsinz? < 5 = cos(arcsin z?) > 0

Alors d’apres la formule iii) du rappel :

sin(arcsin z.?) o a?

\/1 — sin”(arcsin z:2) V1-a?

(1)

tan(arcsin 2°) =




o Il reste a simplifier les expressions ” tan(arcsinx) et sin(arctan z)”.
On a pour tout x de | — 1,1] ,

—4 <arcsinz < § = cos(arcsinz) >0

INERNNE]

—% <arctanz < § = cos(arctanz) >0
Alors d’apres la formule iii) du rappel :
sin(arcsin z) x

\/1 — sin?(arcsin ) V1—a?

tan(arcsinz) =

Et d’apres la formule iv) du rappel :

tan(arctan x) x

sin(arctanx) = =
( ) V1 +tan?(arctanz) V1 + 2

Par conséquent

x €T .’IJ2

V1— 22 . V1 + 22 - V1—24
En comparant les équations (1) et (2) on déduit : Ya €] — 1,1] :

. (2)

tan(arcsin z) - sin(arctan ) =

tan(arcsin 2°) = tan(arcsin z) - sin(arctan )

Solution .2 .

RAPPEL :

e La fonction Arccosinus est l'application réciproque de lapplication cos(.) : [0,7] — [—1,1], elle est définie par
arccos(.) : [—1,1] — [0, 7], en d’autres termes son domaine de définition est [—1,1] et pour tout x de [—1,1],

—0 < arccos(zx) < .

e La fonction argument sinus hyperbolique est l'application réciproque de application sh(.) : R — R telle que

sh(z) = 61726_2, elle est définie par arg sh(.) : R — R.

e Rappelons quelques formules trigonométriques :

v) Vo € R, cos® x + sin?z =1, alors

V1 —cos?zx si sinxz >0
—V/1 —cos?zx st sinz <0

sinx =

vi) Yz € R\{(2k + 1) / k € Z},

. . sinx
sin(2z) = 2sinz cosx = 2 cos? = 2tan z cos® ,
cos T
et puisque cos® x = ——-——, alors
1+tan2 9t
) anx
sin(2r) = ————
1+tan“x

vii) Vo € R\{(2k +1)% / k € Z},

cos(2z) = cos? x — sin® x = cos’ & — (1 — cos? ) = 2cos® x — 1



et puisque cos® x = m, alors
2 1 —tan®z
cos(2z) = —s —l=——
1+ tan®x 1+tan®x

.FIN DU RAPPELR

1) Simplifions ’expression : arccos(cosa) + arcsin(sin @), o € [0, 27].
L’application composée arccos o cos est définie de l'ensemble R vers [’ensemble [0,

a
3 5]

L’application composée arcsinosin est définie de l’ensemble R vers l’ensemble [—7F, (arcsinosin(.) : R — [—

Alors on a pour tout x de R,

st x € [0, ], alors arccos(cosz) = x

st x ¢ [0,7], alors arccos(cosx) = (8 tel que cos B = coszx et B € [0, 7]

et

Exemple :

57r) _ 371'

arccos(cos ) = 7, arcsin(sin ) = 7, arccos(cos m) = m, arcsin(sin ) = 0, arccos(cos % , arcsin(sin 27) =

4

e Pour simplifier arccos(cos o) + arcsin(sin ), « € [0, 27], on distingue 4 cas :

ler cas : ac0,5]:

E}

a €0, o
= arccos(cos «) + arcsin(sin ) = 2a.

— N

acl0,%

] € [0,7] = arccos(cos )
C[-%,%] = arcsin(sina) =«
s
4

. _ T — T _ T
Exzemple : pour o = 7, on a arccos(cos 7 ) +arcsin(sin §) = 5 + 7 = 5

2éme cas : a €|,

o E]g,ﬂ'] C [0,7] = arccos(cosa) = «
m T T N . . T m
o 6]5,77] = a¢ [—575] = arcsin(sina) = v tel que siny =sina et vy € [—5,5]

D’autre part

: : Tom T
siny =sina ,avec y € [—5,5} eta€]§77r] = y=T—«

D’ou

arccos(cos ) + arcsin(sine) =a+71—a =

Exemple : pour o = m, on a arccos(cosm) + arcsin(sinw) = 7 + 0 = 7.

8éme cas : o €|, 2] :
3T
a €], ?] = a ¢ [0,7] = arccos(cosa) = 3 tel que cosff = cosa et 5 € [0, 7]
3m T T . . .
a €], ?] = a¢ [—5, 5} — arcsin(sin ) = 7y telque siny =sina et y € [—5 5]

(arccosocos(.) : R — [0, 7])

1)

NP



D’autre part

cos B = cosa avec B € [0,7] et a €]m, ] = B =21 —«

siny =sina avecy € [-3, 5] et a €m, ] = y=—(a—7)=7—«
D’ou
arccos(cos &) + arcsin(sina) =27 —a+ 7 —a = 31 — 2«

Ezemple : pour a = &

T on a arccos(cos 2F) + arcsin(sin &) = 3% 4 (—7) = I,

4

4éme cas : o €]3F 2n]

! 6]3%,271'] = «a ¢ [0,m1] = arccos(cosa) = 3 tel que cos S =cosa et 5 € [0,7]
3
a 6]%,277] = a¢ [—g, g] = arcsin(sina) = 7y telque siny =sina ety € [—% g]

D’autre part
cos B =cosa avec B € [0,7] et o €38, 27] = B=2r—a

siny =sina avecy € [-%, %] et a €]3,21] = y=—-2r—a)=a— 27

D’ou

arccos(cosa) + arcsin(sina) =21 —a+a— 27 =0

Exemple : pour a = 2w, on a arccos(cos 2m) + arcsin(sin27) =040 = 0.

2) Simplifions sin(arccosa + 2arctanb), ot —1<a <1, beR.

D’aprés la formule i) du rappel de la solution 1 on a :

sin(arccos a + 2 arctan b) = sin(arccos a) cos(2 arctan b) + sin(2 arctan b) cos(arccos a)

Simplifions les termes de cette expression

e Pour tout a de [-1,1] on a

cos(arccos a) = a.

e On a aussi

—1<a<1 = 0<arccosa <7 = sin(arccosa) >0

Alors D’aprés la formule v) du rappel on a :

sin(arccos a) = /1 — cos?(arccosa) = /1 — a2

e D’autre part, d’aprés la formule vi) du rappel on a : pour tout b de R

2tan(arctanb)  2b
1+ tan?(arctand) 1+ b2

sin(2 arctan b) =



e Et d’aprés la formule vii) du rappel on a : pour tout b de R

1 — tan®(arctanb) 1 —b?
1 + tan?(arctand) 14 b2

cos(2arctand) =

En remplagant chaque terme par sa valeur on aura : Va € [-1,1], b€ R,

1-0? 2b 1—b*)V1—a? + 2ab
sin(arccosa+2arctanb):\/1—a21+b2+1+b2a:( )1—|—b2a +2a .

3) Simplifions arg sh(x — ﬁ), x € R*.

D’aprés autre expression de la fonction arg sh (voir le polycopié du cours sur les fonctions élémentaires page 3), on a

Vi e R, argsh(t)=1In(t+1+12)

Alors pour tout x de R*

1 1 1
argsh(xfg):ln(xfaJr 1+(:rfg)2)
D’autre part
2 2 2
1vo 1 L v [lestasern Wt +1)7 42 41
Vit @— 87 = 1 @2 = ) = o = 1622 4a]
422 +1 42?2 -1 42?2 +1
1 1 1
BN - = 1 — 1)2 — - = —
Tt - Tt 4|z| 4z + 4|z|
D’ou
1 1 422 -1 42?2 +1
S 1 - —)2 =
v 4x+ + 43:) 4x * 4|z
On distingue deux cas :
ler cas : x>0
1 1 422 -1 42® +1
- 1 — )2 = =2
v 4a:+ (@ 43:) 4z + 4x x

Par conséquent

2éme cas : <0

1+ 14 ( 1)2_4332—1 4m2+1_ 1
v 4z * 4’ 4 4r 2@
Et par conséquent
1 1
arg sh(z — —) =In(—=—)

4x 2



