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Maths 2 Systeémes d’équations linéaires

1 Série N4 Maths 11

Exercice 1.1.
On considere le systéme linéaire suivant :

x —8 3 4 =2
S):Aly |=| -4 |,oo A= -1 2 0
z 2 0 3 1

1. Montrer que la matrice inverse de A est la matrice suivante :

1 2 —-10 4
B = 6 1 3 2
-3 =9 10

Solution : B est la matrice inverse de A si est seulement si AB = BA = I3

On a
1 2 =10 4 3 4 =2
BA:E 1 3 2 -1 2 0
-3 -9 10 0 3 1
1 (2%x3)4+ (10 x —1) + (4 x 0) (2x4)+ (—10 x 2) + (4 x 3) (2x=2)+(-10%x0)+ (4 x 1)
= — (I1x3)+(Bx—-1)+(2x0) (Ix4)+(3x2)+(2x3) Ix-2)+B3x0+(2x1)
16((3><3)+(9><1)+(10><0) (=3 x4) + (=9 x 2) + (10 x 3) (3><2)+(9><0)+(10><1)>
16 0 O
1 16 0 0 1—06 E 10—6 1 00
0 0 16 2 0 16 0 01
16 16 16
Remarque : c’est la méme chose aussi AB = I3
3 4 =2 1 2 —10 4
-1 2 0 T 1 3 2 = I3.
0 3 1 -3 =9 10

2. Déduire la solution du systéme linéaire (S).
Solution : On a

T —8
Al y | =1 -4 |,
z 2
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donc,
3 4 =2 x -8
-12 0 y | = -4
0 3 1 z 2
x —8
= Y =B —4
z
T 2 —10 4
1
-3 -9 2
x 1 (2x —=8)+ (=10 x —4) + (4 x 2)
=\ v | =1 (1 x =8)+ (3>< —4) 4+ (2 x 2)
z (=3 x —8) 4+ (=9 x —4) + (10 x 2)
x L 32 j’—?ﬁ
z 80 2
donc la solution est :
x 2
y | = -1
z )
Exercice 1.2.
Soit le systeme linéaire (S) suivant :
r+y+22=5
(S z—y—z=1
r+z=3
Résoudre le systeme linéaire (S) :
1. En utilisant la méthode de la matrice inverse.
Solution :
En terme matriciel le systeme s’écrit
T+y+22=5
(S)s z—y—2z=1 < AX =0
T+z2=3
avec
1 1 2 T )
A=|(1 -1 -1 |, X=1y |,b=1]1
1 0 1 z 3
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On trouve la solution du systéeme en inversant la matrice :
X =A"».

Linverse d’une matrice A se calcule ainsi :
St

1 1 2
A= 1 -1 -1
1 0 1
alors
1 1 ! A
A1 —
det(ay (comA)
avec
1 1 2
det(A) = |1 -1 -1
1 0 1
= (=D x1x - + (=) x 1 x Lo + (=)' x 2 x
0 1 1 1
= —1-24+2
= —1,
et
+—1 -1 _Z -1 +1 -1
0 1 1 1 1 0 ) 5 1
comA = —Z 2 —1—1 2 —1 ! = :1 :1 1
0 1 1 1 1 0 1 3 _9
+1 2 _1 2 +1 1
-1 -1 1 -1 1 -1
d’ot
-1 -1 1
lcomA)=| -2 -1 3
1 1 -2
1ct on trouve
1 1 -1 -1 1 1 1 -1
Al = (comA)=— 1| -2 -1 3 | = 2 1 =3
det(A) B UL T T 1 -1 2
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et comme det(A) # 0, on trouve

1 1 -1 5 3
X=A"1= 2 1 =3 1 | =12
-1 -1 2 3 0
donc
T 3
X=1ly |=1] 2
z 0

2. Par la méthode de Cramer.
Solution :

On a det(A) = —1 # 0, donc (S) est un systeme de Cramer et admet une
solution unique donnée par :

5 1 2 5 1 2
1 -1 -1 1 -1 -1
3 0 1 3 0 1 -3
Tr = = = — = 3’
det(A) -1 —1
1 5 2 1 5 2
1 1 -1 1 1 -1
B 1 8 1 B 1 3 1 B -2 _o
Y= Tdet(d 0 1 1 ©
1 1 5 1 1 5
1 -1 1 1 -1 1
1 0 & 1 0 &8 0
z = = = — = O
det(A) -1 -1
et donc
x 3
X = Y = 2
z 0

Exercice 1.3.
On considére le systéme (S,,) suivant

m—-1Nr+y+z=1
r+y+(m—1z=1

ot m est un parameétre réel.
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1. Ecrire le systéme (Sy,,) sous forme matricielle : A, X = b ou A, est une
matrice a expliciter.

Solution :
(m—1)z+y+z=1
(Sm)s o+ (m—1)y+z2z=1
r+y+(m—-1)z=1
=
(m—1) 1 1 x 1
1 (m—1) 1 y | =11
1 1 (m—1) z 1
avec
(m—1) 1 1 x 1
A, = 1 (m-1 1 CX=|y |, 0=]1
1 1 (m—1) 2 1

2. Calculer le déterminant de A, et donner une condition pour que (S,,) admet
une solution unique. Puis donner cette solution.

Solution :
On a
(m-1) 1 1
det(A,) = 1 (m-1) 1
1 1 (m1)

= m-1P*+1+1-(m-1)—-(m—-1)—(m—1)

= m*-3m*+3m—-1)+1+1—-(m—-1)—(m—-1)—(m—1)
= m*-3m*+3m—1+1+1-m+1-m+1-m+1

= m?—3m?+14

= (m+1)(m—2)?

sim € R—{—1,2} alors det(A,,) # 0 d’ou le systéme (Sy,) est de Cramer
et donc admet une unique solution.
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- Sim e R —{-1,2} alors la solution est la suivante

Tr =

1 1 1 1 1 1
1 (m1) 1 ! (m1) 1
11 (m1) 11 (m1)
det(A,,) (m+1)(m —2)2
(m—124+1+1—(m—-1)—(m—1)—1
(m+1)(m — 2)
m?—2m+1+1+1l-m+1l-m+1-1
(m+1)(m —2)?
m? —4m + 4
(m+ 1)(m — 2
(m —2)°
(m+1)(m —2)?
1
m+1’
(m-1) 1 1 (m-1) 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 (m-1) 1 1 (m-1)
det(A,) (m+1)(m —2)?

(m—12+1+1-1—(m—-1)—(m—1)
(m+1)(m — 2)2
m?—2m+14+1+1—1-m+1—-—m+1
(m + 1)(m —2)

m? —4m +4
o+ 1)(m — 27
(m 2
(m+1)(m —2)?

1

m—+1

Y
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(m-1) 1 1 (m-1) 1 1
1 (m1) 1 1 (m1) 1
1 1 1 1 1 1
det(A)  (m+1)(m—2)?
(m—12+141—(m-1)—1—(m—1)
(m+1)(m — 2)?
m?—2m+14+1+1—-m+1—-1—-m+1
(m+ D)(m — 27
m? —4m + 4
(m+1)(m —2)?
(m —2)°
(m+ 1)(m — 2)?

et donc
X m—+1
m—+1

m+1
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