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|FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES |

1. Formules de Taylor
On a déja vu que si une fonction f : I — R est dérivable en un point x; de I, alors on peut écrire au
voisinage de xo : f(x) = f(x0)+ f"(x0)(x—x0)+(x—xp)e(x) avec lime(x) = 0. Ce qui revient a approximer f par
X—Xo
un polynéme de degré 1 au voisinage de xy. Dans ce chapitre, nous donnons des théorémes qui généralisent

ce résultat, appelés formules de Taylor : sous certaines hypothéses sur la fonction f, on approche f au
voisinage d'un point xy par un polynéme en (x —xg) plus un reste. Autrement dit : f(x) = P, (x) + R, (x, xo),

n
ol P, est un polynéme de degré < n, c'est a dire : P,(x) = Y ax(x — xo)~.
1.1. Formule de Taylor avec reste de Lagrange.

Théoréme .1.1. Soit n € N et f: [a,b] — R une fonction de classe C" sur [a,b] avec f) dérivable sur
la, b[. Soit xq € [a,b]. Alors pour tout x € [a,b], x # xq, il existe ¢ €]xq, x| tel que :

(k) IRV /AN
f( ) _ Zf (x 0) k4 %]‘("”)(C)

Cette formule s'appelle formule de Tay/or d'ordre n de la fonction f avec reste de Lagrange R,(x,x) =
(x - xo)n+1 f(n+1)(c)

(n+1)!
Démonstration. La démonstration de ce théoréme repose sur |'application du théoréme des accroissements
finis généralisés a deux fonctions convenablement choisie. Supposons que x > xy. Considérons les deux
fonctions ¢ et y définies par :

@: [x, x] — R y: [x, x] — R

n f(k)()

_ \n+l
oo e = - £, b =8

(m+ 1)
Les deux fonctions ¢ et y sont continues sur [xg, x], dérivables sur ]xo, x[ et admettent sur ]xg, x[ les

f(n+1)( ) x — t)n

dérivées suivantes :

@'(t) = y'() =
En vertu du théoréme des accroissements flnls generallses on obtient :

() —plo) _@'(0) _ f"Ve)(x - o)

ItV
n!

dc €]xp, x[ tel que

y() = y(xo) — y'(c) nly’(c)
Par ailleurs, on a :
(k) (k)
plon) = F) - Zf B0) (¢ o) % () = £(3) - Zf (=) = )~ fx) =
(X _ x)n+1 (X —x )n+1 ) (X _ C)"
YW =y =0 v == +01)! ty(O="—r—




Il en résulte que :

1. f9x0)(x = xo)f ()/( X) — y(%0))

STk Kl = —frOk - nty’(c)
0— (x _ xo)n+1
(n+1)!
— _f(n+1)(c)(x _ C)" —
(- £
_ n+1
_(x(n fOl))! f(n+1)(c)~

D'ou,
Bxo)(x — x0)*  (x — xo)™!

! ) G

Vx € [a,b], dc €]xp, x[, (x > x0) tel que: f(x)= Zf
k=0

Démonstration analogue pour x < x5. ®
1.2. Formule de Taylor avec reste de Cauchy.

Théoréme .1.2. Soit n € N et f : [a,b] — R une fonction de classe C" sur [a, b] avec f™) dérivable sur
la, b[. Soit xy € [a,b]. Alors ¥x € [a,b], x # xo, A0 €]0, 1] tel que :

f(x) Zf(k)(xo)( XQ)k N (x— xo)n+1(1 - Q)Hf(n+1)(x0 +0(x - x) )

k! n!
k=0

Cette formule s'appelle formule de Taylor d'ordre n avec reste de Cauchy R, (x,x9) =

(x — xo)n;(l - 0)" £0(xo + 6 (x — x0) ) 0 €10,1[.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme repose sur |'application du théoréme des accroissement

fini a une fonction convenablement choisie. Supposons que x > xy. Considérons la fonction ¢ définie par :

@: [x, x] — R
to— )= L

k=0

f(")()

(x —t)~.

La fonction ¢ est continue sur [xy, x], dérivable sur ]xo, x[ et en utilisant les régles de dérivation des sommes

et des produits on obtient : application des régles de dérivation des sommes et des produits :

o) (x =~ 1)
n! ’

Vit €lxo, x[: @'(t) =

Comme @ et continue sur [x, x] et dérivable sur ]xg, x[, alors en vertu du théoréme des accroissements finis,
on obtient :
() (x = x0)(x = ¢)”

n!

dc €]xo, x[ tel que @(x) — @(xp) = (x — x0)@’(c) =

Par ailleurs, on a :

f"‘ i
(p<x0>—Z - o) et p(x) = Z k, = ().

Il en résulte que :

flx) - if(k)(XO)(x — xo)F ~ f(n+1)(c)(x —x0)(x —¢)" |

k! B n!
k=0

Ou encore :

(k) k _ _
dc €]xp, x[ tel que f(x) = Zf (XO)]SC Xo) (x xor)l(!x c)

k=0

nf(n+1)(c).




, c
D'autre part,ona:xp<c<x=0<c—xy <x—x9. Comme x # xq alors 0 < <1.
X — X
c—Xp
On pose : O = = c=x+0(x-x), 0<6<1.
X — X

Par suite, x —c=x—xp—Ox+ Oxp = (x —x9)(1 - 0) = (x —¢)" = (x —x0)"(1 — O)", Vn € IN.
D'ou,

foo) = Zn:f(k)(x())(x — xo)F N (x — x0)"™(1 - f("+1 (x O - xo)) 0<0<1

k! n!
k=0

Ce qui achéve cette démonstration. Démonstration analogue pour x < xp. =
1.3. Formule de Taylor avec reste de Young.

Théoréme .1.3. Soit n € N et f : [a,b] — R une fonction de classe C" sur [a,b]. Alors :

®
Vx € v(xg), f(x)= Zf k(!xO)(x —x0)f 4+ 0 (x — x0)".

k=0

Cette formule s'appelle formule de Taylor d'ordre n de la fonction f au voisinage du point x,, avec reste de
Young R, (x,x) = 0 (x — x0)" = (x — x0)" e(x), lime(x) =
X—X0

Démonstration. Soit xy € [a,b]. On écrivant la formule de Taylor-Lagrange a I'ordre (1 — 1) sur l'intervalle
[a,b] on obtient :

NPARED (x - Xo)
Vx € [a,b], x # xo, Jc €lxp, x[ tel que: f(x) = f(x0)+Z e x0) T (o)

k=1 ’

Oou encore . ®

) = Flxo) + Zf &0 e &2 xo) 0P (pon(e) - f(xy)).
On pose, pour X # Xy :
0 - f0) _ 1 o
€)= = Ty )~ ) - Z x - x0)")

En passant a la limite lorsque x tend vers xo, le réel c tend vers xq (car ¢ €]xo, x[). Comme £ est continue
en xo, on déduit de I'égalité précédente que lime(x) =
X—X0

Il en résulte que :

f(")( 0)

(x — xo)k = o(x — xo)".

6 = fio) - Z

m Ce théoréme demeure vrai avec une hypothese encore plus forte sur f : il suffit de supposer que ™ (xo)
existe (fini) au lieu que f soit de classe C" pour avoir le méme résultat.

Théoréme .1.4. Soient I un intervalle ouvert contenant x, et n un entier naturel. Soit f une fonction
(n — 1) fois dérivable sur I avec f™(x) existe. Soit R,(x, xo) son reste de Taylor d’ordre n en xo :

®) (x
! (O)( —x0)" .

Ru(x, x0) = f(x) - Z

Alors, au voisinage de xy, R,(x,xq) est négligeable devant (x — xo)" : R, (x,xo) = o(x — xo)" .

Démonstration. Ce théoréme se démontre par récurrence sur n. Tout d'abord, notons par :

P () e 3 S 0)

i (x — x0)¥ le polynéme de Taylor d’ordre 11 en xy et A, la propriété :
k 0

An : [Rn(x/ xO) = f(X) - Pn(x) = O(x - xO)n s Vx € Z)(-XO):I'




x) — f(x
(1) Pour n =1, Comme f est dérivable en x alors : lim W
X=X — X0

= f'(x0) ,

ou encore (d'une maniére équivalente) :

Lo ) = )
m ——-

X—X X — X

f(x) = f(xo) — (x — x0) f'(x0) _

X — X

0.

— f'(x) = ;1_{2]

Ceci signifie que f(x) — f(xo) — (x — x0) f"(xo) est négligeable devant x — x; au voisinage de x; :
f(0) = fxo) = (x = x0) f'(x0) = f(x) = P1(x) = Ra(x, x0) = 0o(x — x0) .

La propriété A, est donc vraie pour n = 1.

(2) Soit n € N — {1}. Supposons que la propriété A, est vraie a I'ordre 1 et montrons qu'elle demeure
vraie a 'ordre (n + 1). Si f vérifie les hypothéses a I'ordre (11 4+ 1), alors f” les vérifie a I'ordre n. Le
polynéme de Taylor d'ordre 1 de f” est exactement P/ ,(x). C'est a dire :

n 1(k) n+1l (k) /
> = | L |
p . :

k=0

L'hypothése de récurrence entraine que :

R;/H-l(x/ xO) = f’(X) - P1’q+1(x) = O(x - xO)n .
Autrement dit :
lim Rn+1(xl xO) —
X—X (x - xo)”
Ce qui signifie (pas définition méme de la limite) que pour tout € > 0, il existe 1 > 0 tel que :

X—x|<n =
o=l < (x = xo)"

Par ailleurs, soit x €]xg, xo + 1] (fixé). Comme R,.1(x, xo) est continue sur [xo, x] et dérivable sur
]x0, x[ (en tant que somme de deux fonctions dérivables), alors en vertu du théoréme des accroisse-
ment finis, on obtient :

dc €]xo, x[ tel que Ry41(x, x0) — Rys1(Xo, X0) = (x — x0)R,,(c, x0) -

Ou encore :
R 1(x/ xO)

dc €]xo, x[ tel que n;——xo =R .,(c,x0) .
Alors :

Ry (x,x0)| _ |R11(c, x0) R’ ..(c,x0) .

(x = xo)+! (x—x0)" | | (c—xp)" '
Il en résulte que :

Ry1(x, x0)

lim

X—xg (x — xo)n+1
D’ou, R,41(x, xo) est négligeable devant (x — xp)"*!. Raisonnement analogue pour x € [xo — 1, xol[.
La propriété A, est donc vraie a 'ordre (n + 1).

Ce qui achéve cette récurrence et la démonstration du théoréme. m

Remarques 1.

(1) La formule de Taylor avec reste de Young ne donne des informations qu'au voisinage de x, elle ne
pourra donc étre utile que pour résoudre des problémes locaux. Elle est pratique par exemple pour
le calcul des limites et I'étude de la position de la courbe représentative d’une fonction au voisinage
d’un point par rapport 3 sa tangente en ce point. Par contre, la formule de Taylor avec reste de
Lagrange ou de Cauchy est valable sur l'intervalle tout entier.




(2) Les théorémes 1.1 et 1.2 précédents demeurent vrais avec des hypothéses plus faibles. En effet, pour
f e C"YI) ou I est un intervalle quelconque de R et xq €1, on a :

= f9(x)
Vx €1, x # xo, dc €]xp, x[ tel que: f(x) = Z T

k=0

(x — x0)* + Ru(x, xo)

Le reste R, (x,xg) peut étre de Lagrange ou de Cauchy.
1.4. Formule de Taylor avec reste intégral.

Théoréme .1.5. Soit n € N et f : [a,b] — R une fonction de classe C**! sur [a,b]. Soit xy € [a,b].
Alors pour tout x € I, x # Xy, on a :

(k)
f(x) _ Zf ( 0)( _ 0)k+ _f (x t)nf(n+1)(t) dt
k=0

Cette formule s'appelle formule de Taylor d’'ordre n de la fonction f avec reste intégral ou bien reste de
Laplace R,(x,x0) =% | ’;(x — )" FOD(E) dit.

Démonstration. Ce théoréme se démontre par récurrence sur n en utilisant une intégration par parties.

(x - xo)

(1) Pour n = 0, on doit avoir I'égalite : f(x) = FO%x) + & f (x = )°f'(t) dt, Yx € [a,b].

Tout d'abord, notons P, la propriété :

®) (x x
Py s [f(x) :Zf k(' ) xo)k+% f (x = £ f"D(t) dt, Vx € [a,b]].

k=0 %o

On a,
f(o)( 0) + !f (x — t)of’(t) dt = f(xo) +f f'(t) dt = f(xo) + f(x) = f(x0) = f(x), Vx € [a,b].

La propriété P, est donc vraie pour n = 0.

(x - xo

(2) Soit n € IN*. Supposons que la propriété P, est vraie a |'ordre n est montrons quelle reste vraie a
I'ordre (n +1). On a :

Vx € [a,b], f(x)= Zf(k)( 0)( — xo)* + 1 fx(x — )" f () dt
0 n! Jy,
On pose :
(n+1) n (1+2) —(x ="
u=f"It), dv=(x-t)'dt =du=f (t)dt,v:T.
Par suite,

[ee=py o a = [m poenm] 4 oy [ee— by o) dt

= S5 f o) + g [ = B )

Donc,

f(X) Z f( >(x0) (x _ xo)k 41 ( X nxﬁ”* f(n+1)(x ) + L n+1 f’;(x _ t)n+1f(n+2)(t) dt)

(k) )1
= k;of k(!xo) (x _ XQ)k (x(nji]l)' f(n+1)(x )+ (n+1)' f (x t)n+1f(n+2)(t) At

n+1

_ " o) . .
- kg‘o k! =(x = xo)" + (1) fxo(x — )LD () gt

Il en résulte, la propriété P, est vraie a I'ordre (n + 1).

Ce qui achéve cette récurrence et la démonstration du théoréme. m




Remarque .1.1. En effectuant le changement de variable t = xy + O(x — xg), le reste intégral peut s'écrire
sous la forme :

n+ 1
R,(x, xo) = (x_+°)l f (1= 0)" f" V(xy + O(x — xp)) dO.
: 0

2. Formule de Maclaurin

®(0
Lorsque xg = 0 la formule de Taylor est appelée formule de Maclaurin f(x) = f k'( ) x* + R, (x).
k 0
2.1. Formule de Maclaurin-Lagrange.
(k) 0 (n+1) Ox (n+1) Ox
Zf ) XK+ e +(1)! )x”+1,0 <60<1, Ryx)= f(nf(l)!)xnﬂ (Reste de Lagrange).

2.2. Formule de Maclaurin-Cauchy.

Zf “(0) A 0)" fD(6x)

n!

(1 _ 6)nf(n+1) (9 )
n!

¥ 0<0<1, Ry(x) = x"*! (Reste de Cauchy).

fx) =
2.3. Formule de Maclaurin-Young.

®(0
Zf © +0(x"), Ru(x) = o(x") = ¥"e(x), lime(x) = 0 (Reste de Young).

2.4. Formule de Maclaurin-Laplace.

(k) 0 1 - @) (n+1) 0 d@ n+1
f()_zf © «, H( )fn! (6) ”“,Rn(x)=xn!

1
f (1-6)" f"*D(0x) dO (Reste intégral).
0

3. Développements limités

D’aprés ce qui précéde, les formules de Taylors montrent que sous certaine hypothéses, une fonction f
peut étre approximée par un polynéme. Plus précisément, si £ (x,) existe alors il existe un polynéme P,,(x)
de degré < n tel que : f(x) — P,(x) = o(x — x0)". Nous allons voir qu'un tel polynéme peut exister sans que
f™(xo) existe et méme sans que f soit continue en Xxg.

3.1. Développements limités d’ordre n au voisinage de 0.

Définition .3.1. Soit f une fonction définie au voisinage v(0) sauf peut étre en 0. On dit que f admet
un développement limité d'ordre n (n € N) au voisinage de 0, noté (DL, (0)), s'il existe des constantes
ap, ai,...,a, et un intervalle ouvert 1 centré a l'origine tels que ¥x € I — {0}, f(x) = ap +a1x + ... +
a,x" + x"e(x) avec £i£r(}e(x) = 0. Le polynéme P,(x) = ap + a1x + ... + a,x" est appelé partie réguliére du

développement limité et x"e(x) = o(x"), HII(}&(X) =0 est le reste.
X—

Proposition .3.1. Si une fonction f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0, alors :
limf(x) existe.
x—0

Démonstration. En effet, comme f admet un développement limité d'ordre n au voisinage de 0, alors il
existe un polynéme P,(x) de degré < n et un intervalle ouvert I centré a l'origine tels que :

Vxel—-{0}, f(x) =ap+mx+..+a,x" +x"e(x), lirr(}s(x) =
X—
Par passage a la limite on obtient : lin(}f(x) = lin(}(ao + X + ... +a,x" + x”e(x)) =qp. |
X—> X—>

Remarque .3.1. Si f admet un développement limité d'ordre n (n > 1) au voisinage de 0 et f(0) = ay,
alors f est dérivable en 0.




Démonstration. En effet, comme f admet un développement limité d'ordre n au voisinage de 0, alors il

existe un polynéme P, (x) de degré < n et un intervalle ouvert I centré a I'origine tels que :
Vxel-{0}, f(x) =ap+mx+..+a,x" +x"e(x), lirr(}e(x) =0.
X—

) s (fO-fO) _ qi . fO)-a0) _ 1: -1 -1 _ : o
D'autre part, }Clirol(T) = %{13&(7) = %gr(}(al + X + ...+ a4+ x" e(x)) = ay(existe et finie)

D'ou, f est dérivable en O et on a, f'(0) =4a;. m

Théoréme .3.1 (unicité du DL). Si f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 alors
ce développement est unique.

Démonstration. Supposons que f admet deux développements limités d'ordre n au voisinage de 0, alors il
existe deux polynémes P,(x) et Q,(x) de degré < n et un intervalle ouvert I centré a |'origine tels que :
f(x) = Puy(x) + o(x") = Qu(x) + o(x™). Autrement dit, pour tout x € [ — {0}, on a :

f(xX) =ap+mx+ ... +a,x" +x"e1(x) = by + bix + ... + bx" + x"ex(x), %{iir(}el(x) =0et %{iir(}ez(x) = 0. Par
suite, (ap — bo) + (a1 — by)x + ... + (a, — b,)x" = x"(e1(x) — €2(x)). Passage a la limite quand x tend vers 0,
on obtient : ay = by. Par suite : (a1 — by)x + ... + (@, — b,)x" = x"(e1(x) — €2(x)). On divise alors par x et
il vient : (a1 — by) + (ay — by)x + ... + (a, — b,)x"! = x""1(e1(x) — €,(x)). Passage encore a la limite quand
x tend vers 0, on obtient : a; = by. Ainsi, en poursuivant de cette maniére on obtient alors au bout de n
étapes : ag = by, ...,a, = by, et ainsi €1(x) = €,(x), pour tout x € [ — {0}. D'ou I'unicité du DL, (0). m

Corollaire .3.1. Si une fonction f paire (respectivement impaire) admet un développement limité d'ordre
n au voisinage de 0, sa partie réguliére ne contient que des puissances paires (respectivement impaires).

Démonstration. En effet, comme f admet un développement limité d'ordre n au voisinage de 0, alors il
existe des constantes ag, a1, ...,4, et un intervalle ouvert I centré a |'origine tels que :

Vxel—-{0}, f(x) =ap+mx+..+a,x"+x"e(x), lin(}s(x) =0.

Supposons que f est paire, alors : Vx € [ — {0}, (—x) € I = {0}, f(—x) = f(x).

On a, f(x) = f(—=x) =ap —ax + ... + a,(=1)"(x)" + (=1)"x"e(—x).

Donc, ag + a1x + ... + a,x" + x"e(x) = ag — a1x + ... + a,(=1)"(x)" + (—=1)"x"e(—x).

Il en résulte de I'unicité du DL de f que : ax = (—1)fax pour 0 <k <net e(x) = (-1)"e(-x), (x #0).
Ce qui entraine que a; = a3 = a5 = ... = az;1 = 0. De méme, si f est impaire, on trouve que tous les
coefficients dont I'indice est pair sont nuls. =

Théoréme .3.2. Si f"(0) existe, alors f admet au voisinage de 0, I'unique développement limité d’ordre

n suivant :

f(x)=f0)+—=x+..+

1! n

/() f(0)
!

X"+ x"e(x), lin(}e(x) =0.

Démonstration. Comme f™(0) existe, alors d'aprés la formule de MacLaurin avec reste de Young, on a :

L A(9)
f(x) = Zf kl(o)xk + x"e(x), lirr(}e(x) =0.
P ! x—

L'unicité du développement limité de f permet de conclure. m

Corollaire .3.2. Si f(0) existe et si f admet le développement limité d’ordre n au voisinage de 0
f(x) =ap+a1x + ... +a,x" + x"e(x), lin(}g(x) =0.
X—

Alors :

(0 "(0 (0
tl()zf(O), a1 =¥, tlzzfz(! ),..., [anfnf )




Démonstration. D'aprés le Théoréme 3.2

f(")( ) &

+ x"e(x).

fx) =
k=0
SO

Z ,0<k<n =m

L'unicité du développement limité entraine que tous les coefficients a; :=

4. Développements limités usuels obtenus par la formule de Maclaurin

Les développements limités permettent d'approcher une fonction au voisinage de 0 par une fonction
plus simple : un polynéme. Cela peut étre trés efficace dans le calcul des limites. La formule de Ma-
claurin-Young fournit un développement limité d’ordre 1 pour toute fonction f telle que f™ (0) existe.

fx) = Zf(k)( ) XK +o(x™) f(0)+£f’ (0)+ +x—nf(”) (0)+x"e(x) ou o(x") = x"e(x) avec lim e(x) =
- 1! ol - =0

k=0
Cela va fournir les principaux développements limités des fonctions usuelles au voisinage de zéro. Par exemple
2 3 n
si f(x) =" alors, pour tout n € N, f™(x) =¢* et f®(0) =1. Donc e =1+ % + ol + % + % +o(x").
Ci-dessous on donne les développements limités usuels au voisinage de zéro.
! =1-x+x>+..+(=1)"x"+0(x")
1+x :
1
=T+x+x2+..+x"+o0(x").
1-x
2 .3 .
IN(1+%) =x— 2 +2 4+ ()" 2 10,
2 3 n
3 x5 2n+1
sinx —x—§+5 ..+ (=D m+o(xz”+2).
x2 x4 2” 2n 1
cos X _1_E+I+ A+ (=1)" or )|+0( +).
te x —x+x_3+2_x5 1727 (XS)
& 3775 T35 T
2
X X w1 1.3.5.7...(2n - 3)
Trx =1+ -2 4 41 " 4o,
o g et S o™
-1 ~D@=2)..(a—n+1)x"
(1+x)" =1l+ax+ a(az' S 1C ) (@ 1)1' (@a-n+1)x +0(x), (@ €R).
s 1357..Qn—-1) 221 .
i =X+ —+ ..+ + n+2
aresiny =47y 2468. @ v o)
T x° 1.35.7..(2n — 1) x> )
= ——X—-——..- + n+2)
areeost =TT 2468 s Tow)
3 XD x2n+1
arctg x :x_§+€+ + (-1 ) +O(x2n+2)_
’ x4 x2ﬂ 2n+1
ch x :1+§+I+'"+(2n)!+0(X+>‘
X 1.35.7..2n—1) x2!
h =x——+..+(-1)" + 0 (x21*2) .
o S V' ae.@n @nem e
x® 2x5 17x7
th = —_—— _ - _+ 8 .
: T3t 3k 0w
X 1.357...2n—1) x>+
hx =x-—+.+(-1) + 0 (x2m2) .
Ve =T V6. @nrmi e
x3 5 2n+1
argth x :x+§ +€ + ...+ 1 +0 (x2*2).




5. Opérations sur les développements limités
5.1. Développements limités obtenus par restriction.

Proposition .5.1. Soit f une fonction admettant, au voisinage de 0, un développement limité d’ordre n.
Alors pour tout n > m, f admet un développement limité d’ordre m au voisinage de 0.

Démonstration. En effet, comme f admet un développement limité d'ordre n au voisinage de 0, alors il
existe des constantes ag, a1, ...,4, et un intervalle ouvert I centré a |'origine tels que :

Vxel—-{0}, f(x)=ap+mx+..+a,x"+x"e(x), lin(}s(x) =0.

f(x) =ap+ax+ .. +a,x"+ A1 X+ L+ a,x + xe(x),
=ay+mX + ... + X" + X" (@ X F 3, X+ X e(X)),
On pose €1(x) = @y X + ... +a,x" " + x""e(x). Comme n > m et lirr(}s(x) =0, alors lin(}el(x) =0.
X—> X

Cette derniére peut s'écrire :

par suite, f(x) =ap+a1x + ... + @, x" + x"eq(x), lin(}el(x) = 0. Il en résulte, f admet un ( DL,,(0)). m
X

5.2. Opérations algébriques sur les développements limités. On peut additionner, soustraire, multi-
plier des développements limités de méme ordre a condition de ne conserver que les termes de degré plus
petit ou égal a I'ordre commun. La division est également possible, mais sous une forme particuliére : la di-
vision selon les puissances croissantes (au lieu de |'habituelle division euclidienne qui est selon les puissances

décroissantes).
Théoréme .5.1. Soit f et ¢ deux fonctions admettant des développements limités au méme ordre n au
voisinage de zéro.

(1) La somme f + ¢ admet un développement limité d’'ordre n au voisinage de zéro, dont la partie

réguliere est la somme des parties régulieres des développements limités de f et g.
(2) Le produit fg admet un développement limité d'ordre n au voisinage de zéro, dont la partie réguliere
est le produit des parties réguliéres des développements limités de f et g, en gardant que les termes
de degré inférieure ou égal a n.
(3) Si lirr(}g(x) # 0, la division ]_f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de zéro, dont la
X—

partie réguliére s'obtient en faisant la division euclidiénne selon les puissances croissantes a I'ordre

n de la partie réguliére de f par celle de g.

(4) Si g(0) = 0, la fonction composée f o ¢ admet un développement limité ordre n au voisinage de
zéro; sa partie réguliére s'obtient en substituant dans la partie réguliére du développement limité de
f la partie réguliére du développement limité de g et en ne gardant que les puissances de x d’ordre

inférieure ou égale a n.
Démonstration. Comme f et ¢ admetent des développements limités d'ordre n au voisinage de 0, alors il
existe des constantes ag, by, a1, b1, ..., a,,b, et un intervalle ouvert I centré a I'origine tels que :
Vxel-{0}, f(x) =ap+ax+..+a,x" +o0(x") = P,(x) + o(x").
Vxel—{0}, g(x) =by+bix + ... + b,x" + o(x") = Qu(x) + o(x").

Tout d'abord, rappelons que si deux fonctions sont négligeables devant x", alors leur somme, ainsi que leurs

produits par des fonctions bornées sont encore négligeables devant x™. En particulier :

(1) Pour la somme, on a :
FO)+8(x) = (Pu(x) + 0(x") + (Qu(x) + 0(x"))
= Pu(x) + Qu(x) + o(x")

= (ag + bg) + (a1 + by)x + ... + (a, + b,)x" + o(x™).




(2) Pour le produit, on a :
FO)8(0) = (Pu(x) + 0o(x™))(Qulx) + 0(x"))
= P,(x)Qu(x) + 0(x")

= aobo + ([1()[91 + lllbo)x + ...+ (Zakbn_k)x” + O(Xn).
k=0

n

Si on note D, = agby + (aghy +a1bo)x + ... + (Zakbn_k)x” le polynéme formé des termes de degré au
k=0

plus n dans P,,Q,, alors;

P(x)Qu(x) — Dau(x) = o(x").
Donc on a bien : f(x)g(x) = D, (x) + o(x") .
(3) Pour la division, selon les puissances croissantes de P, par Q, a I'ordre 11, on obtient I'existence d'un
polynéme A(x) de degré inférieure ou égale a n tel que :
Py(x) = A(x)Qn(x) + o(x").
Pas suite, comme lirrolg(x) # 0, alors :
f0)_ Pu@) + o)
g(x)  Qu(x) +o(x")
_ AMQ.@) + olx")
Qu(x) + o(x™)
= A(x) + o(x™).

(4) Pour la composition, le raisonnement est analogue par celui du produit. On a :
f(x) o g(x) = Pu(Qu(x)) + o(x")
=ayg+a1(byp +bix + ...+ b,x") + ...+ a,(by + bix + ... + b,x")" + o(x").
Il faut bien prendre garde a la condition g(0) = O et de garder que les puissances de x d'ordre

inférieure ou égale a n quand on substitue.

[
5.3. Intégration d'un développement limité.

Théoréme .5.2. Soit f : [-a,a] — R une fonction intégrable et admettant au voisinage de 0 le dévelop-
pement limité d’ordre n suivant :

fX)=ao+ax+..+a,x" +x"e(x).

Alors la fonction F : x — F(x) = fox f(t) dt admet au voisinage de O le développement limité d’'ordre n + 1
suivant :
n+1

a,
F(x)—a0x+§x + ..+ n+1x +x" ey (x), avec 11m€1(x) 0.

Démonstration. Comme f admet un développement limité d'ordre 1 au voisinage de 0, alors il existe des
constantes ag, 4y, ...,4, et un intervalle ouvert I centré a |'origine tels que :
Vxel—-{0}, f(x) =ap+mt+..+a,t" +1t"ex), lin&e(x) =
xX—
Par suite,
X X

[ f) at f (ag + auf + ... + apt" + t"e(x)) dt.

= fo(ao+a1t+ -+ 2, dt+fO te(b)dt.

[aot + ”“ +ot ”’;ZH ] fo te(t)dt.
=y f te(t)dt.




Il suffit donc de montrer que :

f te(t)dt = o (x").

0
Soit x > 0. Comme 11me(t) = (0, alors la fonction ¢ est bornée et |e(t)| < sup|e(t)], Yt € [0, x]. Par suite,

te[0,x]
" n+1
|f0 t”s(t)dt| fo " e(t) dt < j(; t”sup le(t)| dt = suplé(if)lf0 t"dt = 7 Sup le(t)].
telo t€[0,x] fE[UX]
Comme x # 0, on aura alors,
X
INGEGE
t)|.
) ST 1tiE§1|€( )
Passage a la limite quand x tend vers 0, on obtient :
| IN t”e(t)dt|

x_>0 xn+1

* n _ n+1
fo te(B)dt = o (x").

Il en résulte que :

Ce qui achéve cette démonstration. m

Théoréme .5.3. Si f est dérivable au voisinage de 0 et si f' posséde un développement limité a ['ordre n
au voisinage de 0 donné par :

f(x) =ap+ax+ ...+ a,x" +o(x")
alors f admet un développement limité a I'ordre (n + 1) au voisinage de 0, obtenu en intégrant le dévelop-
pement limité de f'.
n+1 + O(xn+1).

f(x) f(0)+—x ++t —

n+ 1
Démonstration. Posons ¢(x) = f(x) — f(0) — apx — ilxz — mx”“, alors @ est dérivable au voisinage
de 0 et a pour dérivée :
= f'(x) —ap —a1x — ... —a,x" = o(x") = x"¢e(x), lirr(}e(x) =0.
X

La fonction ¢ est continue sur [0,x] et dérivable sur ]0,x[ (x > 0), alors en vertu du théoréme des
accroissements finis on obtient :

30 €]0,1[ tel que: @(x) = @(0) + x¢’(0x) = 0"x"*(0Ox)
Posons ¢1(x) = 0"¢(Ox), on a alors :
le1(x)| = 16"€(Ox)] < [e(Ox)].
Il en résulte que : £i£r(}51(x) 0. D'ou, (x) = x"e1(x) = o(x™*!). m
5.4. Dérivation d'un développement limité.

Théoréme .5.4. Soit f : [-a,a] — R une fonction dérivable et admettant un développement limité
d'ordre n au voisinage de 0. Si sa dérivée f’ admet un admet un développement limité d'ordre n — 1 au
voisinage de 0, alors la partie réguliere du développement limité de f’ est la dérivée de la partie réguliere du
développement limité de f.

Démonstration. Comme f admet un développement limité d'ordre n au voisinage de 0, alors il existe un
polynéme P,(x) de degré < n et un intervalle ouvert I centré a l'origine tels que :

VxelI—-{0}, f(x)=Pu(x)+x"e(x), lii]%e(x) =

Yxel-{0}, f'(x) = Qua(¥) +x"e1(v), &i{)r(}&(x) =0




Comme f” est intégrable sur [—a, a], alors d'apres le théoréme 5.2, P, est une primitive de Q,_1, donc Q, 4
est la dérivée de P,,. D'ou :
/(%) = P(x) + x"en(x), lin(}ez(x) =0.
X—
L unicité du développement limité permet de conclure que P}, (x) = Q,—1(x). Ce qui achéve cette démonstra-
tion. m

6. Développement limité au voisinage d'un point x,

Définition .6.1. Soit f une fonction défine au voisinage d’un point x,, sauf peut-étre en xy. On dit que f
admet un développement limité d'ordre n au voisinage de x, si la fonction X +— F(X) = f(xo + X) admet
un admet un développement limité d'ordre n au voisinage de 0. On aura alors :

F(X) = f(xo+ X) = ap + ;X + @, X* + ... + 2, X" + o(X").

En posons x = xo + X, on obtient alors : f(x) = ap + a1(x — xo) + ... + a,(x — x0)" + o(x — xp)".
Donc, on se raméne du voisinage du point xo a celui de 0.

7. Développement limité au voisinage de I'infini

Définition .7.1. Une fonction f définie au voisinage de +oo admet un développement limité d’ordre n au

voisinage de +oo si la fonction t — F(t) = f (;) admet un développement limité d’ordre n au voisinage de
0. On a alors : ,
f(?) = ay+ at + @t + ...+ at" + o(t").
1 . ay ay 1
En posons x = T on obtle.ni..‘ alors : f(x) = ay + = + ...+ o + O(E)
Donc, on se raméne du voisinage du +oo a celui de 0.

8. Développement limité généralisé

Définition .8.1. Soit f une fonction défine au voisinage d'un point 0, sauf peut-étre en 0. On suppose que
f n'admet pas de développement limité au voisinage de 0 mais la fonction x — x“f(x) (o € R}) admet
un admet un développement limité d'ordre n au voisinage de 0. On peut alors écrire au voisinage de 0 et
pourx #0 :

X f(x) = ag + arx + ax* + ... + a,x" + o(x").

D’ou, le développement limité généralisé de f au voisinage de O est :

1
flx) = —a[ao +aX + X + .+ 2, X"+ o(x”)].
x

3
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