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Examen de Rattrapage d’Analyse 1

Exercice 1. (04 pts) On considére la fonction f : R — R, définie par :
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1) Etudier la continuité et la dém’vabiliti de f sur R.
2) La fonction f est-elle de classe C* sur R 7 Justifier.

Exercice 2. (06 pts) Soit la fonction }' définie par
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1) On pose g(z) = e't¥"% —e.

Calculer le développement limité a 'ordre 3 au uoasma,gc de = = 0 de la fonction g.

2) Calculer hmf (z).

3) Soit h le pmfwgemsm par continuité de f en z = 0. Montrer que h est dérivable av point

z = 0.
Exercice 3. (06 pts) Soit (tn),cn un% suite définie par
| mn
1
Up =) —7=-
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1) En utilisant le théoréme des accroissements finis, monirer que

<2(\/n—+—‘—\/‘)<T ¥n € N”.
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2) Montrer que i
Up > 2Vn+1—2,Yn € N*.

3) Déduire la limite de (Un),ene -
4) On pose vp = un — 24/7.
4-a) Montrer que la suite (Un),cn. €St pnonotone.

Y

4-b) Déduire que la suite (Un),cne €5¢ conwvergente.

Exercice 4. (04 pts) Soit f : [0, +00] — R continue, positive et telle que

T—stoo T

Montrer qu'il existe v € |0, +o0[ tel que [ (a) = c.

Bon courage
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Solution .1 1) La continuité et la déﬁvabilﬂté de [ sur R,
a) La continuité de f sur R
1-a) Sur |—00,1[, la fonction f est continue (produit de deux fonctions continues) | 0 ;2!

2-a) Sur]1,+o0|, la fonction f est continue (somme et rapport de deux fom?‘mnc continues) | < «{)

5-a) La continuité de f enz = 1. On q ' (
‘\D’(* In N )
hm f () = lim cos® (7z) = 1 =7f(1) etlimf (z) = lim (1 + —E) = 1= f(1),
251 a1 Py 51 x

donc f est continue en x = 1. D’oi f est contmue sur R.
M b) La dérivabilité de f sur R |
h}Q 1-b) Sur |—o00,1[, la fonction f est dérivable (pm‘du# de deuz fonctions dérivables)
O A 2-b) Sur |1, +o0|, la fam‘fmn [ est dérivable (somme et rapport de deuz fonctions dérivables)
3-b) La dériwvabilité de f enz=1. On a

cos? (mz) — 1 ‘ . —2mcos (mx) sin (7z)
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donc f n’estlpas dérivable en x =1. D’od f est dérivable sur |—oc, 1[U]1, +oo.

2) La fonction f n’est pas de classe C* (R), car elle n'est pas dérivable en = = 1. {\y

Solution .2 1) Montrons que
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Posons f(x) = \/x. En appliquant le théoréme des accroissements finis sur [n, n+1], ou

n € N*, on obtient

Scelnn+1, f(n+1)~ f(n) = £(0), :f)



ou encore

de € jnon+ 1. vVn+1-n
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2) Montrons que ‘
Un > 2Vn+1 -2 Yn e N*.
On a
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8) Im wu, = +o0 (cur Up > 2¢/n+1—-2.Yn e N* et lim (2v/n+1- 2) = +oc|) . ) "'i

4) On pose v, = u, — 2/n. | \
a) Montrons que la suite (v,), . est monotone . On a A

’UTH—II U= u"+1 —2vn+1—u,+ 2\/_ UTH—! == L’m.) -2 (\/w B ﬁ) ( ,/1\;)
= g o 0. \ !
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D’ow la suite (vy), on. est strictement décroissante. .
. . [ £
b) Montrons que (), . est minorée. On a : (
‘ \uﬁ_\
tn > 2N+ 12 = 4y — /A > 2 (\/w, e g8 \/H) —2> - 2=% 4, > -2 VneN.
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(1:ﬁ,)nem* est strictement décroissante et minorée donc elle converge. 3/ -(’j)

Solution .3
1) Le Dls (o) de g otr g(z) = eltsine _ ¢, |
On a e'*®m? — ¢ = ¢ (sin® — 1) , on cherche le Dl;% (0) de e — 1. On a
‘ 3
+ % o(y®) et sinx =z e 4 (z%)
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done
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8) Montrons que h est dérivable au point x =0
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Solution .4 Montrons qu’il existe o € [0,+00] tel que f (a) = a.
On a f(z) >0, Yz € R*, donc f(0) >0, on distingue deug cas
I°" cas si f(0) =0, alors a = 0 convient )
2™ cas si f(0)
intermédiaires. =T
{.’ \ '.I
a) La fonction g est définie et continue sur |0, +o0]. [ B \ .
b) Puisque f(0) > 0, par opérations sur les limites, on a : /
lim f(z) |
. - Y J(0) |
lim g(z) = 1 = - = 400, !
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¢) De plus on a : lim g(z)=1<1.
Draprés le T.V. I, puisque g est continue et qu’elle prend des valeurs inférieures et Supérieures
a 1, donc il existe a € ]0,4-00|, tel que g(a) = 1, dlors f (a) = a. D’ot il eziste a € [0, +o0]

tel que f (a) = a.
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