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IL est consei,llé d,e li,re l',intégrali,té du sujet aaant d,e ,commencer ù répond,re.

Exercice L, (06 pts)

On cons,i,ilère la suite (r,,),".* défini,e par :

f uo: o'

I"*' : \/fr;+3, vrz € N'

1) Montrer que: Vn € N, 0 < un 13.
2) Montrer que (u")n * est monotone.

3) En d,êdu'ire que (unln.* est conuergente et déterrniner sa li,mi,te.

Exercice 2. (07 pts)

Soi,t f une foncti,on d,éfi,n'i,e pur :

I (*\ -

si, r 1Q,

sin>0.

1) Etud,ier Ia conti,nu'ité de f szr R.

2) Etudier la dériuabi,ti,té d,e / sar lR.

3) La foncti,on f est-elle d,e classe Cl(lR)?

Exercice 3, Q7 pts)

Soi,t {u,)n s+ r/rùe sui,te défi,n'ie po,r
'"1\-1 r

"": kr/r'
1) En utilisant le t\téorème d,es accroi,ssements fini,s, montrer que

#<z('/"+r -,/") . h, vn, € N*.

2) Montrer que

un>Zt/n+l-2,Vn€N*.
3) Déd,ui,re Ia \imi,te de (u,,),,.*. .

il O" pose an: un - 2\fr,.

l-a) Montrer que la sui,te (o",)rr.N- est monotone.

4t-b) Déduire que la sui,te (ur,.),,ex. est conuergente.
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Solution 1.

1) On rai,sonne par récurrence.

Pour n: 0, 0 ( ?/0 : 0 ( 3, Ia propri,été est urai,e .

Supposons que 0 I un 13 et on montre que e l un+r /-3. On a

0 1 un( $ ===:y 3 I 2u,+3 < 9 + t/Z S r/W+Z( 3 =+ 0 < \/J( u,,+r ( B.

D'oùVn€N,0<-u,,<-3.
2) La su'i,te est une suite ré.currente. On a

un4.t: f fuà et f (10,31) c i0, 3), où f @) : ,/fu + J.

L'étud,e de Ia monotoni,e de la sui,te (un) reui,ent à, celle d,e Ia foncti,on f . Comme f est

cro,issante szr [0,3] 
/ î' / \ 1

sui,te(un)n* esr "r"'::::r".:lùn+3>0' 

vr€ [0'3]) etf (us)-1tr0:'/3>-0' d'oncta

3) La sui,te(un)n * esf cro'i,ssante, majoréeparB, d,onc elle conaerge. posons 
r\y;u^:t.

Ona

uni! : f (u*)+,g1-r,*, :,I?." f fu*)== f (,I1; u*) *, : r(r

I : f (l) <+ t : \/rI + J ê 12 : 2t + it # P - 2t _ J : 0.

Cette demi,ère équati,on eIIe admet deun soluti,ons \ - -1 et Ir: g,

d,onc I : 3 ( ro, un) 0*,,gp*r, 
= 
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Sc,lution 2.

La foncti,on f est définie sur R..

1) Etude de Ia conti,nui,tê de / sar IR.

1-a) Sur l'i'nterualle ]-*, 01, La fonction f est conti,nue ( car rapport, d,e d,eur fonctions
conti,nues)

1-b) sur l''interualle ]0, +oo[, La fonctr,on f est conti,n,ue, ( car f est un polynôme).
1-c) La conti,nui,té, de f en 0. On a

lim/(r) :1i-""-1 :0: f (0) etlim/(r) :q**:0:/(0) .
r50" " *So€**I x4o ' ;102 -"-J\

donclrryf (") : /(0). Alors f est conti,nue en\. D',0ùIafoncti,on f est conti,nue
2) Etud,e d,e la déri,uabi.Ii,té. de f sur R

2-a) Sur l',interualle ]--,01, La foncti,on f est d,éri,uable

dé,ri,uables)

( car rapport d,e deur foncti,ons

2-b) Sur I',interualle ]0, +oo[, La foncti,on f est d,éri,uable, ( car f est un
2-c) La déri,uabi,li,té d,e f en\. On a

(9

@
szr IR.

et

fl(o):,,*/(") -/(o) _,,^r _L
't d\w) - ràt t 

: 
Ï.,90*: ,'

Lafoncti,on f est dériuable en\. D'où f est dériuable surR.
3) La foncti,on f est-elle de classe C|(lR)? On a

si, r 10

3-a) On a ft est conti,nue szr IR*

sur 10,*ool est constante).

(car sur ]--, 01, rapport d,e d,eua foncti,onsgmti

3-b) La continui,té d,e ft en 0. On a

lim.f'(a) : lim- 2e' L n''

'50 "so 
(æ + rP 

: t: /' (o)

et

Iimf'("):1:,ào-\, z /'(o),aoncl5f'(,) :/'(o) .

Alors f' est conti,nue en 0. D'où f est de classe Ct (R) .
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#<z(h+r-,/"). h, vn € N*

Posons T @) : /A !4nli,quant Ie théorèm,e d,es accroi,ssements fi,ni,s sur ln,n€N*,onobti'ent6,5) 
" ,, r.,,{\ û,\ (\2" €ln,n + Il, f (n -F 1) - J, @) : f, ("), \

n*7), où

8)
ou encoTe

Ona

donc

D'où

2) Montrons que

Ona

1c eln,n + LI, .r/n + L -,,/n: +.z\/ô'

111
,ffi,t 26. z6
1-1-----;- < t/n+ 1 - t/n < ;-T2t/I * n z\/n

1t-\1
- /- <2lt/n+1- ,Æl <-:=, Vn €N*.t/L*n \ / ,/n'

u* > 2Jn +1 - 2,Vn € N*.

-/ 

- 
-\ 1

2 (,/ETI -,fù . ft, vk e N* * rp_,@ *T - {r) . F'h :,trn, o" . *;4)
.2\ÆT1- 2l < u,,, Vn € N* (:)

a) Montrons que la sui,te (r",)r,.*. est monotone . On ,n

:;6*-z(t/n+T-tfr')'o'

D'où Ia sui,te (un),"6ry* €,et strictement ilécroi,ssante.

b) Montrons que (ur,)rrex. est mi,norée. On a

un > 2t/1 +1 - ) 1 u* - 21/n > 2 (r/n + L - fr',1 - 2 > -) a u, > N€ N*.

(o,")r,.s. est strictement d,écroi,ssante et mi,norée d,onc elle conuerge. / 4 \" t\)v
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