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Chapitre 1

Formalisme mathématique de la

mécanique quantique

1.1 Espace des fonctions d’ondes

1.1.1 Introduction

On sait que les fonction d’onde 9 (7, t) décrivant un systéme physique quelconque sont

solutions de I’équation de Schrodinger dépendante du temps :

ihawé? b _ Hy (7,t)
h2
= — oM (P ) + V(7L 1) 0 (7.1) (1.1)

1. Le fait que ’équation (1.1) est linéaire implique que si 1y (7,t) et o (7, t) sont des
solutions de (1.1), alors

)y + By

est aussi solution de (1.1), ou v et 3 sont des nombres complexes. C’est le principe de



superposition qui nous permet de construire un espace vectoriel.

2. L’interpretation de 1 (7, t) comme étant une amplitude de probabilité implique la condi-

tion de normalisation
/ V(T ) (7 t) dPr = / [ (7, t)]* d>r  est convergente
tout l'espace tout l'espace

cette condition va nous permettre de doter notre espace vectoriel d’un produit scalaire.

1.1.2 Définition
On appelle ensemble de fonctions de carré sommable, les fonctions 1 (7, t) dont I'intégrale
/ [ (7, 1)) d®r  est convergente

tout l'espace

cet ensemble de fonctions est noté L2, il a la structure d’un espace de Hllbert ( espace
vectoriel).

En mécanique quantique, on utilise des fonctions qui sont définies et continues et indéfi-
niment dérivable. De ce fait, on ne va s’intéresser qu’aux fonctions d’ondes appartenant a un
sous-espace de L2, qu’on va noter F' et pour lequel les fonctions d’ondes sont partout définies

et continues et indéfiniment dérivable.

1.1.3 Structure de ’espace F' des fonctions d’ondes
F' est un espace vectoriel

F est un espace vectoriel défini sur le corps des complexes C :

sipy € Fetipg€ F= a1+ Y€ Fouaet3eC



Produit scalaire

F' est munit d’'un produit scalaire qui est défini comme suit :

Le produit scalaire des fonctions ¢ et ¢ dans cet ordre est défini de F' x ' — C par :

(0, 1) = / o (7 1) (7, 1) dPr (1.2)

Propriétés : La relation (1.2) définit un produit scalaire si elle vérifie les propriétés

suivantes :

L (0,0) = (¥,9)".
2. Linéarité : (o, M1 + Aathe) = A1 (9, ¥1) + A2 (@, ¥2) .
3. Antilinéarité : (A1 + Moo, ¢) =\ (p1,9) + A5 (802, w) .

Le produit scalaire nous permet de correspondre & chaque fonction d’onde ) une norme
[0 -
ol = @) = [vr EovEoer= [lwEores (13)

Le nombre (1), 1) est réel et positif, il est nul si ¥ (7) est nulle.

Si le produit scalaire (p, 1) = 0, on dit que les fonctions ¢ et 1 sont orthogonales.

Inégalité de Schwartz

(0, V)] <V (0,0) (¥,9) (1.4)



1.1.4 Base discréte orthonormée dans F'
Définition

Soit un ensemble de fonctions {u; ()}, 7 =1,2,3, .... qui appartiennent & F'. Cet ensemble

est dit orthonormé si :
Vij:  (unw) = /u (7w, (7) dr = 8, (1.5)
ol J;; est le symbole de Kronecker :

0 sii#j

1 sii=j

(Sij =

L’ensemble {u; ()}, i = 1,2, 3, ....constitu une base dans F' si toute fonction v (') de F

peut se developper d’une facon unique sur cet ensemble :
Y (7) = cui (7) (1.6)

ol ¢; est un complexe, il représente la composante de 1 (7) suivant u; (7).

La composante ¢; est défini par :

Ci = (Uz',@/))

Vérification : (u;,v) = (ui, chuj) => ¢ (u,uj) =Y ¢jbiy = ¢
J J J

On dit que {¢;}, i = 1,2, 3, ....représentent les composant de 1 () dans la base {u; (7)} .



Expression du produit scalaire

Soit ¢ () et 1 () deux fonctions quelconques de F avec :

p (7) = 22 biwi
V() = ;Czul

alors

(p,9) = (Z bjuy, Z Cﬂu)
= Z b; Z C; (Uj, Ul>

i

=20 > iy
J

7

_ *

= b
J

= b;Cl + b;CQ + b§63 + ...

(0 0) = Y bic,

Ainsi la norme de v sera donnée par

[0 = (v, %)

=D ¢
j

2

= el
j

lol* = 22 lesl”

J




Relation de fermeture

soit une base {u; ()} de F', on peut écrire une fonction quelconque v (7') comme suit :

avec
F (7 F) =Y up () u; (7)
En utilisant la définition de la fonction 0 (7 — 7") de Dirac :

Par identification, on obtient :

Suf (M (M) =6 —1") Relation de fermeture




D’une maniére réciproque, tout ensemble orthonormé {u; (r)} vérifiant la relation de

fermeture, alors cette ensemble constitue une base :

1.1.5 Base continue dans F' : base n’appartenant pas a I

En mécanique quantique, en utilise parfois des bases & indice continu dans F', les fonc-
tions constituant cette base ne sont pas de carré sommable (elles n’appartiennet pas a F').

Cependant, on peut developper toutes fonctions ¢ (7*) de F' sur ces bases.

Exemple de la base des ondes planes

On se restreint aux cas unidimensionnel. Soit ¢ (z) une fonction d’onde de F, en utilisant

1 définition de la transformée de Fourrier :

o)== [ iy e

\/ﬁ

+oo
n o 1 —ipx/h
5 (p) = ﬁ/ dzp () ¢

Soit v, (z) = \/217nelm/ " qui représente une onde plane. Evidemment, cette fonction n’ap-

10



partient pas & F' car elle n’est pas de carré sommable :

On a alors :

On voit bien dans (1.7) que ¢ (z) se développe dans la base {v, (z)} ou p est un indice continu

/ dz v, (z)]*  diverge
v@ = [ doi By ()

qui prend toutes les valeurs réelles possibles de —oo a +o0.

On va présenter ’analogie entre une base discréte et une base continue :

base discréte {u; (x)} base continue {v, (z)}

v =Tau@) - v@)= ] e e

- D
+o0o
— _f dp
— 4 (p)
— vy ()

— La composante 1 (p) < (vp, ¢ (x)). Verification :

+o0

<%wm:/mgmww
—+OO x—l e/ (x
__/d% e

=1 (p) la relation est vérifiée

11



- Norme (4,9) 2 [ dp| )"

“+00 “+oo “+o00
% formule de Parseval - 2
W)= [ dogi= [ defof LR [ )
+00 2
— La relation de fermeture [ dpv, (z) v} (¢') = 6 (x — 2)
—+00 1 “+o00
[ @y @) = 5 [ dperen
=0 (x—1a)

— La relation d’orthonormalisation :

le produit scalaire entre deux fonctions de la base :

Ce type d’orthonormalisation est dit : orthonormalisation au sens de Dirac.

Exemple de la base des fonctions § de Dirac

Soit ’ensemble des fonctions : {&z (7)} tel que & (7) = 6 (" — 7o), la base {&7, (7)} re-
présente ensemble des fonctions 0 centrées aux points 7 (o, Yo, 20). Les fonctions &z, (7) ne

sont pas de carré sommable : & (7) ¢ F.

12



Pour toute fonction 1 (7) € F', on peut écrire :

Y (F) = / d*rov (7) 0 (7 — )
¥ (7o) — la composante

d (7 — ) — une fonction de la base

— la base {&, ()} est réelle :

0 () = [ et ()6 ()
et

0 () = (0) = [ Pty ()0 ()
~ [ g, 0 )

— &, (7) = & (F) = &, () est réclle
— Analogie avec une base discréte :

base discrete {uw; ()} base continue {&z (7)}

(1) = 3 ciui (7) — () = [ d®ro (75) &, (7)

1 — Ty
Z — fd3T0
C; — (F0>
U (F) - 5770 (7?) =0 (F_ FO)

13



— Le produit scalaire :

base discreéte : ¢ = Z biu; (7)), Y = Z ciui (1) — (p,0) = Z bic;

=0 (7:6 - 40)
— La relation de fermeture :
[ o (96, () = [ s (7= )57 = 7o)
=0 (F—7")

Généralisation a une base continue quelconque W, (7)

Définition On appelle base orthonormée continue, un ensemble de fonction {W,, (7)} avec
o un indice continu et ou :
— (Wo, Wy) = [PrWE (F) Wy (F) =6 (o — /) — relation d’orthonormalisation.

— [daW: (P) W, (F) =6 (F—7) — relation de fermeture.

14



— soit v (7) une fonction de F' :

ou

¢ () est la composante de ¢ suivant W,

Produit scalaire Soit deux fonctions ¢ 1 de F':

o (7) = / daib (0) Wi (7)
B () = / dac (o) W (7)

],
w
S
1
—
Y
Q
h
2
<
*
G
| IS |
1
—
<y
Q\
o
Q\
<
e



(p.0) = [ dab (@) (a)

Ainsi la norme sera donnée :

wwo:/dawmw
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1.2 Espace des états - Notation de Dirac

1.2.1 Introduction

Dans ce qui suit, nous allons présenter la notation de Dirac de la mécanique quantique
(notation Bra-Ket). Cette notation a été introduite dans le but de faciliter I'écriture et la
manipulation des équations de la mécanique quantique. Essentiellement, elle met en valeur le
caractére vectoriel des objets mathématiques qui sont sensés représenter les états quantiques

d’un systéme physique.

1.2.2 Espace des états £
Définition

Nous avons vu que 1’état d’une particule est décrit par une fonction d’onde 1 de F'. On
construit ’espace des états, qu’on notera &, isomorphe a ’espace F' des fonctions d’onde tel

qu’a toute fonction ¢ de F' correspond un vecteur d’état de £. La structure de £ est celle

d’un espace vectoriel définit sur le corps des complexes.

Vecteur d’état

Un élement de l'espace des état £ est appellé vecteur d’état ou vecteur Ket ou tout
simplement ket, il est noté |¢), la lettre 1) reppele a quelle fonction d’onde est associé le ket

|1}, on écrit :

p(r)eF—ly) ek

L’espace £ est un espace vectoriel sur le corps de complexes C :

LY [),lp)eE=Y)+|p) €€

17



et
) + @) = o) + [9)

1X) + (1) +le)) = (Ix) + [¥) + [»)
= |x) +[¥) + o)

2. 34 un ket nul, noté 0

3. V |[¢) € €, 3 un ket opposé (inverse) |—1)) tel que :

)+ 1=¢) = =) + ) =0

4. Ypu,v € C,V [9),|p) € € :

= p([¥) + o)) = ple) + ple)
= (ptv) ) = pl) + v )
= () [¢) = p(v )

- 1) =)

1.2.3 Produit scalaire

On peut munir l’espace des états £ d’un produit scalaire : & tout couple de kets (|p) , [1))

dans cet ordre, on associe un nombre complexe qui est le produit scalaire, on note le produit

sacaire (|¢) , 1)) :
[p) et ) €E ——=(lp),[¥) € C

Propriétés :

L (le), [¥)) = (1¥) , [0))”
2. (le), 1)) = p(le) , [¥))

18



3. (ule) s 1)) = w (I}, [9))
4. () s ([th1) + [12))) = (I} s [91) + (l0) ; [32))

Ce produit scalaire nous permet de définir une norme pour chaque ket |¢) :

I =V (), |¥)) et (J), ) est un nombre positif, il est nul lorsque |1)) est nul

On dit que deux kets |¢1) et [1h2) sont orthogonaux, si leur produit scalaire est nul :

(|¢1> ) |?/12>) =0.

1.2.4 Vecteur Bra et espace dual £*

L’espace dual £* de 'espace des états £ est I'espace des formes linéaires qui associent a

tout vecteur ket |¢)) de £ un nombre complexe :

fe&: & — C

) = f(¥)

Le produit scalaire qu’on vient de définir dans £ nous permet d’associer a tout ket |1))

une forme linéaire A, de £ tel que :

Ape&: & —C

o) = A (le)) = (197, 19))

on appelle un élement A, quelconque de £* un Bra et on va le noter (¢|.
Ainsi :
— A tout ket |¢)) de &, on associe un bra (| de £*.

— Le produit scalaire (|¢) ,|¢)) de |¢) et |p) dans cet ordre sera noter dorénavant (i |p) .

19



— Lanorme de [¢) sera : [[|)[| = /(¢ [¢).

— L’espace £* est un espace vectoriel sur le corps des complexes.

— La correspondance Ket - Bra est antilinéaire :

) — (]
AL [th1) + Az [ha) = AT (1] + A5 (o]

1.2.5 Les opérateur linéaire
Définition dans F

Un opérateur linéaire A est un étre mathématique qui associe a toute fonction ¢ (7)de F

une autre fonction ¢ (7) de F':

Cette correspondance est linéaire :
A (Mt () + Ao (7)) = M Adr (F) + A A, (7)

Exemple :
1. L’opérateur dérivation par rapprot a x qu’on va noter D, = a% :
O (2,y,2)
Dot (2, y, 2) = 2D )
v (z,y,2) Ee

2. L’opérateur multiplication par z qu’on va noter X :

Xt (z,y,2) =2 (1,9, 2)

20



Définition dans &€

De la méme facon, un opérateur linéaire A qui agit dans £ fait correpondre a chaque ket

|1)) un autre ket |p) :

Al) = |p)

Cette correpspondance est linéaire :

A Y1) + Az [12)) = MA 1) + Ao A1)

On appelle élément de matrice de opérateur A entre les kets |p) et |¢) le produit scalaire
(p] A |¢) qui est un nombre complexe.

On appelle 'opérateur unité et on le note 1 tel que VA : A1 =14 = A.

Produit d’opérateur

Le produit de deux opérateurs A et B est aussi un opérateur :

(AB) ) = A(B )

c’est & dire

(AB) |¢) = On fait agir B sur |¢) puis on fait agir A dans cet ordre.

En général, le produit d’opérateurs n’est pas commutatif, c’est a dire AB # BA. On définit

le commutateur de A et B, qu’on note [A, B| par

[A,B] = AB — BA

21



Le commutateur [A, B] est un opérateur qui nous informe sur la commutativié ou la non
commutativité du produit d’opérateurs AB :

— Si [A,B] =0 on dit que les opérateurs A et B commutent.

— Si[A, B] #0 on dit que les opérateurs A et B ne commutent pas.

Exemple important : Le commutateur [X, P,]

On a déja vu que la projection de I'implusion P sur laxe x, notée P, est représentée dans

I’espace F' par I'opérateur —iha% :

0
P, = —ith— = —ihD
. zham thD,

Calculons le commutateur [ X, P,|, on doit le faire agir sur une fonction d’onde quelconque

¥ (z) -

[X7Pa:]¢(x> - (XP:C _PxX>¢(x)

(3 (%) o)

(v aw)
B m(xc‘?x Oz >

(00 0n

= ih ()

—[[X,P,] =i

Propriétés des commutateurs : A, B C trois opérateurs linéaires.

1. [A,B] = — B, Al.

22



2. [A,(B+C)] = [A,B] +[A,C]
3. [A,BC] = [A,B|C + B|A,C]

4. [A,[B,C||+[C,[A,B]] +[A,[B,C]] =0

Projecteurs

On sait que le produit scalaire (|p) , [1))) = (¢ 1)) est un nombre complexe. Quelle est la
nature de 'objet mathématique |¢) (p|?

(1) (el) ) = [9) (e Ix) = (2 Ix) [¥) = [9") =={[¥) (| est un opérateur |

Quelques Propriétés : Soit A € C :

L) A= Aly).
2. (YIA= (Y.
3. ([ A ) = Ap ) = (¢ |¥) A

Soit un ket 1) normé <= (¢ [¢) = 1.

Soit 'opérateur Py, = |¢) (|, appliquons P, sur un ket quelconque |p) :

= Py lo) = ([9) (WD [0) = [¥) @ l9) = (& le) [9)

= P, |¢) est proportionnel & [¢) et le facteur de proportionnalité est le produit scalaire (¢ |p)

Par analogie avec la géométrie dans I’espace ordinaire, I’action de P, sur un ket quelconque
|¢) se résume a la projection de ce ket (|¢)) sur le ket |¢) . Donc Py, = [¢) (¢| est I'opérateur
projecteur sur le ket |¢).

Calculons

Py = (1v) (W) (1) (¥1) = [¥) (W 1) (W] = [¥) (¥] = Py

1

23



:>P£:P¢

Conjugaison hermétique

Opérateur adjoint soit un |¢)) ket quelconque de &, on fait correspondre a chaque [¢)) un

bra (| de £*. Soit A un opérateur lineaire qui agit dans £ tel que :

E-E"

[¥)— (¥

Al) = |¢')

[9") = (']

On associe a 'opérateur A qui agit dans £, un opérateur qui agit dans £*, qu’on appelle

opérateur adjoint (conjugué), qu’on note A™ de sorte que :

Al) = [¢) = (@] = (¥ A7

Remarque importante : 'action de A" sur (¢| s’écrit ()| AT, non A™ (¢

Relation importante :

(W[ (Ale)) = (W] Alp)
= (Iv), Ale))
= (Alg), [¥))"
= (({(014%) )"

(el A o)

24



(VI Alp) = (el AT [y)

Quelques Propriétés (a démontrer) :Soit A € C :

1. (AN = A

2. (ANA)T =\ A*,

3. (AH)" = AT+ Bt
4. (AB)" = BTA*.

Exemple : Popérateur adjoint de |¢) (o] :

Ol (19) (el) @) = (x [v) (@ 1o)
= (¥ ]x)" (d]0)"
= (ole)” (W Ix)"
= ((@]e) (W 1x))"
(0] (le) (¥ Ix)

Mais par définition (x| (%) (¢]) [#) = (¢] (|¥) (e])™ 1x)"
= (1¥) (e])” = (o) (&)

On dit qu’un opérateur linéaire A est hermétique s’il est identique a son opérateur adjoint
At

A hermétique : A = A"

Exemple : d’opérateur hermétique le projecteur P, = [¢) (¢|

P =(19) (W) =) (W] =Py

P} = P, = P, est hermétique

25



Conjugaision hermétique : Dans la notation de Dirac 4 types d’objets mathématiques :

1. Le nombre complexe A : son conjugué hermétique est \* qui le conjugué complexe.
2. Le ket [¢)) : son conjugué hermétique est le bra (1| .
3. Le bra (y| : son conjugué hermétique est le ket |¢) .

4. L’opérateur A : son conjugué hermétique est 'opérateur adjoint A™.

Pour obtenir le conjugué hermétique d’une expression quelconque, on doit :

— Remplacer :

1. Les nombres complexes (les constantes) par leurs conjugué complexe.
2. Les kets par leurs bras associés.
3. Les bras par leurs kets associés.

4. Les opérateurs par leurs adjoints.

— Inverser l'ordre des facteurs, la position des nombres complexes n’est pas importante.

Exemple :

(AT A L) (el Bl@))" = X" (6] BT ) (V] AT [x)

Fonction d’un opérateur

Soit A un opérateur linéaire, n € N*.

On définit 'opérateur A™ qui correspond & n applications succéssives de A.

On définit 'opérateur inverse A~! tel que : A7'A = AA™! =1 (opérateur identité).

Soit F'(z) une fonction de la variable z, si dans un certain domaine F' se développe en

série entiére de z :

F(z)= i a, 2"
n=0

26



alors on peut définir la fonction F' (A) comme un opérateur donnée par :

F(A) =) a,A"
n=0
Exemple :
IZ > _n A2
=1 e =) = A1+ A+ 4+ ... =
e =1+z+o+ ;n!:m + A+ +

On peut définir la dérivée d’'un opérateur :

dA . A(t+ At) = A(t)

dt Al}tlilo At

avec

d(A+B) dA dB

dt o dt + dt
d(AB) dA dB
T e Yo
d a T

Opérateur unitaire

Un opérateur U est dit unitaire, si son adjoint est égale & son inverse :

Ult=U"etUTU=UU" =1

27



Soit

WI1> =U W1>

et

[¥5) = U Jba) — (W] = (2| U

= (o] Y)) = (Yo UTU [th1) = (o] 1 |1h1) = (32| Y1)

On dit que 'action d’un opérateur unitaire conserve le produit scalaire.

1.2.6 Représentation dans ’espace des états &

Le choix d’une représentation de ’espace des états £ est tout simplement le choix d’une
base orthonormée de 'espace des états avec laquelle on exprimera les kets les bras et les

opérateurs.

Base orthonormée dans £

Relation d’orthonormalisation Un ensemble de kets discret {|U;)} ou continu {|W,)}

est dit orthonormé si :
1. Vi, j: (U;|U;) = 6;; (ensemble discret).

2. Vo, : (Wy|Ws) =6 (o — ) (ensemble continu).

28



Base l’ensemble orthonormé {|U;)} ou {|W,)} constitu une base dans &, si tout ket [))

peut s’écrire de facon unique :

W) = Zci Ui) — ¢ = (Uil ¢)

%

ou

) = / doe () [Wa) — ¢ () = (Wa| 4)

on a

Remarque : Les ket |W,,) ¢ € mais les kets de £ peuvent se développer suivant {|W,)} .
Relation de fermeture
Base discréte
) = Z ¢i |Us)
= Z (Uil ) |U)
=3 10 i)

= (ZW» w) )

i
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Base continue

) = / doc (0) [W,)
- / dov (W] ) |W,)
- / dov |Wa) (Wl 1)

= ([ datwaovil) o

— [da|W,) (W,] =1

Représentation des kets

Base discréte : {|U;)}

Le ket |1)) est représenté par une matrice colonne :

C1 (U] ¥)

C2 (Us| ¥)
y=1 i | = :

Ci (Uil ¥)

Base continue : {|IW,)}

[¥) = [ dac(a) [Wa) — c(a) = (Wa| 1)

30



Le ket |1)) est représenté par une matrice colonne :

V) = c(a)

Représentation des bras

Base discréte : {|U;)}
W= (11 =12 U Uil = 2 (U (Ul = 2 AU )" (Uil = 2 (Uil e}

% % 7

Le bra (1| est représenté par une matrice ligne :

W= (a1, e o6, ) = (@0, @1U2) -, (DI Ui,

Base continue : {|IV,)}
(¥l = [ dac™ (o) (Wal = " (a) = (| Wa)

Le bra (1| est représenté par une matrice ligne :

Représentation des opérateurs

Base discréte : {|U;)}

31



A=1A1
= (Z U <Uz-|) A (Z 1U;) <Uj|>
—Z|U Uil A|U;) (U]
— ZA U3 (U

avec A;; = (U;] A|U;) — élement de matrice de A

L’opérateur A est représenté par une matrice carré :

All A12 A13
A — A21 A22 A23
A31 A32 A33

Base continue : {|IW,)}

L’élement de matrice de A — A (o, ') = (W,| A|Wy)

L’opérateur A est représenté par une matrice carré :

Représentation de 'opérateur adjoint A" :
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L’opérateur adjoint A" est aussi représenté par une matrice carré. Comment calculer ses
élements de matrices ?

Base discete : (A™),; = (Uil AT |U;) = (U] A|Uy)" = A3

Base continue : AT (o, a') = [A (o, )]"

Donc les matrices représentant A et AT sont hermétiques conjuguées I'une de lautre.

Trace d’un opérateur A :

Dans une base discréte, la trace d’un opérateur A est définit par

Tr(A) =) (U] A|U)

7

= La somme des éléments diagonaux

Dans une base continue
Tr(A) = /da (Wl A W)
Exemple de représentations continue dans £

Les représentation {|7)} et {|p)} : Dans l'espace des fonctions d’ondes F' nous avons

introduit duex bases continues qui n’appartenaient pas a F' et qui sont :

& (7) = 8 (7 — 7o)
v (F) = —g P/

(27h)2

nous allons faire correspondre a chacune de ces bases dans F', des bases dans & :

{&r (M} = {l70) }
{vg (M)} — {1po) }
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Relations d’orthonormalisation et de fermeture :

Relation d’orthonormalisation :

(2mh)°
= 0 (P — Po)

Relation de fermeture :

/dfo 7o) (To] = 1
/ i |fo) (7] = 1

Composante d’un ket :

Dans la base {|7)} :

Calculons
(Pl ) = (170) , [9)) = / dts, (7)1 (7) = 1 ()

Dans la base {|py)} :
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Calculons

0| 1) = (|p = [ dres (v () = — e~ o My (i
1) = () 1) = [ @, 0051 = = [arem o9
=5 (7

Ainsi : la valeur 1 (1) de la fonction d’onde 1 (7) au point 7 = 7 apparait comme la

composante de [¢) sur le ket |7p) .

Mzuwzfmmmww:/mmwwm

(7o)

De méme v () apparait comme la composante du ket |¢)) sur le ket |pp) .

) =11u) = [ dpa i) (5ol = [ i o] 0) 7o)
W
¥(po)
Si om remplace |7) et |py) par respectivement |7) et |p)

¢

(717) =8 (7 =)
| @) =7 D)
J a7 (7 = 1
| J a5l (1 = 1
70) = ()
#1) =5 (7

Orthonormalisation

Fermeture

et

Produit scalaire :
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Dans {|r)} :

(pl) = (el 1) = [ di {p|T) (7 )

drip™ (1) 4 ()

——

Dans {|p)} :

(ol 9) = (ol 1[) = /d el ) (719)
/dpso ()

Passage entre composantes :

(717) = — ™" = (7’

(27h)>

<ﬂw>=<ﬂ1w>=/dﬁ<ﬂﬁ> #19)

A 1 ipr/h
0 = —— [ dge )

1) = (11 1) =/df<mf> (74)
() = — / dre= 7/ (7)

On retrouve donc le fait que ¢ (7) et 1 (p) sont reliées par la transformation de Fourrier.
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Equation aux valeurs propres - Observables
Equation aux valeurs propres

Définition :

On dit que le ket |¢) est vecteur propre de 'opérateur A si

Afp) = M)

oll A est un nombre complexe appelé valeur propre de A correspondant au vecteur propre

V) -

L’ensemble des valeurs propres de I'opérateur A est appelé spectre de A.

Remarques :

— Si [¢) est vecteur propre de Popérateur A avec la valeur propre A, alors tout ket « [))

avec o complexe est aussi vecteur propre de I'opérateur A avec la valeur propre A :

AlY) = AY) = A(a ) = ad ) = al i)
= Ala)) = Aaly)

— Si |©) est vecteur propre de opérateur A avec la valeur propre X et si F'(A) est une
fonction de l'opérateur A, alors |¢) est aussi vecteur propre de opérateur F (A) avec

la valeur propre F (\) :

o0

Al) = A[yp) = F(A) ) = > a,A"[¢)

n=0
= Z an>\n |¢>
n=0

= FA)[9)
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Dégénérescence :

Lorsque a la valeur propre A de A correspondent g vecteurs propres qui sont linéairement
indépendants, la valeur propre A est dite dégénérée.

g est appelé degré de dégénérescence. On écrit :
Ay =AY  i=1,2,....9
Les kets {|1/")} sont linéairement indépendants :
W)y =65 i,j=12,....9

L’ensemble {|¢*)} engendre un sous-espace dans l’espace des états de dimension g. On
dit que la valeur propre dégénéré \ engendre un sous-espace.

Recherche des valeurs propres :

Soit un espace des états de dimension N. L’opérateur A est représenté par une matirce
carré N x N. La recherche des vecteurs propres et des valeurs propres associées de A revient

a la résolution de I’équation au valeurs propres

Alp) = M) (1.8)

L’équation (1.8) admet une solution non triviale si

det (A — A1) = 0 (1.9)

I'équation (1.9) est appelée équation caractéristique. C’est une équation de degré N en A.
Elle a N racines en A dont certaines peuvent étre confondues. Les valeurs propres de A sont

donc les racines de I’équation caractéristique.
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Observable

Définition : une observable est un opérateur hermétique dont les vecteurs propres forment
une base de I'espace des états.
Propriétés :
1. Si A est un opérateur hermétique alors ses valeurs propres sont réelles
Preuve : A un opérateur hermétique : A = A™. Soit |[¢)) un vecteur propre de 'opéra-

teur A avec la valeur propre \

Al) =Al) | — (P AT = (| X

Conjugaison

alors

W1 (Al) = (Wl A7) ) = (@ (M) = (| A) [¥)
= A (YY) = A" (Y] Y)
— A=\

= )\ réel

2. Si [11) et |1ho) sont des kets propres de A (hermétique) avec des valeurs propres diffé-
rentes, alors [¢) et |1)9) sont orthogonaux : (¢1|1s) = 0.
Preuve :

A |¢1> =A |¢1> avee \ 7& “

Alpa) = pfib)
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(Vo] Althr) = X (o] Y1) = p (2| 1)
= (A=) (Y2|th1) =0
= (Pa| 1) =0

Quelques théorémes importants :

Soit A et B deux observables qui commutent, si [i1) est ket propre de A avec la valeur
propre A1, alors B |¢) est ket propre de A avec la méme valeur propre \;.

Soit A et B deux observables qui commutent, si [1;) et |¢)5) sont des kets propres de A
pour des valeurs propres différentes, alors ’élement de matrice(ts| B |1)1) est nul.

Si deux observables A et B commutent, alors on peut toujours construire dans ’espace
des états £ une base orthonormée formée par des vecteurs propres communs & A et B, c’est &
dire, il existe une base orthonormée dans laquelle A et B sont simultanément diagonalisées.

Ensemble complet d’observables qui commutent (ECOC) :

Par définition, un ensemble d’observables A, B, C,... est appelé ensemble complet d’ob-

servables qui commutent (ECOC) si :

1. toutes les observables A, B, C',... commutent deux a deux.

2. la donnée des valeurs propres de toutes les observables A, B, C,... suffit & déterminer

un vecteur propre commun unique (& un facteur multiplicatif pres).

Une définition équivalente est la suivante : Un ensemble d’observables A, B, C... est un
ensemble complet d’observables qui commutent s’il existe une base orthonormée de vecteurs

propres communs, et si cette base est unique (aux facteurs de phase pres).
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1.3 Exercices

FEzercice 1 :
Les fonctions d’ondes stationnaires d’une particule piégée dans une boite unidimensionnel de

largeur a :
nmwx

2
On(x) = \/jsin(—), avecn =1,2,3,---
a

a

constituent une base orthonormée dans l'espace F. Vérifier que l'ensemble {¢,(z)} est or-
thonormé (utiliser : 2sin Asin B = cos(A — B) —sin(A + B) ).

La particule précédente est décrite par la fonction d’onde :

Y(z) = Csin® Ll

a

1. Exprimer 1 (z) dans la base {¢,(z)}. (utiliser : sin 30 = 3sin§ — 4sin® )

2. Normaliser ¢(x).
—2
, A . ~ P, h* d?
3. Calculer la valeur moyenne de I’hamiltonien du systéeme H = = ———.
2m 2m dx?

Fxercice 2 :

Obtenir des expressions détaillées pour les opérateurs suivants :

d ? d\’ d .\’
() (i) (@)
FEzxercice 3 :
Trouver la valeur de la constante A qui rend la fonction exp(—Ax?) fonction propre de I'opé-
rateur <dd—; + A:c2). Quelle est la valeur propre correspondante ?
FEzxercice 4 :

d
L’opérateur (z + d—) a une valeur propre A. Obtenir la fonction propre correspondante.
x
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Fxercice 5 :
2

Parmi les fonction suivantes, quelles sont les fonctions propres de 'opérateur = ? Pour
x

toute fonction propre trouver la valeur propre correspondante :

1. ¢ = Asinmuz.

2. v = Bcosnz.
3. Y =Cx%

4. ¢ = D/x.

5. p=FEe ™.
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FExercice 6 :

1. On considére 'opérateur

ou ¢ est la coordonnée polaire a deux dimensions. Trouver les fonctions propres et les

valeurs propres correspondantes.
2. On considére 'opérateur
2
V= —
dg?’
est-il hermitien ? Trouver les fonctions propres et les valeurs propres correspondantes.

Exercice 7 :

1. On considére trois opérateurs 121\, B et C. Montrer que :

[A, BC| = B[A,C] + [A, B]C

2. Montrer que :
(X", P,] = ihn X"

3. Montrer que :
[f(X),P) =ihf'(X)  Vf(x)
FExercice 8 :

1. Montrer que les valeurs propres d'un opérateur hermitien sont réelles.

2. Montrer que si deux fonctions propres d’un opérateur hermitien sont associées & deux

valeurs propres distinctes, alors elles sont orthogonales.
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Fxercice 9 :

On définit 'opérateur parité P par :

1. Montrer que P est hermitien.
2. Montrer que ses valeurs propres sont +1.

3. Montrer que toute fonction v (z) peut étre exprimée comme une somme d’une fonction

paire et d’'une fonction impaire.

Fxercice 10 :
Montrer que tout opérateur peut étre exprimé comme une combinaison de deux opérateurs
hermitiens.

Fxercice 11 :

1. Montrer que si deux opérateurs hermitiens A et B commutent et si ¢(z) est fonction
propre de A avec la valeur propre a alors §¢(w) est fonction propre de A avec la méme

valeur propre a.

2. Montrer que si deux opérateurs hermitiens A et B commutent et si ¢ () et ¢o(z) sont

fonctions propres de A pour deux valeurs propres distinctes a; et as, alors (¢, B ¢9) = 0.

FEzxercice 12 :
On considére un opérateur () dont les vecteurs propres forment une base orthonormée de

I’espace des états :

Qlen) = qulen)  (n=1,2,3,--)
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Montrer que cet opérateur peut s’écrire sous la forme suivante :

Q= Z qnlen){en] (représentation spectrale de Q)

Fxercice 13 :

On dit qu’un opérateur () est anti-hermitien si :

1. Montrer que la valeur moyenne d’un opérateur anti-hermitien est imaginaire.

2. Montrer que le commutateur de deux opérateurs hermitiens est anti-hermitien. Que

peut-on dire du commutateur de deux opérateurs anti-hermitiens ?

Exercice 14 :

On considére un systéme physique ne possédant que deux états linéairement indépendants :
1) = et [2) =
L’état du systeme le plus général est une combinaison linéaire de la forme :
s =ab+o2 = | |, aveclaP+pP=1

L’hamiltonien du systéme est exprimé sous la forme matricielle suivante :
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ou h et g sont des constantes réelles.

Si I'état du systéme a t = 0 est |1), que sera I’état du systéme & un instant ultérieur ¢ 7
FEzxercice 15 :

On considére un espace des états engendré par la base orthonormée {|1),[2),|3)}. Deux kets

|a) et |5) sont donnés par :

) = i[1) —2[2) —i[3),  |B) =il1) +2[3)

1. Construire (a/ , (3| dans la base duale {(1], (2|, (3|}.
2. Trouver («|f) et (B|a) et vérifier que («|f) = (B|a)* .
3. Trouver I'expression matricielle de 'opérateur A = |a)(f|. Est-il hermitien 7

Fxercice 16

L’hamiltonien dun systeme physique & deux niveaux est donné par :

H = e ([1)(A] = [2)2] + [1){2] + [2)(1])

ou {|1),]2)} est une base orthonormée et € est un nombre ayant la dimension d’une énergie.
Trouver ces valeurs propres et ses vecteurs propres (comme une combinaison linéaire de |1)
et |2)). Trouver la représentation matricielle de H.

Ezercice 17 :

Soit un espace des états £ a deux dimensions, muni d’une base orthonormée {|ay) , |ag)} tel

que :

a1) = ;o Jag) =
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On considére un opérateur X qui agit dans & tel que :

Xla1) = |ar) + 2iaz)

X |ag) = —2i|ay) + |ag)

1. Trouver la représentation matricielle de X .

2. Calculer les valeurs propres \; et Ay et les vecteurs propres normalisés correspondants

|p1) et |u2) de Popérateur X.
3. Montrer que |u1) et |u2) sont orthogonaux.

4. Trouver la représentation matricielle des opérateurs Py = |u1) (1| et Py = |ua) (ual.

Montrer que P; et P, sont des projecteurs.

5. Vérifier que :

P, + P, = 1, la matrice identité.
- )\1P1+)\2P2:X.
— NP+ \2P = X2,

— %Pl + /\%Pg = X!, L'opérateur inverse de X.

Ezxercice 18 :
On considére un systéme physique avec un espace des états £ de dimensions 3. Une base
orthonormée de I'espace des états est choisit de sorte que I’hamiltonien H est représentée par

la matrice :
210

H=11 20
0 0 3

1. Quels sont les résultats possibles lorsque 1’énergie du systéme est mesurée 7
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1
2. Une particule est dans 'état [¢)) représenté dans cette base par \/ig —4 |. Trouver
7
(H),(H?) et AH.
Fzxercice 19 :

On considere un systéme physique avec un espace des états £ de dimensions 3, muni d’une

base orthonormée {|uy) , |uz), |us)} tel que :

1 0 0
u)=10 1, Juy=1| 11|, lus)=1 0
0 0 1

— I) ’hamiltonien H du systéme est une observable qui agit dans £ de sorte que :

H |uy) = [u1) — |ug)
H |ug) = — |uz) + [uza)

H |uz) = — |us)

1. Trouver la représentation matricielle de H .

2. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres normalisés correspondants de

’hamiltonien H.

3. Quels sont les résultats possibles lorsque ’énergie du systéme est mesurée ?
7
4. L’état du systéme est décrit par le ket |¢)) représenté par \/ig —i |. Trouver

l

(HY, (H?) et AH.
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— II) Une observable A est représentée dans la base {|u1) , |u2) , |us)} par la matrice :

010
A=11 0 1
010

1. On effectue une mesure de I’énergie du systéme et on trouve la valeur —1. Juste
aprés, On procéde a une mesure de A. Donner les résultats possibles et la proba-

bilité correspondant & chaque résultat obtenu.

2. Calculer AA.

Remarque :

Quelques parties des exercices proposés nécessitent des concepts du chapitre deux .
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Chapitre 2

Postulats de la mécanique quantique

2.1 Enoncé des postulats
Postulat I : (état d’un systéme)

Tout systéme quantique est complétement défini & I'instant ¢ par un vecteur d’état (ket)
|t (t)) appartenant a l’espace des états £. La connaissance de |1 (t)) & 'instant donné ¢

permet d’obtenir toutes les informations accessibles concernant le systéme.

Postulat IT : (grandeurs physiques)

A chaque grandeur physique A (position, impulsion, énergie, moment cinétique), corres-
pond une observable A agissant dans ’espace des états £ . Les seuls résultats de mesure

possibles de la grandeur physique A sont les valeurs propres de I’ opérateurs A.

Construction des observables : (principe de correspondance)

1. A la position 7 (x,y, z) de la particule est associée I'observable (opérateur hermétique)

—

R(X,Y,Z) qui agit dans 'espace des états £.
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2. A Yimpulsion p'(p,,py,p.) de la particule est associée I'observable (opérateur hermé-

tique) P (P, P,, P,) qui agit dans ’espace des états &.

3. La plupart des autres grandeurs physiques classiques (énergie, moment cinétique. . .)
s’écrivent algébriquement comme fonctions des positions et des impulsions. Pour construire
I’observable associée a la grandeur physique 4, on prend 'expression classique de cette
grandeur, on y remplace respectivement ' (z,y, 2) et p'(ps,py, p.) par les observables
R (X,Y,Z) et P (Py, Py, P,). L'expression obtenue qui est un opérateur qui agit dans
I’espace des états £ doit étre convenablement symétrisée afin d’obtenir un opérateur

hermétique.
Exemple :

1. I’hamiltonien d’une particule libre h = % — H = %

5+ P+ p+)? = s = 5] 2
Ht =L — (2—) comme P est hermétique Pt = P=—= H* =2 = H
m m m

—>L’opérateur obtenu H est hermétique, pas besoin de symétriser I’expression obtenue.

—

2. La grandeur 7 p — R-P

— — + — — — — — — — —
(R : P) =P"- Rt =P-R+# R-P = l'opérateur obtenu R - P =1’expression de
—_—
ne commutent pas
I'opérateur doit étre symétriser
TP = % (r-p+p-r) — % (ﬁ P+ P. ﬁ) : I'expression obtenue est un opérateur

hermétique.

Postulat ITIT : (la mesure)

1. cas d’un spectre discret non dégénéré :

Lorsqu’on mesure la grandeur physique A sur un systéme dans 'état |¢ (¢)) normé,

la probabilité P (a,) d’obtenir comme résultat la valeur propre non-dégénérée a,, de
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I’observable A correspondante est
P (an) = [(Un] 9 (1))

ou |U,) est le vecteur propre normé de A associé a la valeur propre a,,.

2. cas d’un spectre discret dégénéré :

Lorsqu’on mesure la grandeur physique A sur un systéme dans I’état |¢ (f)) normé,
la probabilité P (a,) d’obtenir comme résultat de la mesure la valeur propre a, de

I’observable A correspondante est

Plan) =S| (1)

)

oui=1,2,3,...,9n, g étant le degré de dégénérescence de a, et {|U:)}un systéme
orthonormé de vecteurs formant une base dans le sous-espace propre &, associé a la

valeur propre a,, de A.

3. cas d’un spectre continu et non-dégénéré :

Lorsqu’on mesure la grandeur physique A sur un systéme dans 1’état normé | (¢)), la

probabilité dP (a) d’obtenir un résultat compris entre a + da est
dP (a) = |{va| ¢ (t))]" da
ou |v,) est le vecteur propre correspondant a la valeur propre a de I'observable A.

Postulat IV : (la réduction du paquet d’onde)

Si la mesure de la grandeur physique A sur le systéme dans 1’état |¢ (t)) donne le résultat

a,, Pétat du systéme immeédiatement apres la mesure est la projection normée de [ (t)) sur
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le sous-espace propre associé a a,,, soit

B |4 (1))
VW@ Pl (1))

gn ) )
ou le projecteur P, = > |UL) (U! |
=1

(2

Postulat V : (évolution dans le temps)

L’évolution dans le temps du vecteur d’état [ (t)) est régie par I’équation de Schrodinger :

_d
ih— [ (1) = H ()[4 ()

ot H(t) 'hamiltonien du systéme (I’observable associée a ’énergie totale du systéme).

2.2 Valeurs moyennes et principe d’incertitude

Valeur moyenne d’une observable :

La valeur moyenne d’une observable A sur un état donné |¢) est défini par

Ly WA
(] )
Dans la pratique, La valeur moyenne d’une observable A sur un état donné |1)) est obtenue
en prenant la valeur moyenne des résultats d’une mesure de A , effectuée sur un grand nombre
de systémes tous préparés dans I'état [1)) .

Principe d’incertitude de Heisenberg :

Ce principe a été énoncé par Werner Heisenberg en 1926, il stipule que :
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On ne peut mesurer simultanément la position et l'impulsion d’un objet avec une précision
(incertitude) arbitraire.
Si on détermine la composante suivant x de l'impulsion p, d’un objet avec une incertitude

Ap,, on ne peut déterminer en méme temps sa position x avec une incertitude Ax inférieure

a h/20p,
AxAp, >

AyApy
NzNp,

(S

V

(V4
T

— Lorsque deux observable A et B commutent ([A, B] = 0), on dit que A et B sont
compatibles, elles sont simultanément mesurables.

— Lorsque deux observable A et B ne commutent pas ([A, B] # 0), on dit que A et B
sont incompatibles, elles ne sont pas simultanément mesurables.

— si [A, B] # 0 alors la relation d’incertitude entre A et B sur un état |¢) est :

AAAB > 3 |(0] (4, Bl 0)

2.3 Produit tensoriel

Dans certaines situations en mécanique quantique, on est amené a élargir ’espace des
états du systéme étudié. Ceci se fait via 'opération "produit tensoriel"

On retrouve le produit tensoriel :
1. Lorsque on veut passer du cas unidimensionnel au cas tridimensionnel.

2. Pour étudier un systéme formé de plusieurs particules.

3. Pour tenir compte du degrés de liberté intrinséque (le spin) en plus des degrés de liberté

orbitaux.
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2.3.1 Définition

On considére deux espaces des états de dimensions Ny et Ns.
On définit 'espace vectoriel £ espace produit tensoriel de & et &, noté £ ® &, de sorte
qu’on associe a tout ket [1)1) de & et [1)g) de & un ket [¢) de &, noté |[¢) = [1)1) @ [1)a).

Le produit tensoriel vérifie les propiétés suivantes :

Lo (A1) @ [2) = A([eh1) @ [42)) -
2. Y1) @ (|th2) + |v3)) = [¥1) @ [th2) + |1h1) @ [5)
3. Si {|ui (1))} es t une base de &
Si {|v; (2))} es t une base de &
alors {|u; (1)) ® [v; (2))} est une base de £ = &, ® &

si dim(&;) = Ny et dim(&;) = N, alors dim(€) = N1 Ns.

2.3.2 Les kets dans &

On considére deux kets :

= 1) de & = ) = ;Ci |ui (1))
= lth2) de &+ [tha) = 2205 |v; (2))
alors ’

() = |v1) @ [tha) = > by [ui (1)) @ [v; (2))

ij
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En notation matricielle

&1 b1
Ca bQ
|w1> = ) W2> -
C; bj
Clbl
Clbg
V) = c1b; , N = Ny N, composantes
Cibj

La représentation des bras s’obtient de la méme fagon (simple).

Remarques :

1. Pour alléger les expressions & manipuler, le produit tensoriel peut étre noté comme

suit :

|¢> = W1> ® |?/12> = |¢1> |¢2> = Wl,¢2>

2. si |9) est de la forme [1)) = [1h1) [1)) Pétat est dit factorisé.

3. si |¢) est de la forme [10) = a|¢h1) [12) + B |107) [15) Détat est dit intriqué.

2.3.3 Produit scalaire

si |11, 19) €t |¢1, Pa) sont de £, alors leurs produit scalaire est défini par
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(D1, Pa| 1, 102) = (b1] Y1) (P2l 12)

Cette définition vérifie les propriétés du produit scalaire dans 1’espace des états (vu dans

le premier chapitre).

2.3.4 Les opérateurs dans &

Pour définir ’action des opérateurs dans &, on utilise la notion de prolongement

si deux opérateurs :

Ay Ap ) = [¢)) agit dans &

Ag . A2 ‘lp2> = |1/J§> aglt dans 82

alors

1. Le prolongement de A; dans &, noté fh est défini par

Ar[thr,92) = (Av i) [¢2)

On écrit

A=A, 21
2. Le prolongement de A, dans &, noté A, est défini par

Ag |th1, 1h2) = |1h1) (Az [1)2))

On écrit

A2:1®A2
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3. Le produit tensoriel de deux opérateurs A; @ A, est défini par

(A1 ® A2 [, wa) = (A ) (A [v2)
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Chapitre 3

Dynamique Quantique

3.1 Opérateur d’évolution

L’évolution d'un ket |9 (1)) est gouvernée par 1’équation de Schrodinger donnée par

dly (1))

ih
B

=H (@) (@)

o H (t) est 'hamiltonien du systéme. Si on connait |1 (t)) & un instant ¢y, on peut retrouver
|1 (t)) & n’importe quel instant ultérieure.
De maniére equivalente a I’équation de Schrédinger, on peut obtenir 1’évolution des kets

dans le temps via un opérateur unitaire, appeler opérateur d’évolution U (¢, 1) et on écrit

¢ (1)) = U (t,to) [¢ (to))
Propriétés :

L’essentiel des propriétés qui vont suivre découle des propriétés de ’équation de Schro-

dinger
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. Linéarité : U (o [t1) + a2 |¢2)) = a1U |¢1) + axU [1hs) .

. U(tt) = 1.

. Vinverse de U (t,ty) : U (t,t9) = U (to,t) (définition formelle).
. U est unitaire : U! = U" — conservation de la norme des kets.

. U (t,ty) vérifie I'équation

10U (1, to)

ot =H (t) U(t,to) avec U (to,to) =1

Pour un hamiltonien indépendant du temps, I’équation précédente se résoud facilement

et on obtient

U@mﬁwm(?ﬂﬁ—m>:U@—m

dans le base propre de I’hamiltonien

lopérateur d’évolution , pour to = 0, prend la forme

Pn) (Dl

Ul(t)= Z e

n

c’est la représentation spectrale de U (t). Dans ce cas, tout ket, a un instant ¢, peut

s’écrire dans base propre de 'hamiltonien

() =" e (0) e F )

n
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3.1.1 Image de Heisenberg et de Schrodinger

Dans ce qui suit, nous allon présenter deux maniéres différente mais équivalentes de décrire

I’évolution dans le temps en mécanique quantique.

3.1.2 Image de Schrédinger

L’évolution dans le temps est contenue dans D'état [ (), les opérateurs de base R et £
ne dépendent pas du temps. On note |, (¢)) , Z%S, /j—’s, ..... I’équation d’évolution est I’équation
de Schrodinger

d s (1))

ihT = H |95 (1))

3.1.3 Image de Heisenberg

L’évolution dans le temps est contenue dans les opérateurs A (t), les kets ne dépendent pas
du temps.On note |1y ), Z% I /15 Iy oo I’équation d’évolution des opérateurs est I’équation de

Heisenberg

L dAg (t)
h
ST

=[Ag (t),Hy (V)] +ih (dAc;t(t))H

ou Ay (t) représente la grandeur A dans I'image de Heisenberg, A, (t) représente la gran-
deur A dans I'image de Schrodinger, Hy (t) est Phamiltonien dans I'mage de Heisenberg.

Nous allons voir que ces deux points de vues sont équivalents par rapport aux postulats
de la mécanique quantique, ie, ils redonnent les mémes prédictions (probabilités et valeurs

moyennes).

3.1.4 Passage entre le deux images

Le passage entre les deux images se fait via 'opérateur d’évolution U (t,t;) comme suit :

61



) = U (t,to) |1hs (1))

or

|ws (t)> =U (t, tO) W}s (t0)>

alors

i) = U™ (t,t0) U (¢, to) [1s (o))
= |¢s (t0)>

Ap (8) = U™ (t,6) Ay () U (£, to)

en utilisant la relation précédente et 1’équation d’évolution de U (t, ) qui découle de
I'équation Schrodinger, on aboutit a ’équation de Heisenberg(on ici une forme d’équi-

valence).

pour un hamiltonien qui ne dépend pas du temps, on a

H, = Hpy

3.1.5 Base propre d’un opérateur dans I'image de Heisenberg

On considére une observable A, dans I'image de Schrodinger. Son équation aux valeurs
propres

Agla) = ala) {|a)} est une base

A ne dépend pas du temps, son equation aux valeurs propres aussi.

62



Pour I'mage de Heisenberg, on peut écrire
Aglay =ala)y - Ut Agla) = aU" |a) = UTA,UUT |a)

— A (UT |a)) =a (U |a))

cette relation est I’équation aux valeurs propres de A dans 'image de Heisenberg. les vecteurs
propres (U™ |a)) qui dépendent du temps forment une base. Le spectre de I'observale est resté
le méme (c’était prévisible).

On note U™ |a) = |a,t) et on a

{a,t|a',t) = b4 au méme ¢

> lat) (a,t] =1

et la représentation spectrale de Ay sera

Ap = ala,t)(at|

a

3.1.6 Equivalence par rapport aux postulats de la mécanique quan-
tique
On considére un systéme décrit par
1. |95 (t)) en image de Schrodinger
2. |vyg) en image de Heisenberg.
On mesure la grandeur A décrite par
1. As:{a,|a)} en image de Schrodinger
2. Ay :{a,la,t)} en image de Heisenberg
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Les prédictions en termes de probabilités sont données par
1. P, (a) = |{a] s (1)))* = [{a| U (t,to) |5 (to))|* dans 'image de Schrodinger.
2. Py (a) = |{a,t|vg)|* = [{a| U (t,to) [x)]* dans 'image de Heisenberg

or

[Vw) = |5 (to))

ainsi

P, (a) = Py (a) meémes probabilités

Pour les valeurs moyennes, on a

(A), () = (Vs (O] As |95 (1))
= (s (to) | U (t, t0) AU (¢, t0) [¥s (o))
= (Yu| An [¥n)
= (4), (t)

On retrouve bien sure les mémes valeurs moyennes.

3.2 Opérateur Densité

3.2.1 Trace d’un opérateur

On considére un espace des états doté d’une base {|u;)}. Un opérateur quelconque A

s’exprime dans cette base ’ utilisant la relation de fermeture, sous la forme

A=) Ay lui) (]
ij
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avec A;; = (u;| A|u;) est un élement de matrice de A. Si {|u;)} est une base propre de A,

alors on écrit
A= " aifus) (uj|
i

ou a; est une va leur propre de A.

On définit la trace d’'un opérateur A par

tr (A) = ZAM- = (ui| Alu;)

i

= Somme des élements diagonaux
Propriétés :
1. La trace d’un opérateur est indépendante du choix de la base.

2. linéarité : tr (a¢A + BB) = atr A + ftrB.

3. tr () (0l) = (¢l )

4. la trace est cyclique : tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB).

3.2.2 Définition de opérateur densité

En mécanique quantique, on fait des prédictions statistiques sur un ensemble. On effectue
les mesure sur N systémes quantiques identiques (atomes ; molécules,...) tous préparés dans
le méme état physique [¢)) normé. dans ce cas, on dit qu’'on a un ensemble pure.

Parfois, on ne peut préparer tous les systéme quantiques dans le méme état physique,
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mais ce qu’on peut faire c’est de préparer

(

ny — Wl)

ny — [tha)
les {|1)o)} sont normés mais pas necéssairement orthogonaux

| " = [a)

On dit que 'un des systemes quantiques a ne probabilité de

(

Plzn—l\}_)|¢1>

Pzznﬁ—)‘¢2>
SR

L Pa:nﬁaﬁwjo)

L’ensemble n’est plus décrit par un seul ket |¢)) mais par la donnée de {P,, [¢,)}. Dans ce

cas, on parle de mélange statistique.

Remarque : un état pur est un cas particulier d'un mélange statistique pour lequel
P, a = 1— ’¢a>

On définit la valeur moyenne d’une grandeur physique A sur un mélange statistique par

(A) =) Pa(A), = Pa((¥al 4) ([a))

= ZPatT ([tha) (Yal A)

= tr (Z P, (|Ya) (¥a] A)) car la trace est linéaire

On définit 'opérateur densité p (J. Von Neumann 1972) décrivant un mélange statistique
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par

p= Zpoz |¢a> <¢oz|

ainsi

(A) = tr (pA)

cette valeur moyenne est indépendante de la représentation.

Propriétés :

1. p=p".

[\

. Vo) : (@] plo) > 0 on dit que p est un opérateur positif.
3. trp=1.
4. tr(p*) < 1.

5. Pour un état pur : p = |¢,) (o] on a: p? = p,tr (p?) = 1.

3.2.3 Prédictions des probabilités sur un mélanges statistique

On considére une observable A caractérisée par {a;, |u;)} et un mélange statistique décrit
par l'opérateur densité p. la probabilité de trouver la valuer propre a; lorsque on mesure A

sur ce mélange statistique est

P (a;) = (ui p |ui)
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Chapitre 4

Oscillateur harmonique a une

dimension

4.1 Introduction

L’oscillateur harmonique est un exemple de base de la mécanique quantique de grande
importance. Son utilité se manifeste clairement aussi bien dans les concepts théoriques que

dans les modéles pratiques :

1. Du point de vue formelle, I’oscillateur harmonique se présente comme une somme de
carré de grandeurs, I'une est conjugué de 'autre, cet aspect la procure a l'oscillateur

harmonique un réle important en théorie quantique champs.

2. L’oscillateur harmonique est une bonne approximation pour tout puits de potentiel
au voisinage des « points d’équilibres ». Ce fait permet a 'oscillateur harmonique de

décrire convenablement la structure d’un noyau, les vibrations moléculaires,. . . ..
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4.2 Oscillateur harmonique classique

Lorsque une masse m est suspendue a ’extrémité d’un ressort en position horizontal et
ne subissant que la force de rappel de ce dernier, son équation de mouvement s’écrit selon le
PDF comme suit

dPx

ou k est la constante de raideur du ressort. On peur écrire aussi
. 2 _
T+wr=0

ol w = /k/m est la fréquence de l'oscillateur. La solution de cette équation différentielle est

de la forme

z (t) = xg sin (wt + @)

ol x est amplitude des oscillations et ¢ la phase initiale quand peut choisir comme étant

nulle. Dans ce cas la vitesse de la particule sera donnée par

d
v(t) = d—f = wxgcoswt

Ainsi, I’énergie de la particule peut s’écrire

1 1
E = —mv? + —mw?az?
2 2

1
= —mwzxg = cste

2

on remarque que ’énergie de l'oscillateur ne dépend classiquement que de 'amplitude des
oscillations. Il n’y a aucune restriction théorique sur les valeurs qu’elle peut prendre. La plus

petite valeur correspond & une particule au repos d’énergie £ = 0. Nous allons voir que ce
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résultat va changer dans le cas quantique.

4.3 Oscillateur harmonique quantique

Le traitement quantique de l'oscillateur harmonique revient en premier lieu a résoudre

I’équation de Schrodinger correspondante

L O (w,t)
h————==H t
2
p 1 2 2
H=— 14—
2m+2mwx
K2 0? +1 9 9
=——— 4+ —nmw°x
2m 0x2 2

le probléme est stationnaire, alors on peut écrire

¥ (x,t) = exp (—iBt/h) ¢ (v)
ou E est I'énergie de la particule et tel que
Ho (x) = E¢ (x)
cette équation aux valeurs propres peut étre résolu de deux manieére :

1. résolution analytique : I’équation aux valeurs propre précédente peut s’écrire

2 1
¢ + h—ZL (E - §mw2x2> o=0

c’est une équation différentielle du second ordre linéaire et homogene a coefficients
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non constants qu’on peut résoudre par la méthode des séries par exemple. Sa solution

générale s’écrit en termes de deux solutions particuliéres linéairement indépendantes

¢ (x) = ayy (x) + by, (x)
on impose & ¢ (z) les conditions suivantes

lim ¢ (z) =0

|z|—o0

J2 16 (@) de =1

2. résolution algébrique : cette méthode a été inventée par Dirac, elle utilise des opéra-
tions algébriques partant de la relation de commutation fondamentale [z, p] = ¢h. Dans

le présent chapitre, nous allons présenter en détail cette méthode.

4.4 Meéthode algébrique

On considére ’équation aux valeur propres de I’hamiltonien

Ho(x) = E¢ (x)

2
1
H = 2p_m + émw2m2
ou
[z, p| = ih
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on définit les deux opérateurs

1 T
a=— +1 P Opérateur d’annihilation
V2 h hmw
mw
+ 1 x . D . .
a = —= —1 Opérateur de création
V2 h himw

On remarque que :

1. a et a™ sont adimensionnels car @/% a la dimension d’une longueur et vVhmw a la

dimension d’une impulsion.
2. a est I'adjoint de a™.
3. a et a™ sont non hermitiens : ne représentent pas une grandeur physique.

Les relations précédentes s’inversent

Si on calcul le commutateur [a,a™] on trouve

[a, aﬂ =aat —ata=1

Par ailleurs, on peut réécrire I’hamiltonien en termes des opérateurs a et a*, on trouve

H:hw(a+a+%)
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On définit 'opérateur N :
N =a'ta opérateur nombre de quanta

cet opérateur est hermitien. L’hamiltonien prend la forme

e (x1)

ainsi, connaissant le spectre de IV, on directement le spectre de H.

4.4.1 Spectre de N

On considére ’équation aux valeurs propres de N

N¢a:¢a

1. premier résultat

N hermitien — « réel

2. ¢, normée alors

(¢aa N¢o¢) = (¢o¢> ¢a) =
= (¢oua+a¢a) = (a¢a7a¢o¢)

= llagall = 0

ainsi
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3. Calculons

Nage = aaad,

utiliant la relation [a,a*] = aa™ —ata =1 — a*a = aa™ — 1 on obtient

Nag, = (aa® — 1) ago = (a — 1) aga

ainsi ag, est aussi une fonction propre de N avec la valeur propre (a — 1), ie, ad, ~

¢a— 1-
a entier positif

4. Conséquence : On a deux cas possible ou

a non entier positif

supposons que « est non entier positif, alors il existe une entier positif n tel que :

n<a<n+1eton

a¢a ~ Qboz—l
a2¢a ~ Qa2

angba ~ gba—n

an+1¢a ~ ¢o¢—n—1

on obtient la valeur propre a—n—1 qui est négative, ceci contredit le deuxiéme résultat,
ainsi

a doit étre entier positif

a=n=0,1,2,...
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5. Calculons agg

(o, Npo) = 0 (o, $o) =0
= (¢07a+a¢0) = (a¢07a¢0)
= [lagol| =0
— ago =0

on ne peut engendrer des valeurs propres négatives.

6. Pour les énergies propres de l'oscillateur harmonique, elle auront la forme
1
E, = hw <n+§> , n=0,1,2,....

dans ce cas les énergies sont quantifiés et la plus petite énergie est non nulle, elle vaut

Ey = hw/2, on Pappelle I'énergie du point zéro (pas de repos!).

4.4.2 Fonctions propres de H

Cherchons les ¢,,. Tout d’abord, calculons

Nat¢, =aTaa™ ¢,

= (77, + 1)a+¢n

ainsi a* ¢, est fonction propre de N avec la valeur propre (n + 1), ie, at¢, ~ ¢pi1. On

démontre facilement que

at o, =vVn+ 1o,
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aussi

agbn = \/ﬁgbn—l

on écrit

avec a™ et ¢y on peut avoir toute les fonction propres de H. Calculons ¢,

CL¢0:0
1 T . D
— +1 =0
V2 _h v Emw bo
1 T h d
¢o=0

- + -
V2 [ n N hEmwdT

on a une équation différentielle du premier ordre (facile a résoudre),utilisant la condition

denormalisation, la solution est

Faisons quelques remarques sur 'oscillateur harmonique

1. Les niveaux d’énergie de 'oscillateur harmoniques sont non dégénérés. Ceci peut étre
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démontrer par récurrence partant du fait que cette proposition est vraie pour le niveau

fondamental.
. Les niveaux d’énergie de l'oscillateur harmoniques sont équidistants et AF = hw.

. On montre que les fonctions propres ¢, (z) peuvent s’écrire :

1 2 /6.2
o (z) = m exp (—x /23:0) H, (z/x0)

ol zg = /- et H, (y) est un polynéme d’Hermite. Les polynomes d’Hermite sont

définis par

dn
H, (y) = (—1)ney2d_yn€*y n=0,1,23,...
Les premiers polyndémes d’Hermite
HO (y) = 17
Hl (y) - 2y7

4.5 Exercices

Fxercice 1 :

On considére un oscillateur harmonique & une dimension de masse m et de fréquence angulaire
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w. Les opérateurs d’annihilation et de création sont données en termes de = et p par;

T . P +_ x P

+1 , a
V2h/mw  V2hmw V2h/mw  V2hmw

1. Sachant que [z, p] = ih, montrer que [a,a’] = 1.

2. Exprimer les opérateurs x et p en fonctions des opérateurs d’annihilation et de création

aetat.

3. Trouver I'expression des fonctions d’ondes associées a 1’état fondamental et au premier

état excité de 'O H.

4. Calculer (z) , (p), (z*) et (p?) pour le nieme état de 'O H. Vérifier que le principe

d’incertitude est satisfait.

5. Calculer la valeur moyenne de ’énergie cinétique et 1’énergie potentielle pour le niéme

état de I’O H.

FEzxercice 2 :
un oscillateur harmonique a une dimension de masse m et de fréquence angulaire w est décrit

a t = 0 par la fonction d’onde :

U(z,0) = AB¢o(z) + 4¢1 (z)]

ol ¢y et ¢; sont les fonctions propres de l'oscillateur harmonique correspondant & 1’état

fondamental et au premier état excité.

1. Trouver A.
2. Trouver ¥(x,t) et [1(z,t)]>

3. Calculer (z) et (p). Vérifier que le théoréme d’Ehrenfest est satisfait.
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4. On procéde a une mesure de 1’énergie de la particule, donner les résultats possibles et

la probabilité correspondant & chaque résultat obtenu.

FEzxercice 3 :
On considére une particule de masse m et de charge ¢ soumise & un potentiel oscillateur har-
monique. On place cette particule dans une région ot subsiste un champ électrique constant

E. I’hamiltonien de la particule aura la forme :

P2
H ="+ _-—mw?s? — qFEx
2m 2

Résoudre le probléme aux valeurs propres de cet hamiltonien (énergies propres et fonctions
propres).

Exercice 4 :

On considére un oscillateur harmonique & une dimension de masse m et de fréquence angulaire
w occupant I’état fondamental. Soudainement, le fréquence angulaire double de valeur, ainsi
w' = 2w. Quelle est la probabilité qu’une mesure de I’énergie donne la valeur hw/2? Quelle
est la probabilité d’obtenir la valeur hw ?

FExercice 5 :
1. Montrer que la fonction d’onde

1 2 ]
mw\ 1 mw [ 5, a it iht iwt
— (— R Pt TR
P(x,t) <7r ) exp { o7 (x 5 (14 e %) p- azxe )]

satisfait ’équation de Schriodinger dépendante du temps pour un oscillateur harmonique
de masse m et de fréquence angulaire w. a est une constante réelle ayant la dimension

d’une longueur.
2. Trouver [¢(x,t)|?.

3. Calculer (z) et (p). Vérifier que le théoréeme d’Ehrenfest est satisfait.
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Chapitre 5

Références

Vous trouvez dans le tableau suivant une liste d’ouvrages de référence en mécanique
quantique que vous pouvez consulter a la bibliothéque de I'université de Bejaia.
Dans la préparation de ces notes de cours, je me suis souvent inspiré du livre de Griffiths,

celui de Cohen-Tannoudji et du livre de Sakurai.
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Titre Auteur

Cote

Physique quantique : introduction avec | Ngd, Christian

5530.12/68.2

blémes résolus

exercices

Cours de mécanique quantique : avec 87 | Ayant, Yves 530.12/40.2
exercices corrigés

Cours de physique de Berkeley.Vol.4, | Wichmann, Eyvind H. 530.12/15.3
Physique quantique

Exercices résolus de mécanique quan- | Farges, Jean-Pierre 530.12/09.3
tique : avec complément de cours

Initiation & la mécanique quantique : ap- | Belorizky, Elie 530.12/59.2
proche élémentaire et applications

La mécanique quantique. Tomel, Pro- | Galitsky, Victor Mikhailovitch. | 530.12/41.2

Le cours de physique de Feynman.Vol.5, | Feynman, Richard

Mécanique quantique

530.12/14.14

Mécanique quantique Cohen-Tannoudji, Claude

530.12/51.12

Mécanique quantique. Tomel Messiah, Albert

530.12/07.2

Autres références :

1. Introduction to quantum mechanics, D. J. Griffiths.
2. Quantum Mechanics, R. Shankar.
3. Introductory quantum mechanics, R. L. Liboff.

4. Modern Quantum Mechanics, J. J. Sakurai.
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5. Quantum Mechanics, L. E. Ballentine.
6. Quantum Physics, S. Gasiorowicz.

7. Quantum Mechanics : concepts and applications , N. Zettili.
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