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Série de TD n°1 

 

Exercice 1 : 

1. Les formules suivantes sont-elles valides dimensionnellement ? Faire une analyse dimensionnelle 

pour confirmer ou rectifier. 

(𝑎) 𝐹 = 𝑚
𝑣

𝑅
 

Où 𝐹 est une force, v est une vitesse et 𝑅 une longueur.   

 

(𝑏) 𝑃 = 𝜌𝑔ℎ1 + ℎ2. 𝐹 

Où 𝑃 est une pression,  𝑔 est l’accélération de la pesanteur, ℎ1 et ℎ2 sont des hauteurs, 𝐹 est une force 

et 𝜌 la densité volumique.  

2. Etablir l’équation aux dimensions de la constante de gravitation G, sachant que la force 

gravitationnelle appliquée entre deux planètes  est donnée par 𝐹 = 𝐺
𝑚1𝑚2

𝑑2  , F la force, m1 et m2 la 

masse la planète 1 et 2 et d la distance entre les deux planètes. Quelle est son nuitée en SI. 

Exercice 2 : 

La période T d’un satellite terrestre ayant un mouvement circulaire autour de la terre peut dépendre, a 

priori, de la masse 𝑀𝑇  de la Terre, du rayon R du cercle décrit et de la constante de la gravitation 

universelle G. On peut faire l’hypothèse que la période T a pour expression : 𝑇 = 𝐾𝑀𝑇
𝑎𝑅𝑏𝐺𝑐 T où K est 

une constante sans dimension.  Déterminer, par une analyse dimensionnelle, les valeurs de 𝑎, 𝑏 et𝑐. En 

déduire l’expression de la formule de la période T.  

Exercice 3 : 

On considère, dans un repère orthonormé ℛ(𝑂𝑥𝑦𝑧), les trois vecteurs suivants : 

𝑉⃗ 1 = 2𝑖 − 𝑗 − 2𝑘⃗   ;   𝑉⃗ 2 = 3𝑖 − 4𝑘⃗   ;   𝑉⃗ 3 = 𝑖 − 5𝑗 + 3𝑘⃗  

1- Calculer leurs modules. 

2- Calculer les composantes du vecteur 𝑈⃗⃗ = 3𝑉⃗ 1 + 2𝑉⃗ 2 − 4𝑉⃗ 3 et 𝑤⃗⃗ = ‖𝑉⃗ 1 − 𝑉⃗ 2‖
2
. 

3- Déterminer la composante du vecteur unitaire porté par le vecteur 𝑉⃗ 1. Montrer qu’elles représentent 

les cosinus des angles (𝛼, 𝛽, 𝛾) que fait le vecteur 𝑉⃗ 1 avec les axes 𝑂𝑥, 𝑂𝑦 et 𝑂𝑧. 

4- Calculer le produit scalaire 𝑉⃗ 1. 𝑉⃗ 2 et en déduire l’angle formé par ces deux vecteurs. 

5- Calculer le produit vectoriel 𝑉⃗ 1 ∧ 𝑉⃗ 2 et en déduire l’aire du parallélogramme formé par ces deux 

vecteurs. 

6- Trouver la composante de la projection de 𝑉⃗ 3 suivant la direction de 𝑉⃗ 1. 

7- Calculer le produit mixte 𝑉⃗ 1. (𝑉⃗ 2 ∧ 𝑉⃗ 3) et le double produit vectoriel 𝑉⃗ 1 ∧ (𝑉⃗ 2 ∧ 𝑉⃗ 3). 

8- Vérifier que  𝑉⃗ 1 ∧ (𝑉⃗ 2 ∧ 𝑉⃗ 3) = (𝑉⃗ 1. 𝑉⃗ 3). 𝑉⃗ 2 − (𝑉⃗ 1. 𝑉⃗ 2). 𝑉⃗ 3. 
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Exercice 4 : 

Soit les fonctions vectorielles de la variable réelle 𝑡 suivantes : 

𝑟 1(𝑡) = (3𝑡2)𝑖 − (2𝑡2)𝑗 + (𝑡 + 1)𝑘⃗  

𝑟 2(𝑡) = cos(𝜔𝑡) 𝑖 − sin(𝜔𝑡) 𝑗 + 𝑒−𝛼𝑡𝑘⃗  

Où 𝛼 et 𝜔 sont des constantes réelles positives. Calculer : 

1. Leurs  dérivées première et seconde par rapport à 𝑡 ainsi que leurs modules. 

2. L’intégrale 𝑢⃗ 1(𝑡) = ∫ 𝑟 1(𝑡)𝑑𝑡, sachant que pour 𝑡 = 0, on a 𝑢⃗ 1(𝑡 = 0) = 𝑖 + 𝑗 + 𝑘⃗ . 

Exercice 5 : 

- Calculer le gradient du champ scalaire suivant : 

𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥2𝑦𝑧 + 𝑥𝑦𝑧 

Evaluer 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑈 au point 𝑀(1,−1,2). 

- Calculer la divergence du champ vectoriel suivant : 

𝑉⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥3𝑦 − 2𝑥𝑧)𝑖 + (𝑦3𝑧 − 2𝑦𝑥)𝑗 + (𝑧3𝑥 − 2𝑧𝑦)𝑘⃗  

- Calculer le rotationnel du champ vectoriel suivant : 

𝑊⃗⃗⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥𝑦)𝑖 + (𝑥𝑦2 + 1)𝑗 + (3𝑥𝑧2 − 2)𝑘⃗  
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Corrigé 

 

Exercice 1 : 

1- Homogénéité des formules : 

Formule (a) : 

𝐹 = 𝑚𝑎 ⇒ [𝐹] = [𝑚][𝑎] = MLT−2 …(1) 

𝐹 =
𝑚𝑣

𝑅
⇒ [𝐹] =

[𝑚][𝑣]

[𝑅]
=

𝑀𝐿𝑇−1

𝐿
= 𝑀𝑇−1 …(2) 

Cette loi n’est pas homogène puisque (1) ≠ (2).  

Rectification : 

MLT−2 = (𝑀T−1). (
𝐿

𝑇
) 

Donc, on peut écrire : 

𝐹 =
𝑚𝑣

𝑅
𝑣′ 

Où v’ a la dimension d’une vitesse. 

Formule (b) : 

𝑃 = 𝜌𝑔ℎ1 + ℎ2. 𝐹 ⇒ [𝑃] = [𝜌][𝑔][ℎ1] = [ℎ2][𝐹] 

𝑃 =
𝐹

𝑠
⇒ [𝑃] =

[𝐹]

[𝑠]
=

MLT−2

L2
= ML−1T−2 … . (1) 

[𝜌] = [
𝑚

𝑉
] =

𝑀

𝐿3
= 𝑀𝐿−3  ;   [𝑔] = [𝑎] = 𝐿𝑇−2  ;  [ℎ1] = 𝐿 ⇒ [𝜌][𝑔][ℎ1] = 𝑀𝐿−1𝑇−2 …(2) 

[ℎ2][𝐹] = 𝐿𝑀𝐿𝑇−2 = 𝑀𝐿2𝑇−2 

Cette équation n’est pas homogène : (1) = (2) ≠ (3) 

Pour rectifier cette formule, il faut multiplier le deuxième terme de la somme avec paramètre de 

dimension 𝐿−3(inverse d’un volume). Par exemple : 

𝑃 = 𝜌𝑔ℎ1 +
ℎ2. 𝐹

𝑉
 

2- Les dimensions eu unités de la constante de gravitation : 

𝐹 = 𝐺
𝑚1𝑚2

𝑑2
⇒ 𝐺 =

𝐹 𝑑2

𝑚1𝑚2
→ [𝐺] =

[𝐹][𝑑]2

[𝑚1][𝑚2]
=

𝑀𝐿𝑇−2𝐿2

𝑀𝑀
= 𝑀−1𝐿3𝑇−2 

Son unité SI est : 𝑘𝑔−1. 𝑚3. 𝑠−2 

Exercice 2 : 

On a : 

𝑇 =  𝐾 𝑚𝑎𝑅𝑏𝐺𝑐 ⇒ [𝑇] =  [𝑘]. [𝑚]𝑎[𝑅]𝑏[𝐺]𝑐 

Sachant que : 
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[𝑇]  = 𝑇, [𝑘]  =  1, [𝑚]  = 𝑀, [𝑅]  = 𝐿 𝑒𝑡 [𝐺]  =  𝑀−1𝐿3𝑇−2 

Il s’en suit que : 

𝑇 = 𝑀𝑎−𝑐𝐿𝑏+3𝑐𝑇−2𝑐 

Par identification, on obtient le système d’équations linéaires suivant ! 

{
𝑎 − 𝑐 = 0
𝑏 + 3𝑐 = 0
−2𝑐 = 1

  

Sa résolution, donne les valeurs des paramètres a, b et c : 

{

𝑎 = −1/2
𝑏 = 3/2
𝑐 = −1/2

 

Donc, on peut écrire l’équation : 

𝑇 = 𝑘
𝑅3/2

(𝑚𝑔)
1

2

= 𝐾√
𝑅3

𝐺𝑚
  (𝐾 = 2𝜋) 

Exercice 03 : 

1- Les modules : 

‖𝑉⃗ 1‖ = √22 + (−1)2 + (−2)2 = √5 

‖𝑉⃗ 2‖ = √32 + (−4)2 = 5 

‖𝑉⃗ 3‖ = √12 + (−5)2 + (−3)2 = √35 

2- Les composantes : 

3𝑉⃗ 1 + 2𝑉⃗ 2 − 4𝑉⃗ 3 = 3(
2

−1
−2

) + 2(
3
0

−4

) − 4(
1

−5
3

) = (
8
17

−26

) 

3𝑉⃗ 1 + 2𝑉⃗ 2 − 4𝑉⃗ 3 = 8𝑖 + 17𝑗 − 26𝑘⃗  

‖𝑉⃗ 1 − 𝑉⃗ 2‖
2
= (𝑉⃗ 1 − 𝑉⃗ 2)(𝑉⃗ 1 − 𝑉⃗ 2) = (−𝑖 − 𝑗 + 2𝑘⃗ ). (−𝑖 − 𝑗 + 2𝑘⃗ ) = (−1)2 + (−1)2 + (2)2

= 6 

3- Vecteur unitaire : 

𝑢⃗ 𝐴 =
𝐴 

‖𝐴 ‖
=

2

√5
𝑖 −

1

√5
𝑗 −

2

√5
𝑘⃗  

Les cosinus directeurs :  

cos 𝛼 =
𝑉⃗ 1𝑖 

‖𝑉⃗ 1‖‖𝑖 ‖
=

2

√5
= 𝑢𝐴𝑥  ;   cos 𝛽 =

𝑉⃗ 1𝑗 

‖𝑉⃗ 1‖‖𝑗 ‖
= −

1

√5
= 𝑢𝐴𝑦 

cos 𝛾 =
𝑉⃗ 1𝑘⃗ 

‖𝑉⃗ 1‖‖𝑘⃗ ‖
= −

2

√5
= 𝑢𝐴𝑧 

4- Le produit scalaire : 𝑉⃗ 1. 𝑉⃗ 2 = 14 
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L’angle entre les deux vecteurs : 

𝑐𝑜𝑠𝛼 =
𝑉⃗ 1. 𝑉⃗ 2

‖𝑉⃗ 1‖. ‖𝑉⃗ 2‖
=

14

15
→ 𝛼 = 21.04° = 0.367𝑟𝑎𝑑 

5- Le produit vectoriel : 

𝑉⃗ 1 ∧ 𝑉⃗ 2 = |
𝑖 𝑗 𝑘⃗ 

2 −1 −2
3 0 −4

| = |
−1 − 2
0  − 4

| 𝑖 − |
2  − 2
3  − 4

| 𝑗 + |
2  − 1
3       0

| 𝑘⃗ = 4𝑖 + 2𝑗 + 3𝑘⃗  

La surface du parallélogramme : 

S =‖𝑉⃗ 1 ∧ 𝑉⃗ 2‖ = √162 + 22 + 32 = √29 

6- La composante de la projection : 

𝑉⃗ 3. 𝑢⃗ 𝐴 = (𝑖 − 5𝑗 + 3𝑘⃗ ). (
2

3
𝑖 −

1

3
𝑗 −

2

3
𝑘⃗ ) = 1/3 

7- Produit mixte : 

(𝑉⃗ 1 ∧ 𝑉⃗ 2). 𝑉⃗ 3 = (4𝑖 + 2𝑗 + 3𝑘⃗ ). (𝑖 − 5𝑗 + 3𝑘⃗ ) = 3 

Double produit vectoriel : 

(𝑉⃗ 1 ∧ 𝑉⃗ 2) ∧ 𝑉⃗ 3 = |
𝑖 𝑗 𝑘⃗ 

4 2 3
1 −5 3

| = 21𝑖 − 9𝑗 − 22𝑘⃗  

8- Vérification de la relation : 𝑉⃗ 1 ∧ (𝑉⃗ 2 ∧ 𝑉⃗ 3) = (𝑉⃗ 1. 𝑉⃗ 3). 𝑉⃗ 2 − (𝑉⃗ 1. 𝑉⃗ 2). 𝑉⃗ 3 

𝑉⃗ 2 ∧ 𝑉⃗ 3 = |
𝑖 𝑗 𝑘⃗ 

3 0 −4
1 −5 3

| = −20𝑖 − 13𝑗 − 15𝑘⃗  

𝑉⃗ 1 ∧ (𝑉⃗ 2 ∧ 𝑉⃗ 3) = |
𝑖 𝑗 𝑘⃗ 

2 −1 −2
−20 −13 −15

| = −11𝑖 + 70𝑗 − 46𝑘⃗  

(𝑉⃗ 1. 𝑉⃗ 3). 𝑉⃗ 2 = (2.1 + ((−1). (−5)) + ((−2). 3)) . 𝑉⃗ 2 = 𝑉⃗ 2 = 3𝑖 − 4𝑘⃗  

(𝑉⃗ 1. 𝑉⃗ 2). 𝑉⃗ 3 = 14. 𝑉⃗ 3 = 14𝑖 − 70𝑗 + 42𝑘⃗  

(𝑉⃗ 1. 𝑉⃗ 3). 𝑉⃗ 2 − (𝑉⃗ 1. 𝑉⃗ 2). 𝑉⃗ 3 = 𝑉⃗ 2 = 3𝑖 − 4𝑘⃗ − (14𝑖 − 70𝑗 + 42𝑘⃗ ) = −11𝑖 + 70𝑗 − 46𝑘⃗  

Alors : 

𝑉⃗ 1 ∧ (𝑉⃗ 2 ∧ 𝑉⃗ 3) = (𝑉⃗ 1. 𝑉⃗ 3). 𝑉⃗ 2 − (𝑉⃗ 1. 𝑉⃗ 2). 𝑉⃗ 3 
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Exercice 4 : 

Les première et seconde dérivées et leurs modules : 

𝑑𝑟 1(𝑡)

𝑑𝑡
= (6𝑡)𝑖 − (4𝑡)𝑗 + 𝑘⃗   ;   ‖

𝑑𝑟 1(𝑡)

𝑑𝑡
‖ = √52𝑡2 + 1 

𝑑2𝑟 1(𝑡)

𝑑𝑡2
= 6𝑖 − 4𝑗   ;  ‖

𝑑2𝑟 1(𝑡)

𝑑𝑡2
‖ = √52 

𝑑𝑟 2(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜔 sin(𝜔𝑡) 𝑖 − 𝜔 cos(𝜔𝑡) 𝑗 − 𝛼𝑒−𝛼𝑡𝑘⃗   ;   ‖

𝑑𝑟 2(𝑡)

𝑑𝑡
‖ = √𝜔2 + 𝛼2𝑒−2𝛼𝑡 

𝑑2𝑟 2(𝑡)

𝑑𝑡2
= −𝜔2 cos(𝜔𝑡) 𝑖 + 𝜔2 sin(𝜔𝑡) 𝑗 + 𝛼2𝑒−𝛼𝑡𝑘⃗  ;  ‖

𝑑2𝑟 2(𝑡)

𝑑𝑡2
‖ = √𝜔4 + 𝛼4𝑒−2𝛼𝑡 

L’intégrale : 

𝑢⃗ 1(𝑡) = ∫𝑟 1(𝑡)𝑑𝑡 = ∫[(3𝑡2)𝑖 − (2𝑡2)𝑗 + (𝑡 + 1)𝑘⃗ ]𝑑𝑡 

= (∫(3𝑡2)𝑑𝑡) 𝑖 − (∫(2𝑡2)𝑑𝑡) 𝑗 + (∫(𝑡 + 1)𝑑𝑡) 𝑘⃗  

= (𝑡3)𝑖 − (
2

3
𝑡3) 𝑗 + (

1

2
𝑡2 + 𝑡) 𝑘⃗ + 𝐶 1 

Condition initiale : 

𝑡 = 0 ⇒ 𝑢⃗ 1(𝑡 = 0) = 𝑖 + 𝑗 + 𝑘⃗ = 𝐶 1 

On a finalement : 

∫𝑟 1(𝑡)𝑑𝑡 = (𝑡3 + 1)𝑖 − (
2

3
𝑡3 + 1) 𝑗 + (

1

2
𝑡2 + 𝑡 + 1) 𝑘⃗  

 

 

 

Exercice 5 : 

La gradient : 

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑈 = ∇⃗⃗ 𝑈 =
𝜕𝑈

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑈

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑈

𝜕𝑧
𝑘⃗ = (4𝑥𝑦𝑧 + 𝑦𝑧)𝑖 + (2𝑥2𝑧 + 𝑥𝑧)𝑗 + (2𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦)𝑘⃗  

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑈(𝑀) = 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑈(1,−1,2) = −10𝑖 + 6𝑗 − 3𝑘⃗  

La divergence : 
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𝑑𝑖𝑣𝑉⃗ = ∇⃗⃗ . 𝑉⃗ =
𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑉𝑧
𝜕𝑧

= 3(𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑧 + 𝑧2𝑥) − 2(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) 

Le rotationnel : 

𝑟𝑜𝑡𝑊⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = ∇⃗⃗ ∧ 𝑊⃗⃗⃗ = |
|

𝑖 𝑗 𝑘⃗ 

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑊𝑥 𝑊𝑦 𝑊𝑧

|
| = (

𝜕𝑊𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑊𝑦

𝜕𝑧
) 𝑖 − (

𝜕𝑊𝑧

𝜕𝑥
−

𝜕𝑊𝑥

𝜕𝑧
) 𝑗 + (

𝜕𝑊𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑊𝑥

𝜕𝑦
) 𝑘⃗ 

= 0𝑖 − 3𝑧2𝑗 + (𝑦2 − 2𝑥)𝑘⃗  

 


