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Avant-propos

Ce document est un support de cours pour les enseignements de la statistique et des proba-
bilités. Il correspond essentiellement aux enseignements assurés aux étudiants de L2 Mathé-
matiques appliquées. Cependant, il peut étre utilisé pour l’enseignement d’autres filieres et
d’autres niveaux.

Ce cours couvre les outils élémentaires de la statistique descriptive et de la théorie des pro-
babilités. La premiere partie est constituée de trois chapitres, qui englobent le traitement et I'in-
terprétation des données et des informations recueillies, ainsi que la représentation sous forme
de graphiques, de tableaux et d'indicateurs statistiques de ces derniéres. La deuxiéme partie est
formée de quatre chapitres consacrés, respectivement, a ’analyse combinatoire, aux notions de
probabilités, aux variables aléatoires discretes et continues, ainsi qu’aux convergence de suites
de variables aléatoires.

Chaque chapitre se conclut par des exercices permettant de controler 1’acquisition des no-

tions essentielles qui y ont été introduites.
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CHAPITRE 1

Introduction, définitions,
terminologie et caractere
qualitatif

Sommaire
1.1 Introduction . . . . . . . .. i i i e e 1
1.2 Notions fondamentales . ... ... ... ... .. i i 2
1.3 Tableau statistique d"une variable statistique . ... ............... 3
1.4 Typesdescaracteres . .. . . ... ..o v i i i it it ittt 4
1.5 Représentations graphiques d’une série statistique qualitative . . . . . .. .. 5
1.6 EXercices . . . . . v v v i i i it e e e e 8

1.1 Introduction

La statistique est une science qui consiste a étudier la collecte de données, leur analyse, leur
traitement, l'interprétation des résultats et leur présentation afin de rendre les données com-
préhensibles par tous. Il ne faut pas confondre la statistique qui est la science qui vient d’étre
définie et une statistique qui est un ensemble de données chiffrées sur un sujet précis.

La statistique descriptive est une méthode de description de données recueillies a partir de
I’étude de certains phénomenes d’ordre économique, sociologique, ou expérimental, etc. Les
premiéres statistiques correctement élaborées ont été celles des recensements démographiques.
Ainsi le vocabulaire statistique est essentiellement celui de la démographie.

Les ensembles étudiés sont appelés population. Les éléments de la population sont appelés

individus ou unités statistiques. La population est étudiée selon un ou plusieurs caractéres.
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Chapitre 1 Introduction, définitions et terminologie, caractére qualitatif

1.2 Notions fondamentales

1.2.1 Population

On désigne sous le nom de population, un ensemble de personnes ou d’objets sur lequel on

fera une étude statistique. Cet ensemble est noté par (.

Exemple 1.1 On considere I'ensemble des étudiants de la section A. On s’intéresse au nombre de freres

et soeurs de chaque étudiant. Dans ce cas
Q1 = ensemble des étudiants.

1.2.2 Echantillon

C’est un sous-ensemble construit et représentatif d"une population donnée.

1.2.3 Individu (Unité statistique)
On appelle individu tout élément de la population (), il est noté w, (w dans ).

Remarque 1.1 L’ensemble 2 peut étre un ensemble de personnes, d’objets ou d’animaux, etc.
L'unité statistique est un objet pour lequel nous cherchons a recueillir de I"information.

Exemple 1.2 Dans 'exemple indiqué ci-dessus, un individu est tout étudiant de la section.

1.2.4 Caractere (variable statistique)

On appelle caractere (ou variable statistique, dénotée V.S) toute application
X:Q=C

L’ensemble C' est dit : ensemble des valeurs du caractere X (c’est ce qui est mesuré ou observé

sur les individus)

Exemple 1.3 la couleur, le sexe, le poids, la taille, la marque, le modele, le prix, la surface, etc.

1.2.5 Modalités (valeurs) d’un caractére

Les modalités d"un caractére ou d’une variable statistique sont les différentes valeurs que peut

prendre celle-ci.
Exemple 1.4 e Le caractere sexe présente deux modalités : Masculin, Féminin.

o Le caractere nombre d’enfants dans un ménage présente plusieurs modalités : 0,1,2,...
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Chapitre 1 Introduction, définitions et terminologie, caractére qualitatif

1.3 Tableau statistique d’une variable statistique

1.3.1 Effectif

Lorsque la population de taille N est répartie sur les différentes modalités, nous obtenons pour
chacune d’elle un nombre : c’est le nombre d’individus ayant cette modalité, on 1’appelle ef-
fectif. On note généralement leffectif correspondant a la modalité m;, par n; i = 1,k tel que
N=n1+no+...+ng.

1.3.2 Série statistique
Les couples (m;,n;), i = 1, k, constitués de la modalité m; et de l'effectif correspondant forment
une suite qu’on appelle série statistique.

1.3.3 Distribution statistique

Soit une population concernant N individus. Le classement des individus de cette population
selon les différentes modalités du caractéere donne naissance a une distribution statistique
généralement présentée dans un tableau statistique.

1.3.4 Fréquences relatives

La fréquence relative qui correspond a la modalité m; et qu’on note f; représente la proportion
d’individus de la population ayant la modalité m;. Elle est donnée par :

fi:%,izl,Q,...7k.
Remarque 1.2

k

Sfio = fAtfoto At S

i=1
_om Wy
= N+N ...+N,
B 77/1—|-’n/2—|—...—|-nk_1
= N =1.

1.3.5 Tableau statistique

Un tableau statistique est un tableau a deux colonnes. La premiere colonne de gauche est tou-
jours réservée aux modalités du caractere a étudier, tandis que celle de droite est utilisée pour
indiquer les effectifs ou les fréquences relatives correspondants aux différentes modalités.
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Chapitre 1 Introduction, définitions et terminologie, caractére qualitatif

Modalités | Effectifs | Fréquences relatives
my ny 1
ma N2 f2
i k
Total NIZ’I”LZ Zfzzl
i=1 =1

Exemple 1.5 On s’interesse aux types d’activités principales de 40 entreprises. Il y a 5 types possibles
(catégories) : I (Industrie), T (Transport), C (Communications), S (Services), A (Autres). Les données
sont résumées dans le tableau suivant :

activité principale | Nombre d’entreprise
Industrie 15
Transport 10
Communications 8
Services 3
Autres 4
Total 40

1. La population : entreprises, de taille : 40
2. Le caractere : Les activités principales (Catégories)
3. Les modalités : I (Industrie), T (Transport), C (Communications), S (Services) et A (Autres).

4. Tableau statistique :

Modalités n; fi

Industrie 15 | 15/40

Transport 10 | 10/40
Comunications | 8 | 8/40

Services 3 3/40
Autres 4 4/40
Total 40 1

1.4 Types des caractéres

Nous distinguons deux catégories de caracteres : les caracteres qualitatifs et les caractéres quan-
titatifs.
1.4.1 Caractere qualitatif (variable statistique qualitative)

Un caractere est dit de nature qualitatif si ses modalités ne sont pas mesurables ou si elles sont
désignées par des nomes.

Exemple 1.6 Le sexe (masculin, féminin), la profession (enseignement, architecure,. . .), I'état matrimo-
nial (marié, divorcé, célibataire).
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Chapitre 1 Introduction, définitions et terminologie, caractére qualitatif

Les modalités d'un caractere qualitatif peuvent étre classées sur deux types d’échelles : nomi-

nal ou ordinal.

a Caractere qualitatif nominal : un caractere qualitatif est dit nominal, lorsque ses modalités

ne peuvent pas étre classées de facon naturelle.
Exemple 1.7 La couleur des Yeux (noire, bleue, verte), le Sexe (Masculin, Féminin).

b Caractere qualitatif ordinal : un caractére qualitatif est dit ordinal, lorsque ses modalités

peuvent étre classées dans un certain ordre naturel.

Exemple 1.8 La mention au Bac (excellent, tres bien, bien, assez bien, passable).

1.4.2 Caractere quantitatif (variable statistique quantitative)

Une variable statistique est dite de nature quantitative si ses modalités sont mesurables.
Les différentes modalités d"une variable statistique quantitative constituent I'ensemble

des valeurs numériques que peut prendre la variable statistique.

a Caractere quantitatif discret : Une variable statistique est discrete lorsque ses modali-

tés sont des valeurs numériques isolées (nombres entiers).

Exemple 1.9 Nombre d’enfants dans une famille, nombre de pieces défectueuses dans un
lot.

b Caractére quantitatif continu : Une variable statistique est dite continue lorsque ses
valeurs possibles sont dans un intervalle de R. Le nombre de ces valeurs est toujours
infini. D'une facon générale toutes les grandeurs liées a I’espace (longueur, surface),
au temps, a’age, a la durée de vie, a la masse, au poids ou encore aux combinaisons
de ces éléments (vitesse, débit, densité) sont des variables continues.

Exemple 1.10 Poids, taille, diametre d une piece.

1.5 Représentations graphiques d’une série statistique qualitative

A partir de I'observation d'un caractere qualitatif (nominal et ordinal), deux diagrammes per-
mettent de représenter cette variable : le diagramme en bandes (dit tuyaux d’orgue) et le Dia-

gramme par secteur (diagramme circulaire).

1.5.1 Tuyaux d’orgue

Nous portons en abscisses les modalités, de fagon arbitraire. Nous portons en ordonnées des
rectangles dont la longueur est proportionnelle aux effectifs, ou aux fréquences, de chaque

modalité, (voir figure 1.1).
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Chapitre 1 Introduction, définitions et terminologie, caractére qualitatif

nouf -

Modalité 1 Modalité 2 Modalit¢ 3~ Modalité 4

FIGURE 1.1: Tuyaux d’orgue.

1.5.2 Diagramme par secteur (diagramme circulaire)

Les diagrammes circulaires consistent a partager un disque en tranches, ou secteurs, correspon-
dant aux modalités observées et dont la surface est proportionnelle a I'effectif, ou a la fréquence,

de la modalité (voir Figure 1.2).

M1

M5
M2

M3
M4

FIGURE 1.2: Diagramme circulaire.

Le degré d'un secteur est déterminé a 1’aide de la régle de trois de la maniere suivante :

N — 360°
n; — d;, (degré dela modalité i)

Dong,
~ n; X 360

d; N

Exercice 1.1 La série statistique suivante donne la répartition de 65 étudiants selon leur niveau d’étude

(année de scolarisation).
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Chapitre 1 Introduction, définitions et terminologie, caractére qualitatif

L3, M1,L3,L1,M2,L.3,L1,L3,L.2,M1,M2,M1,L3,L.2,L.2,L1,M2,L1,L3,L.2,L.2,M1,M1,M2,
L3,M2,L1,L1,L.2,M1,L1,L2,L1,M2,L1,L1,M1,L3,L3,L3,M1,L2,L1,M2,L.2,M1,L2,M1,
L3,M2,L.2,M1,L1,M2,L.3,M1,L2,L.2,M2,L.3,L2,M1,L3,M2,L2.

1. Déterminer la population étudiée et sa taille.
2. Quel est le caractere étudié, sa nature et ses modalités.
3. Donner le tableau statistique.
4. Représenter graphiquement cette distribution.
Solution :
1. La population : les étudiants, sa taille : 65.
2. Le caractere : niveau d’étude, sa nature : qualitatif ordinal, ses modalités : L1,0.2,1.3,M1,M2.

3. Tabeau statistique :

Modalités | n; fi
L1 12 | 12/65
L2 15 | 15/65
L3 14 | 14/65
M1 13 | 13/65
M2 11 | 11/65
Total 65 1

4. Resprésentation graphique :

L2

L3

M2

L L2 L3 M1 M2

(a) (b)

FIGURE 1.3: Tuyaux d’orgue (a) et diagramme circulaire (b) des niveaux d’étude de 65 étudiants
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Chapitre 1 Introduction, définitions et terminologie, caractére qualitatif

1.6 Exercices

Exercice 1.2 Parmi les caracteres ci-dessous, quels sont les caracteres qualitatifs ( nominaux, ordinaux)
et quels sont les caracteres quantitatifs (discrets, continus) ? Citer quelques modalités susciptibles d’étres
prises par chaque caractere :

Revenu annuel, nombre de maisons vendues par ville, catégorie socio-professionnelle d’un employé, la
langue parlée par chaque pays, les groupes sanguins, la superficie d’une entreprise, la taille d'une per-
sonne, le poids d’une personne, la moyenne des étudiants, citoyenneté, la couleur des yeux, la mention,
état matrimonial.

Exercice 1.3 Proposer des exemples de variables quantitatives transformées en variables qualitatives.

Préciser les modalités de cette derniere.

Exercice 1.4 1. Citer trois caracteres qualitatifs nominaux.
2. Citer trois caracteres qualitatifs ordinaux.
3. Citer trois caracteres quantitatifs discrets.

4. Citer trois caractéres quantitatifs continus.

Exercice 1.5 Déterminer la population et sa taille, le caractere, sa nature et ses modalités dans chaque

étude statistique suivante :

o Cinquante éprouvettes d’acier spécial sont soumises a des essais de résistance. Pour chacune on
note le nombre de chocs nécessaires pour obtenir la rupture.

o Une entreprise s'intéresse a I'achalandage (nombre de visiteurs) quotidien de son site web pendant
le mois de janvier.

o On s’intéresse au nombre de pieces défectueuses produites par 20 machines d’une usine au cours

d’une journée.

o Une grande entreprise utilise 5 usines de fabrication de tailles différentes. Les parts du chiffre
d’affaires (CA) pour chacune d’entre elles sont : 30%, 30%, 20%, 15% et 5%.

Exercice 1.6 Le tableau suivant donne la répartition selon le groupe sanguin de 40 individus pris au

hasard dans une population,

Groupes sanguins A| B | AB

Nombre de personnes | 20 | 10 | = | 5

1. Déterminer la population étudiée et sa taille.
2. Quel est le caractere étudié et sa nature?

3. Déterminer I'effectif des personnes ayant un groupe sanguin AB.
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4. Représenter graphiquement cette distribution.

Exercice 1.7 A la question,”Les statistiques permettent de mentir avec assurance : Quelle est votre
opinion ?"”, 80 personnes interrogées ont ainsi répondu :

Pas du tout d’accord | 10
Plutét d’accord 15
Indiférent 12
Plutét en accord 18
Tout a fait d’accord | 25

1. Quelle est la population étudiée et sa taille ?

2. Quel est le caractere étudié et donner sa nature ?
3. Quelles sont les modalités du caractére?

4. Donner le tableau statistique.

5. Représenter graphiquement cette distribution .
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CHAPITRE 2

Variable statistique discrete

Sommaire
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2.8 EXercices . . . . . .o i it i e e e e e e e 20

2.1 Introduction

Le caracteére statistique peut prendre un nombre fini de valeurs (nombre d’enfants, nombre de

piéces, ...). Dans ce cas, le caractére statistique étudié est alors appelé un caractere discret.

Exemple 2.1 Un quartier est composé de 50 ménages et la variable X représente le nombre de personnes

par ménage. Les valeurs de la variable sont :

Nous avons

G xR L0 N =

G xR W N =
G W N =
G xR W N =
G xR W W =
S R LW LN
SN xR LW W N
SN R LW W N
o KR W W N
S G N W N

o Population (§2) ensemble des ménages

e Individu (w) un ménage

Y. ZIANE

10
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o Caractére (Variable statistique) X nombre de personnes par ménage :

X :iw— X(w).

On lit, au ménage w, on associe X (w) = nombre de personnes dans ce ménage

2.2 Tableau statistique

Soit X une variable statistique discrete qui prend les valeurs (modalités) 1, x2, ...,z avec
1 < a9 < ... < ay et supposant qu'il existe n; individus ayant la valeur ;. Le tableau statis-

tique correspondant a une variable statistique discréte est présenté sous la forme suivante :

Modalités «; | Effectifs n; | Fréquences relatives f;
Ty ni bil
T2 no f2
Tk nr fk
k k
Total N = Z n; Z fi =1
i=1 i=1

ol f; = X représente la proportion d’individus ayant la valeur ;; i = 1, k.

2.3 Représentation graphique des effectifs et fréquences relatives

Les effectifs n; (resp. les fréquences ralatives f;) pour une variable statistique discréte sont

représentés par un diagramme en batons.
o Sur l'axe des abscisses, on positionne les différentes valeurs de la variable statistique X ;
o Sur l’axe des ordonnées on représente les effectifs n; ou les fréquences relatives f;;

e Pour chaque valeur x;, on trace un trait (baton) perpendiculaire a I’axe des abscisses dont
la hauteur est proportionnelle a I'effectif n; ou aux fréquences relatives f;. Voir la figure
(2.1).

¢ Enreliant les sommets des batons on obtient un polygdne des effectifs (ou des fréquences).
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FIGURE 2.1: Diagramme en batons.

2.3.1 Polygone des fréquences

Il permet de représenter sous forme de courbe, la distribution des fréquences. Il est obtenu en

joignant, par des segments de droite, les sommets de chaque batéon du graphe.

Exemple 2.2 Dans I'exemple précédent, le tableau statistique est le suivant :

x| ng fi
1 |5 ] 5/50
2 | 9] 9/50
3 |15 15/50
4 |10 10/50
5 | 6| 6/50
6 3/50
8 | 2| 2/50
Total | 50 1

La représentation graphique de cette série de données est illustrée par le diagramme en batons de la figure
suivante :

FIGURE 2.2: Diagramme en bitons qui représente le nombre de personnes par ménage.
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2.4 Effectifs cumulés et fréquences cumulées

2.4.1 Effectifs cumulés croissants et fréquences cumulées croissantes

L'effectif cumulé croissant (resp. fréquence cumulée croissante) correspondant a la valeur x;
(i = 1,k) est le nombre d’individus (resp. proportion d’individus) ayant une valeur de la va-
riable X inférieure ou égale a x; (i = 1, k) ou bien strictement inférieure a ;41 (i = 1,k). On
note Ni+ (resp. Fi+).

On a, effectifs cumulés croissants :

+ .
Nl = ni;

Ny = ny+ng =N +n;

Nt = n1+n2+...—|—ni:Nit1+ni;

N,:' = n1—|—n2+...—|—nk:N]:'_1—|—nk:N.
Les fréquences cumulées croissantes :
+ .
Fl - fla

= fitfo=F+ fo

Ff o= it et 4 fi=Fo 4 i

Ff = fitfot. . +f=F +fi=1

2.4.2 Effectifs cumulés décroissants et fréquences cumulées décroissantes

L'effectif cumulé décroissant (resp. fréquence cumulée décroissante) correspondant a la valeur
z; (i = 1,k) est le nombre d’individus (resp. proportion d’individus) ayant une valeur de la
variable X supérieure ou égale a z; (i = 1, k) ou bien strictement supérieure a z;+1 (i = 1, k).
On note N; (resp. I ).
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On a, effectifs cumulés décroissants :

N = N;
Ny = no+ng+...+n,=N; —ni;
N, = ng=N_; —ng_1.

Les fréquences cumulées décroissantes :

Fr =1

Fy = fo+fa+...+fe=F — fi;
Fro= fitfin+t...+fi=F_— fi-y;
Fe = fk=F_;— fe-1.

Remarque 2.1 Pour vérifier I'exactitude des calculs, on peut utiliser les inégalités suivantes : N = N,
N, =ng, Ff =1, F = fp

b_NS e N
Remarque 2.2 ;" = et Iy = F-,i=1,2,... k.

=2
i

Exemple 2.3 Nous calculons les effectifs cumulés (croissants (N;Y) et décroissants (N; )> et les fré-

quences cumulées <cr0issantes (F;t) et décroissantes (F; )) pour la série statistique de I'exemple précé-

dent :
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wi || fi | NSNS | FSO R
5101 5 |5 |01 1
9 (018 | 14 | 45 | 028 | 0.9
15| 0.3 29 36 | 0.58 | 0.72
0.2 39 21 |1 0.78 | 0.42
6 |012] 45 | 11 | 09 | 0.22
3 | 006 | 48 5 0.96 | 0.1
8 | 21004 50 | 2 1 |0.04

Total | 50 1

SN O W N
—
(=

2.4.3 Représentation graphique des effectifs (resp. fréquences) croissants et
décroissants (resp. croissantes et décroissantes)

Les N et les F;" sont représentés par la courbe en escalier cumulative croissante tandis que
les N; etles I;” sont représentés par la courbe en escalier cumulative décroissante.
Afin de mieux comprendre comment représenter les effectifs cumulés et les fréquences cumu-

lées, nous allons représenter les N;" et les N;” pour I'exemple 2.1.

FIGURE 2.3: Courbe cumulative des fréquences cumulées croissnates et décroissantes qui représente le nombre de
personnes par ménage.

2.5 Fonction de répartition

Soit la fonction Fy : IN — [0, 1] définie par :
Fx(x) := pourcentage des individus dont la valeur du caractere est < .

Cette fonction s’appelle la fonction de répatition du caractere X.
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Proposition 2.1 La fonction de répartiton est définie par
Fx:IN — [0,1]
x — Fx(z)

)
0, =<uwy;
F, o <xz<ua;

Fi, @ <x<wig1;

1, x2a.
Exemple 2.4 La fonction de répartition de la série statistique donnée dans I'exemple 2.1 est la suivante :
Fx . N — [0, 1]

Fx(x1) = f1i=0.1

Fx(z2) =fi+ f2=01+0.18 =0.28

Fx(xz3)=fi+ fo+ f3=0.1+0.18+0.3 = 0.58
Fx(xy)=fi+fo+fs+f1=01+0.184+0.3+0.2=0.78
Fx(as)=fi+tfo+tfs+fi+fs=01+018+0.3+0.2+0.12=0.9
Fx(ze)=fi+fot+fs+fi+fs+f6=01+018+0.3+0.2+0.12+0.06 = 0.96
Fx(zr)=fi+tfot+fa+fat+fs+fo+fr=01+018+0.3+0.2+0.12+0.06+0.04 =1

0, r<l1;

0.1, 1<x<2;
028, 2<ux<3;
058, 3<ux<4;
0.78, 4<ux<5;
09, 5<x<6;
0.96, 6<z<8;
1, x> 8.

2.6 Parametres de position (caractéristiques de tendance centrale)

Ces parametres permettent de situer I'ensemble des effectifs de la population par rapport au
caractere étudié. Ce sont des quantités qui visent a résumer le mieux possible la nature de la
distribution.

Les parametres de tendance centrale utilisés de fagon courante sont : Mode, Médiane, Moyenne

et les quartiles.
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2.6.1 Mode

Le mode d"une variable statistique discrete est la valeur qui a le plus grand effectif (ou la plus

grande fréquence), il est noté par M.

Exemple 2.5 Dans I'exemple du nombre de personnes par ménage (exemple 2.1), le mode est M, = 3
personnes, car l'effectif maximum nmax = 15 ménages (fréquence maximal fmax = 0.3).

Remarque 2.3 Graphiquement (diagramme en bitons) le mode correpond a I'abscisse du plus haut

baton.

2.6.2 Médiane

La médiane représente la valeur de la variable statistique qui partage la population en deux
sous-ensembles d’individus d’effectifs égaux, elle est notée par Me. Le calcul de la médiane se
fait par deux méthodes différentes :

1. Méthode 1:

(a) On ordonne par ordre croissant les valeurs de la série (x;) on obtient une nou-

i=1ln’

velle série ordonée qu’on note (y;) avecy1 <o < ... < yp;

i=1:n’
(b) On distingue deux cas:

(i) n estimpair (n = 2p + 1). Alors
Me = Ypt1 = Yni1.
(ii) n est pair (n = 2p). Alors

Me o Yot ypn _ Y3 TYGH)

2 2

2. Méthode 2 :
Dans ce cas la détermination de la médiane se fait par trois étapes :

(a) On calcule les N;" ou les I ;

(b) On identifie le plus petit N;" supérieur ou égal a % (notons ce N;" par N**) ou la
plus petite Ff supérieure ou égale a 0.5 (notons ce Fi+ par ')

(c) La médiane Me est alors la valeur de la variable statistique qui correspond a N**
ou F*.

Remarque 2.4 F(Me) = 0.5.

Exemple 2.6 Calculons la médiane pour l'exemple 2.1.

1. Méthode 1 :
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(i) Ordonnerlasérie:1 <2<3<4<5<6<8.
s _ ; _ _ _ Y25+Y2541 y570+y%+1
(ii) n = 50 un nombre pair (n = 50 = 2 X 25), donc Me = 5 = 5

(iii) Me =343 =3.

2. Méthode 2 :

() le plus petit N;* supérieur ou égale a % = %) = 25 est N** = 29 donc la médiane est
Me=x3=3

(i) la plus petite ;" supérieure ou égale 4 0.5 est F** = 0.58, donc la médiane est Me = x3 = 3

2.6.3 Moyenne

k
Considérons la série statistique (z;,n;), ¢ = 1: k avec > n; = N. La moyenne arithmétique
_ i=1
notée par X est donnée par la formule suivante :

. 1 k k
X =— Z n,xr; = Z fZ.Ll (21)
N i=1 i=1

Exemple 2.7 La moyenne arithmétique de la série statistique de I'exemple 2.1 qui correspond au nombre
moyen de personnes de chaque ménage est :
17

— 1
X = —Znimi:%(l><5—|—2><9—|—3><15+4><10+5><6—|—6><3+8><2);

50 =1

7
= Zfia;izl><0.1—|—2><0.18+3><0.3—|—4><0.2—|—5><0.12—|—6><0.06—|—8><0.04;
i=1

= 3.44.
2.6.4 AQuartiles
Il existe trois quartiles :

1. Le premier quartile (), : représente le plus petit N;" supérieur ou égal a % (notons ce N,
par N**) ou la plus petite F;" supérieure ou égale a 0.25 (notons ce F;" par F™*). Le Q;

est alors la valeur de la variable statistique qui correspond a N** ou F+*.
2. Le deuxieéme quartile Qs : le Q)7 est égal a la médiane.

3. Le troisi¢me quartile Q; : représente le plus petit N;" supérieur ou égal a 2 (notons ce
N;" par N™*) ou la plus petite F;" supérieure ou égale a 0.75 (notons ce F;" par F'**). Le
Q3 est alors la valeur de la variable statistique qui correspond a N** ou F ™.
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Remarque 2.5 F(Q1) = 0.25, ['(Q3) = 0.75.

Exemple 2.8 Pour I'exemple 2.1

o Le premier quartile Q1 = x5 = 2 car le plus petit N;" supérieur ou égal § = 32 = 12.5 est

N = Nj- = 14 et la plus petite I supérieure ou égale i 0.25 est F™* = F5" = 0.28.

o Le deuxieme quartile Qo = Me = 3.

o Le troisieme quartile Q3 = x4 = 4 car le plus petit N;* supérieur ou égal % = 150 — 37.5 est

Nt = N = 39 et la plus petite ;" supérieure ou égale i 0.75 est F™* = " = 0.78.

2.7 Parametres de dispersion

Les parametres de dispersion sont calculés dans le but de mesurer la dispersion des diffé-
rentes valeurs de la variable statistique autour d’une valeur centrale comme la moyenne. Les
caractéristiques de dispersion les plus fréquemment utilisées en statistique sont : I'étendue, la
variance, I'écart-type, I'intervalle interquartile et I’écart interquartile.

2.7.1 Etendue

L'étendue (notée F) est la différence entre la plus grande (xmax) et la plus petite (zmin) des
valeurs observées.

F = Tmax — Tmin;

Tmax = max{xi,i =1: N} et Tmin = min{a:i,i =1: N}.

2.7.2 \Variance

La variance (notée V(X)) est donnée par la formule suivante :

=1 =1

Pour des calculs simples, on utilise généralement la formule suivante :
1 & PR 2
V(X) = 2mii =X =) fir} =X

2.7.3 Ecart-type

L'écart-type (noté o x) est donné par la fomule suivante :

ox =/V(X).
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e Si oy est grand, alors les différentes valeurs de la variable statistique X sont fortement

dispersées autour de la moyenne.
e Si ox est petit, alors les différentes valeurs de la variable statistique X sont faiblement

dispersées autour de la moyenne.

2.7.4 Ecart interquartile

On appelle Ecart interquartile (noté F1Q)), la différence entre le troisieme et le premier quartile

(Q3 et Q1), il est donné par la formule suivante :
EIQ = Q3 — Q1.

2.7.5 Intervelle interquartile

L’intervelle interquartile (noté 7)) est donné par :

1Q = [Q1, Qs].

C’est donc l'intervalle qui contient 50% des observations en laissant 25% a droite et 25% a

gauche.
Exemple 2.9 Les parametres de dispersion de la série statistique de I"exemple 2.1 sont donnés par :

o Etendue: E = Tmax — Tmin =8 — 1 = 7.

o Variance :

Ead

1 — 1
V(X) = Nme?—XQ:%(SX1—|—9><22—|—15><32+10><42—|—6><52+3><62+2><82)—(3.44)2
i=1

k
= me? —XP= (01X 14018 %22 +0.3X 3% +0.2X 42+ 0.12 X 52 + 0.06 X 62 + 0.04 X 82) — (3.44)2

i=1

= 2.6064.

o Lcart-type: ox = \/V(X) = 1/2.6064 = 1.61.
e Fcart interquartile: F1Q = Q3 — Q1 =4 —2 = 2.

o Intervalle interquartile : 1Q) = [2,4].

2.8 Exercices

Exercice 2.1 Dans une petite localité, on a relevé le nombre de pieces par appartement :

Nombre de pieces 1123|456
Nombre d’appartements | 48 | 72 | 96 | 64 | 39 | 25 | 3
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1. Quelle est la population étudiée ? Donner sa taille.

2. Déterminer la variable statistique étudiée, sa nature et ses modalités.

3. Dresser le tableau statistique.

4. Donner la représentation graphique de la série.

Exercice 2.2 On observe les arrivées des clients a un bureau de poste pendant un intervalle de temps

donné (10 minutes). On répétant 100 fois cette observation, on obtient les résultats suivants :

Nombre d’arrivées 1

2134 |56

Nombre d’observations | 15

2512612077

1. Représenter graphiquement ces résultats.

2. Calculer la moyenne arithmétique, la variance et I'écart-type.

3. Calculer le mode, la médiane, les quartiles et donner la signification concrete de chaque valeur.

4. Calculer l'intervalle interquartile.

Exercice 2.3 Soit la fonction de répartition suivante :

0,
0.08,
0.12.
0.24,
Fx(z) =< 0.40,
0.52,
0.8,
0.88.
L,

1. Quelle est la nature du caractére étudié ?

2. Tracer le graphe de Fx.

T < 30;

30 <z < 38;
38 < <42;
42 < x < 50;
50 <z < 60;
60 <1 < 64;
64 <z <70;
70 < < 74;
x > 74.

3. Déduire graphiquement les valeurs des quartiles.

4. Donner la distribution de la série et sa représentation graphique.

5. Tracer le polygone des fréquences et déterminer le mode.

Exercice 2.4 On lance 30 fois de suite 5 piéces de monnaie, a chaque fois on compte le nombre de faces

obtenu, les résultats obtenus sont donnés par le tableau suivant :

Y. ZIANE
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xi | ni | fi | FiF
0 0.1
1 0.3
2 0.4
3 0.7
4 0.9
5 1
Total | 30 | 1

1. Quelle est la nature de la variable ?

2. Compléter le tableau et donner la représentation graphique de la série statistique.
3. Calculer le mode, le premier, le deuxieme et le troisieme quartile.

4. Calculer la moyenne et I'écart-type.

5. Déterminer la fonction de répartition.

6. Donner la représentation graphique de '™
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Nous rappelons qu’une variable statistique quantitative concerne une grandeur mesurable.
Ses valeurs sont des nombres exprimant une quantité et sur lesquelles les opérations arithmé-
tiques (addition, multiplication, etc,...) ont un sens. Nous allons dans ce chapitre se focaliser
sur la V.S quantitative continue.

Une variable statistique continue peut prendre une infinité de valeurs possibles. Le domaine
de la variable est alors R ou un intervalle dans R.

Exemple 3.1 Soit I'ensemble des nouveaux nés au C.H.U d’une ville pendant les 3 premiers mois de
2019. Nous désignons par X le poids des nouveaux nés. On suppose que : Tmin = 2.701 et Tmax =
5.001.

3.1 Classe de valeurs

On appelle classe de valeurs de la variable statistique X un intervalle de type [a, b[ tel que

X € [a. b sietseulementsia < X(w) < b, c’est a dire, que les valeurs du caractere sont dans la
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classe [a, b[.

Lorsque le nombre d’observations est grand, on procéde au classement des données. Le

classement des données consiste a regrouper les différentes observations sous forme d’inter-

valles disjoints et cela en utilisant la formule de Sturge suivante k = 1 4 3.3log;y(n). Ces inter-

valles sont des modalités de la variable statistique continue X. On les appelle classes notée C;.

La classe C; est donnée par :

Ci = [61_1,61‘[,7: = 1,...,k}.

e ¢;_1:borne inférieure,

e; : borne supérieure,

3.2 Tableau statistique

Le tableau statistique d’une varibale statistique continue est représenté sous la forme :

Centre de la classe C; noté x; est : z;

2

ei—1+te;

Amplitude de la classe C; notée a; est : a; = ¢; — ¢;—1,

Modalités C; | Effectifs n; | Fréquences relatives f;

[60761[ ny fi
le1, ea] na f2
lei—1. e g fi
lex—1,ex| Nk Tk

E E

Total N = Z ng Z f7 =1
i=1 i=1

ol f; = Rt représente la proportion d’individus ayant la valeur de la variable statistique appar-

tenant a la classe C;; i — 1, k.

Exemple 3.2 On mesure la taille en centimetres de 50 éleves d'une classe :

152 152 152
156 156 156
159 159 160
162 162 163
168 168 168

153
156
160
164
169

153
156
160
164
169

154
157
160
164
170

154
157
160
164
171

154
157
161
165
171

155
158
161
166
171

155
158
162
167
171

On a les classes de tailles définies comme suit :
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[151.5,155.5]
[155.5,159.5]
[159.5,163.5]
[163.5,167.5]
[167.5,171.5]

Le tableau statistique correspondant a la variable statistique taille des éleves est le suivant :

Classes C; n; fi
[151.5,155.5] | 10 | 0.20
[155.5,159.5] | 12 | 0.24
[159.5,163.5 | 11 | 0.22
[163.5,167.5] | 7 | 0.14
[167.5,171.5] | 10 | 0.20

Total 50 1

3.3 Représentation graphique des effectifs et fréquences relatives

Les effectifs n; (resp. les fréquences relatives f;) pour une variable statistique discréte sont

représentés par un histogramme. On distingue deux cas :

e Amplitudes des classes égales :
On positionne les bornes des différentes classes sur 1’axe horizontal de 'histogramme, et
on positionne les effectifs n; (resp. les fréquences relatives f;) sur son axe vertical. Puis on
trace pour chaque classe C; un rectangle dont la largeur est proportionnelle a 'amplitude

de la classe et la longueur est proportionnelle a I'effectif n; (resp. la fréquence f;).

e Amplitudes des classes différentes :
On positionne les bornes des différentes classes sur 1’axe horizontal de 1'histogramme, et
on positionne les effectifs corrigés n) = o> (resp. les fréquences relatives corrigées fi= CJ%)
sur son axe vertical. Puis on trace pour chaque classe C; un rectangle dont la largeur est
proportionnelle a I'amplitude de la classe et la longueur est proportionnelle a l'effectif

corrigé n), (resp. la fréquence corrigée f/).

Voir la figure 3.1,

nyouf;

[e| ’ez[ [92 ’e:s[

Classes &8,

FIGURE 3.1: Histogramme.
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3.3.1 Polygone des fréquences

Il permet de représenter sous forme de courbe, la distribution des fréquences. Il est obtenu en
joignant, par des segments de droite, les milieux des cotés supérieurs de chaque rectangle de
I'histogramme. Pour fermer ce polygdne, on ajoute a chaque extrémité une classe de fréquence

nulle.

Exemple 3.3 La représentation graphique de I'exemple 3.2 est donnée par I’histogramme suivant :

000 CO01 002 033 004 005 COE
I

r T T T T 1
1515 1555 159.5 163.5 167.5 1715

FIGURE 3.2: Histogramme des fréquences.

3.4 Effectifs cumulés et fréquences cumulées

Les effectifs cumulés (croissants N;" et décroissants ;") (resp. les fréquences cumulées (crois-
santes FiJr et décroissantes I, )) d’une variable statistique continue sont calculés de la méme

maniere qu’une variable statistique discrete.
Exemple 3.4 Dans I'exemple précédent (3.2), nous calculons les effectifs cumulés (croissants (N;Y) et

décroissants (N, )) et les fréquences cumulées <croz'ssantes (I7) et décroissantes (I, )) pour la série

statistique :

Classe C; | n; | fi | N | N7 | FX | F
[151.5,155.5] | 10 | 0.20 | 10 | 50 | 0.20 1
[155.5,159.5] | 12 | 0.24 | 22 40 | 0.44 | 0.8

[
[
[159.5.163.5] | 11 | 0.22 | 33 | 28 | 0.66 | 0.56
[
[

[163.5,167.5 7 1014 | 40 17 | 0.8 | 0.34
[167.5, 171.5 10 | 0.20 50 10 1 0.2
Total 50 1
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3.5 Représentation graphique des effectifs (resp. fréquences) crois-
sants et décroissants (resp. croissantes et décroissantes)
1. Les effectifs cumulés croissants N; (resp. les fréquences cumulées croissantes F;") sont
représentés par un graphe appelé courbe cumulative croissante. Sur 1’axe horizontal on

positionne les bornes des différentes classes, sur I'axe vertical, on positionne les N;" (resp.

F;). Puis on relie par des segments continus les points :
(€0,0), (e1, N{ ), ..., (€, N ), oo (g, N),

(resp. (€0,0), (e1, Iy ), ..o (i, D), (e 1)) )

En d’autre terme, on relie les points de 1’abscisse (la borne supérieure de la classe C;) et

l'ordonnée la valeur de N;" ou F;.

2. Les effectifs cumulés décroissants N, (resp. les fréquences cumulées décroissantes I )
sont représentés par un graphe appelé courbe cumulative décroissante, sur 1’axe hori-
zontal on positionne les bornes des différentes classes, sur 1’axe vertical, on positionne les

N, (resp. F;"). Puis on relie par des segments continus les points :

(60, N), (61, N2_)7 ey (61‘_1, Ni_), ceey (Ck, 0),

(resp. (eo,1),(e1, Fy ), ..., (eim1, Fy ), .., (ek,0)> .

En d’autre terme, on relie les points de l’abscisse (la borne inférieure de la classe C;) et

I'ordonnée la valeur de N;” ou F; .

Remarque 3.1 Le point d'intersection de la courbe de N;" et celle de N;~ (resp. la courbe de I';" et celle
de I, ) est le point (Me, ) (resp. Me, 0.5)

Exemple 3.5 Afin de mieux comprendre comment représenter les effectifs cumulés et les fréquences
cumulées, nous allons représenter les F et les I, de I'exemple 3.2.
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FIGURE 3.3: Courbe cumulative des fréquences cumulées croissnates et décroissantes qui représente la taille en
centimetres de 50 éléves.

3.6 Fonction de répartition

La fonction F'x : R — [0, 1] définie par :
Fx représente le pourcentage d’individus dont la valeur du caractere est inférieure ou égale a

z. Elle est donnée par
Fx:R — [0,1]
x — Fx(x)

0, T < eo;

Fx(z) =3 Fi-1+ (x— 61—1);}%7 ei-1 <z <e;

1, T > ep.

Exemple 3.6 La fonction de répartition donnée par la série statistique de I'exemple 3.2 est :
F:R — [0.1]

r — Fx(x)

Y. ZIANE 28



Chapitre 3 Etude d’une variable statistique continue

0, six < 151.5;
0+ (v — 151.5) 20 si151.5 <@ < 155.5;
0.20 + (v — 155.5) 224 5i155.5 < & < 159.5;
Fx(z) =4 044 + (x —159.5)%22 i 159.5 <z < 163.5;
0.66 + (v —163.5)%1%  5i163.5 < x < 167.5;
0.8+ (¢ —167.5)%20 51675 <& < 171.5;
1 six > 171.5.

3.7 Parametres de position (caractéristiques de tendance centrale)

3.7.1 Mode

Pour calculer le mode d’une maniére exacte, nous allons déterminer d’abord la classe modale.

Définition 3.1 La classe modale correspond a la classe qui a le plus grand effectif (ou la plus grande
fréquence relative), elle est notée C' Mo.

Supposant que la classe modale est CMo = [e;—1, ;] et les amplitudes des classes sont égales,
le mode est égal a :

Aq
Mo=¢ei—1+a;| —+— ], 3.1
omera(55s,) e
ol
e ¢;_1 :la borne inférieure de la classe modale;
e a;: les amplitudes des classes;

o Ay =n;—ni—1oul = fi — fi1;
o Ao =n; —nirrouly = fi — fiy1.

Remarque 3.2 Dans le cas oit les amplitudes sont différentes, on utilise toujours la formule (3.1), mais
avec les effectifs corrigés nj = 3+ ou les fréquences corrigées f] = C{—

Ciasse ot 1, o,
JI‘ { } ‘r-
U

0 1 |

Lokl [ Lol My Lbal
o Classes G

[ T IRE I S =

M ou f;

-

FIGURE 3.4: Détermination graphique du mode.
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Exemple 3.7 Dans I'exemple taille des éleves (exemple 3.2), la classe modale est CMo = [ej—1.ei[=
le1. ea[= [155.5,159.5[.

e q; =4;
e Ai=ny—n1=12—-10=20u A1 = fo— f1 =0.24 — 0.2 = 0.04;
e Ay =nys—n3=12—-11=1ou A1 = fo — f3=0.24 —0.22 = 0.02;

Mo = ey + ai(x55;) = 1555+ 4(327) = 155.5 + 4(yg12003) = 158.16

3.7.2 Médiane

Pour calculer la médiane d’une maniere exacte, nous allons déterminer d’abord la classe mé-

diane.
Définition 3.2 La classe médiane correspond a I'effectif (ou fréquence) cumulé croissant vérifiant :

N

Nt < 5 <N ouFt; <05<F;

elle est notée par C Me, donc la classe médiane est CMe = [ej—1, ¢;].

La classe médiane est CMe = [e;—1, €[, la médiane Me associée & cette classe est égale a :
n _ Nt
2 i—1 ).
Me = ei—1 + a; <> ;
Uz

ou

05— F1,
Me=ei—1+a; | —— .
fi

Exemple 3.8 Pour l'exemple 3.2, la classe médiane est : [e;—1, e;[= [e2, e3[= [159.5, 163.5]
car,22 = Ny <25 < Nj" =33 0u 0.44 = F;” < 0.5 < F;” = 0.66.

25 — 292
Me =159.5 + 4 < ) — 160.59;
ou 0.5 — 0.44
[e = 159. 27 ) —160.59.
Me =159.5+ 4 < 55 )

3.7.3 Quartiles

1. Le premier quartile @), : la classe du premier quartile correspond a l'effectif (ou fré-

quence) cumulé croissant vérifiant :

N
Nt < T <N ouFt; <025 < Ff

Y. ZIANE 30



Chapitre 3 Etude d’une variable statistique continue

elle est notée par C'Q1, donc la classe du premier quartile est CQ; = [e;—1, e;[. Le premier

quartile ()1 est donné par :

N +
N _NT
Q1= ei-1+a <M> ;
ng
ou
0.25 - F1,
Qi=ei1ta | ——|.
fi

2. Le deuxiéme quartile ()5 : la classe du deuxieme quartile correspond a l'effectif (ou fré-
quence) cumulé croissant vérifiant :

Nitl < < Ni+ ou thl <05< Fi+;

N
2
elle est notée par C(Q2. Ona C(Q2 = C'Me et le deuxiéme quartile Q2 = Me

3. Le troisieme quartile Q3 : la classe du troisieme quartile correspond a l'effectif (ou fré-
quence) cumulé croissant vérifiant :

3N
Nitl < e < N{" ou F{tl <0.75 < Fi+;

elle est notée par C'Q)3, donc la classe du troisieme quartile est CQ3 = [e;—1, ¢;[. Le troi-

siéme quartile ()3 est donné par:

3N +
SN _ N+
Q3 =c¢i—1+a (4”> ;
n;
ou
Q3=¢€i—1+a; | ———|.
fi

Exemple 3.9 Nous calculons le premier, le deuxieme et le troisieme quartile de I'exemple 3.2 :

o Le premier quartile ), : la classe du premier quartile CQy est : CQ1 = [ej—1, ¢i[= [e1. e2[=
[155.5, 159.5(
car, 10 = N7 <25 < N =220u0.2 = F5f <0.25 < Fy = 0.44;

12.5-10
Q1 =155.5 14 <12> = 156.33;
o 0.25—-0.2

o Le deuxiéme quartile Q)3 : la classe du deuxieme quartile est CQo = CMe = [159.5,163.5],
donc le deuxieme quartile est Q2 = Me = 160.59.

o Le troisieme quartile Q3 : la classe du troisieme quartile CQs est : CQ3 = [ei—1, ¢i[= [e3, ea[=
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[163.5,167.5]
car, 33 = Ny <375 < N =40 0u 0.66 = I;" < 0.75 < F," = 0.8;

37.5—33
Qs = 1635 +4 (7) = 166.07;
" 0.75 — 0.66

3.7.4 Moyenne
La moyenne arithmétique X d’une variable statistique continue est donnée par la formule sui-

vante :
k

1
X:N;nﬁ?i:z

fiwi; (3.2)
1

ol x; est le centre de la classe [e;—1, ¢;].

Exemple 3.10 La moyenne arithmétique de I"exemple 3.2 qui correspond a la taille des éléves est :

— 1
X = %(153.5 X 104 157.5 X 124 161.5 X 11 + 165.5 X 7+ 169.5 X 10);

= 161.1.

3.8 Parametres de dispersion

3.8.1 Etendue:

L’étendue (notée IV) dans le cas continu est donnée par :

E:ek—eo.

3.8.2 Variance

La variance (notée V(X)) est donnée par la formule suivante :

V(X) = NZni(xi—Y)QZZfi(xi—Y)Q;
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3.8.3 Ecart-type

L'écart-type (noté o y) est donné par la fomule suivante :

ox =/ V(X).

3.8.4 Ecart interquartile

L’écart interquartile (noté F/71Q)) est donné par la formule suivante :
EIQ =Q3— Q1.

3.8.5 Intervalle interquartile

L’intervalle interquartile (noté Q) est donné par :

1Q = [Q1,Qs].

Exemple 3.11 Les parametres de dispersion de I'exemple 3.2 sont donnés par :

e Etendue: E =e; — ey = 171.5 — 151.5 = 20.

Variance :

V(X) = %(153.52 X 10+ 157.5% X 12+ 161.57 X 11 + 165.5% X 7+ 169.5% X 10) — (161.1%);

= 31.52.

e Leart-type : ox = /V(X) = 1/31.52 = 5.614268.

Ecart interquartile : E1Q = Q3 — Q1 = 166.07 — 156.33 = 9.74.

Intervalle interquartile : I(Q) = [156.33,166.07].

3.9 Exercices

Exercice 3.1 La répartition des revenus mensuels dans une population de 4000 personnes en euro :

Salaire | [0,1000] | [1000,2000[ | [2000,3000[ | [3000,4000[ | [4000,5000[ | [5000,6000]
Effectif | 1431 685 1180 468 204 32

1. Quel est le caractere étudié et quelles sont les modalités ?
2. Représenter graphiquement cette distribution.

3. Calculer les fréquences cumulées croissantes et décroissantes
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4. Tracer la courbe des fréquences cumulées croissantes et décroissantes.
5. Calculer la moyenne ainsi que I’écart type de cette série.
6. En déduire la médiane, les quartiles (Q)1, Q2, Q3).

7. Parmi les salaires de moins de 1000 euros, les 2/3 sont inférieurs a 500 euros. Quel nombre de
salariés cela représente-t-il ?

Exercice 3.2 On donne la série unidimensionnelle suivante, correspondant a la répartition des entre-
prises du secteur automobile en fonction de leur chiffre d’affaire en millions d’euros.

Chiffre d’affaire moins de 0.25 | [0.25,0.5] | [0.5,1] | [1,2.5] | [2.5,5] | [5,10]
Nombre d’entreprises 137 106 112 154 100 33

1. Calculer le chiffre d’affaire moyen et I'écart-type de la série.

2. Construire I’histogramme des fréquences.

3. Tracer les courbes des fréquences cumulées.

4. Déterminer la fonction de répartition de la variable statistique.

5. Calculer la médiane et la proportion d’entreprises dont le chiffre d’affaire est supérieur a 3 millions
d’euros.

Exercice 3.3 Dans une gare routiere, on évalue le temps d’attente des voyageurs en minutes. Voici
I'histogramme des fréquences absolues de cette variable.

Histogramme des effectifs

Les effeectifs (n)

300 4

250 —

200 T

130 -+

100 T

—

=T ] 1.

0 10 20 30 40 30 60 70

Les classes (Cy

FIGURE 3.5: Histogramme des effectifs.

FIGURE 3.6:
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1. Déterminer la variable statistique X, son type et sa population.

2. Déterminer le nombre de voyageurs.

3. A partir du graphe, déterminer le tableau statistique.

4. Tracer les courbes des effectifs cumulés.

5. Déterminer le mode graphiquement et dire ce que représente cette valeur par rapport a notre étude.
6. Calculer la médiane a partir du graphe de la courbe cumulative.

7. Calculer ln moyenne et I'écart type.

8. Déterminer la fonction de répartition de la variable statistique.

Exercice 3.4 On veut comparer 'efficacité du traitement de l'information de plusieurs logiciels pour
cela on compare le temps (en centiémes de seconde) que met chaque logiciel a traiter une information
commune donnée. On obtient la courbe cumulative suivante :

courbe cumulative
1 4 1
0.9
- 08
407
£ 06
(&
§ Q0.5
S 04 84
=
g a3
“ 02 v
D0.15
0.1 A
0 o i
a 2 4 6 a2 10 12 13
temps du traitement de l'information

FIGURE 3.7: Courbe cumulative des fréquences cumulées croissantes.

1. Quelle est la population étudiée et sa taille. Quel est le caractére étudié et sa nature ?
2. Donner le tableau statistique de cette série;

3. Calculer la moyenne et le 1°" quartile;

4. Donner la représentation graphique adéquate;

5. Déterminer la proportion des logiciels dont le temps du traitement de l'information est inférieur
ou égal a 5.5 centiemes de seconde.
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4.1 Introduction

L’analyse combinatoire est une branche des mathématiques qui étudie comment compter les
objets. Elle fournit des méthodes de dénombrements particulierement utiles en théorie des pro-
babilités. Ces techniques combinatoires sont basées sur un principe fondamental appelé prin-
cipe de multiplication. Si une situation comporte p étapes offrant respectivement ni,na, ..., ny
possibiltés, alors le nombre total de fagons selon lesquelles les étapes peuvent étre réalisées est

le produit n; X ng X ... X n,. Toutes les méthodes qui suivent sont basées sur ce principe.

Exemple 4.1 On lance un dé de six faces (nl = 6 possibilités (1,2, 3,4, 5, 6)) , et on lance une piéce de
monnaie ('ng = 2 possibilités (pile et face)). Alors le nombre total de fagons de réaliser les 2 procédures

est:n = nyXng = 6X2 = 12 qui correspond a l'ensemble { P1, P2, P3, P4, P5, P6, F1, 2, F'3, F4, F'5, F6}
4.2 Arrangements

Définition 4.1 Etant donné un ensemble E de n objets, on appelle arrangements de p objets toutes
suites ordonnées de p objets pris parmi les n objets. Le nombre d’arrangements de p objets pris parmi

n objets est noté par : AP.
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Remarque 4.1 On a nécessairement 1 < p < netn,p € IN*
Sin < p,alors AP =0
4.2.1 Arrangements sans répétition

Lorsque chaque objet ne peut étre observé qu’une seule fois dans un arrangement, le nombre

d’arrangements sans répétition de p objets pris parmi n est alors :

avecl < p<n.

Démonstration 4.1 o DPour le premier objet tiré, il y a (n) manieres de ranger I’objet parmi n.

o Pour le second objet tiré, il n'y a que (n — 1) maniéres de ranger I’objet car le premier objet ne peut

plus étre pris en compte (sans remise).

e Pour le p™¢ objet tiré, il y a (n — (p — 1)) maniéres de ranger I'objet. En utilisant le principe de
multiplication on obtient :

AP =nn—1)(n—2)...(n—p+1),

n

de plus
(n—p)x...x2x1
P _ — L —2)...(n— ’
AP =n(n—-1)n—=2)...(n P+1)(n_p)><,,,><2xl/
d’oit
AP — n avecl <p<n
" (n—p) =P

Exemple 4.2 Combien de mots de 3 lettres distinctes peuvent étre formés dans un alphabet de 26
lettres?

11y a 26 possibilités pour la premiere lettre, Il y a 25 possibilités pour la deuxieme lettre, et il y a 24 possi-
bilités pour la troisieme lettre. En utilisant le principe de multiplication on obtient : 26X 25X 24 = 15600.
donc c’est un arrangement sans répétition de 3 lettres parmi 26 lettres :

26!
= 26 X 25 X 24 = 15600.

Ay = ———
267 (26 — 3)!

4.2.2 Arrangements avec répétition

Lorsqu’un objet peut étre observé plusieurs fois dans un arrangement, le nombre d’arrange-

ments avec répétition de p objets pris parmi n, est alors :

AP =nP avecl < p < n.

Y. ZIANE 37



Chapitre 4 Analyse combinatoire

Démonstration 4.2 o Pour le premier objet tiré, il existe (n) maniéres de ranger I'objet parmi n.

o Pour le second objet tiré, il existe également (n) possibilités d’arrangements car le premier objet

fait de nouveau parti des n objets (avec remise).

e Pour le p®™ objet tiré, il y a (n) manieres de ranger I'objet. En utilisant le principe de multiplica-
tion on obtient :
AP =n X nXmn...n(p fois),

d’ol

AP =nXnXn...n=nP.

Exemple 4.3 Soit un ensemble de quatre lettres A, B, C et D. Ecrire tous les mots possibles que I'on
peut former, avec ou sans répétition, avec deux lettres prises parmi ces quatre lettres :

AA, AB, AC, AD, BA, BB, BC, BD, CA, CB, CC, CD, DA, DB, DC, DD.

On obtient seize mots différents, on a quatre choix pour la premiere lettre, quatre choix pour la deuxieme,
soit 4 X 4 = 4% = 16.

4.3 Permutations

4.3.1 Permutations sans répétition

Etant donné un ensemble I/ de n objets, on appelle permutation de n objets distincts toutes
suites ordonnées de n objets. Le nombre de permutations sans répetition (arrangements) de n
objets est noté : P,,, avec :.

P, =nl

Démonstration 4.3 Ayant n éléments, le premier élément peut étre sélectionné de n facons différentes,
le second élément de n — 1 facons et le n°™* élément est d’une seule fagon. En utilisant le principe de
multiplication, le nombre de répartitions possible est :

P,o=nX(n—-1)x...X1=nl

Exemple 4.4 De combien de manieres peut on placer 8 convives autour d'une table?
C’est une permutation sans répétition Pg = 8! = 40320.
4.3.2 Permutations avec répétition

Dans le cas ot il existerait plusieurs répétitions £ d"'un méme objet parmi les n objets, le nombre
de permutations possibles des n objets doit étre rapporté aux nombres de permutations des k

objets identiques.
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Le nombre de permutations de n objets dont n; sont semblables, ny sont semblables, ..., n;

sont semblables est : |
n!
P,

nilng! ... ng!

Exemple 4.5 Combien de mots différents peut on former a partir du mot "Cellule”. Le nombre de mots
possibles (avec ou sans signification) que I'on peut écrire en permutant ces 7 lettres est :

7!

4.4 Combinaisons

Pour les combinaisons, on ne parle plus de suite ni de série puisque la notion d’ordre des objets
n’est plus prise en compte, on parle alors de tirage avec ou sans remise.
4.4.1 Combinaisons sans remise

Etant donné un ensemble IV de n objets, on appelle combinaisons de p objets tout ensemble de
p objets pris parmi les n objets sans remise.
Le nombre de combinaisons de p objets pris parmi n est noté : C%.

Le nombre de combinaisons de p objets pris parmi n et sans remise est :

n!
P = ———— 1<p<n.
p p!(n_p)!7avec <p<n

Remarque 4.2 1. Par convention, On pose : 0! = 1.

2. Pour tout entier naturel p, 0 <p<nona:

3. Pour tout entier naturel p, 0 <p<nona:

Cha=Ch ' +Ch

T

4. Formule du Binéme : Pour tous nombres réels a et b et tout entier naturel n, on a :

n
(a+b)" =" CPaPb" P
p=0

Exemple 4.6 De combien de fagons peut-on former un comité de 3 hommes et de 2 femmes choisis parmi
7 hommes et 5 femmes ?
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e On peut choisir 3 hommes parmi 7 : C3 = 35 fagons (I'ordre n'intervient pas),
e On peut choisir 2 fommes parmi 5 : C2 = 10 facons (I'ordre n’intervient pas),

e Donc le nombre total de comités est C2 X C2 = 35 X 10 = 350.

4.4.2 Combinaisons avec remise

Le nombre de combinaisons de p objets parmi n avec remise est :

o _(n4p-1)
K = Cnipr = pl(n—1)I "~

Exemple 4.7 Un groupe de 5 personnes effectue 2 tirages au sort indépendants, I'un pour désigner le
chef, et I'autre pour designer celui qui accomplira une certaine tiche.

Combien y a t'il de combinaisons possibles ?

Celui qui est du groupe peut étre aussi celui qui accomplira une tiche, il s’agit donc d’une combinaison

avec répétition,

5+2-1)1

21(5 — 1)!
4.5 Exercices

Exercice 41 1. Combien peut on former de mots de six lettres?

2. Combien peut on former de mots de huit lettres, la premiere étant une voyelle et la derniere une
consonne?

3. On suppose qu’il n'y a pas de répétitions :

a) Combien de nombres de 3 chiffres peut on former a I'aide de ces chiffres 2, 3,5,6,7,et 92
b) Combien de ces nombres sont inférieurs a 400?

c) Combien sont pairs ?

d) Combien sont impairs ?

e) Combien sont des multiples de 57

Exercice 4.2 On appelle anagramme d’un mot, tout autre mot (avec ou sans signification) formé des
mémes lettres (par exemple : lait et lati).

o Combien d’anagrammes peut on former avec chacun des mots suivants :
a) commission; b) boule.

Exercice 4.3 Une classe comporte 9 garcons et 12 filles, parmi les comités formés de 4 éleves. Combien
yenat-il qui:
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a) Comportent au moins une fille?
b) Comportent exactement une fille ?

c¢) Sont mixtes?

Exercice 4.4 Une maitrésse de maison a 11 amis trés proches. Elle souhaite en inviter 5 a diner.
a) Combien de groupes différents d'invités y a-t-il ?
b) Combien de possibilités y a-t-il si deux d’entre eux sont mariés et ne peuvent venir qu’ensemble ?

c) Combien de possibilités y a-t-il si deux d’entre eux sont en mauvais terme et ne peuvent pas étre
invités ensemble?
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CHAPITRE 5

Calcul des probabilitées
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5.1 Inroduction

La théorie des probabilités joue un role fondamental en statistique. La collecte de données sta-
tistiques et les enquétes par sondage dépendent étroitement de la théorie des probabilités. Cette
théorie nous permet d’établir le nombre et le choix des élements d'un échantillon représentatif
et de calculer les marges d’erreurs. En connaissant la structure de la population considérée, on
peut en déduire la structure souhaitable de 1’echantillon.

La théorie des probabilités a pour objectif de modéliser des expériences aléatoires o1 plusieurs
issues sont possibles, mais leurs réalisations ne sont pas déterminées a ’avance, par exemple
lancer un dé. La théorie des probabilités ne va pas permettre de prédire quelle issue vas se

réaliser, mais quelle chance a chaque issue de se réaliser.
Une expérience est appelée aléatoire s’il est impossible de prévoir son résultat, on repré-

sente les résultats possibles de cette expérience par ’ensemble (2, cet ensemble () est appelé

I’ensemble fondamental ou encore 1'univers des possibles.
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e Succession d’appels a un standard téléphonique non surchargé;
e Observation de la durée de fonctionnement sans panne d'un appareil.

Un ensemble fondamental peut étre fini, infini dénombrable, ou infini non dénombrable. Si tous
les resultats possibles de l'experience sont dénombrables sur un domaine fini, nous parlons
d’un ensemble fondamental fini;

Exemple 5.1 On lance un dé équilibré une fois, les résultats possibles de I'expérience sont :
0=1{1,2,3,4,5,6};
cet ensemble fondamental est fini dénombrable.

Exemple 5.2 On lance une piece de monnaie non truquée autant de fois qu’il est necessaire pour obtenir
face. Si on indique le résultat face par F et pile par P, I'ensemble fondamental sera le suivant :

Q= {F,FP,PPF, PPPF,PPPPF,... PPP...PF,...}.

Dans cette experience, le nombre de résultats possibles est donc infini, mais dénombrable. L'ensemble
fondamental est infini dénombrable.

En revanche, si le nombre de résultats possibles d’une experience forme un ensemble infini
non-associable aux entiers naturels, il n’est plus possible de dénombrer tous les élements de
I'ensemble. Dans un tel cas, nous sommes en présence d’un ensemble infini non dénombrable,
ou d'un ensemble infini continu. Un exemple pourrait étre les valeurs possibles de la vitesse

du vent relevées dans les observatoires du pays.

5.2 Evénements d’une expérience aléatoire

Le résultat d'une expérience, c’est-a-dire d’'une combinaison de résultats possibles, constitue
un événement. Mathématiquement, un événement est un sous-ensemble de I'ensemble fonda-

mental.

Exemple 5.3 Sinous considérons l'expérience qui consiste a lancer successivement deux dés, I'ensemble
fondamental est formé de tous les couples de résultats possibles pour les deux dés; nous dénombrons par

conséquent 36 élements :

Q={(1,1),(1,2),(1,3),...,(2,1),(2,2),...,(6,5),(6,6)}.
En fonction de cet ensemble fondamental, nous pouvons par exemple décrire les événements suivants :

o A :"la somme des points est égale a six” :

A= {(175)(274)7 (3,3),(4,2), (5, 1)}
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o B: "la somme des points est paire” :

B={(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4), (2,6), ..., (6,2),(6,4),(6,6)}

o C: "la somme des points est inférieure a six” :

¢= {(17 1)(17 2)’ (17 3)7 (174)7 (27 1)1 (27 2)’ (27 3)7 (37 1)7 (3’2)7 (4= 1)}

5.2.1 Evénements particuliers

a) Evénements élémentaires : Un événement élémentaire est un événement qui ne peut étre

divisé en d’autres événements. Exemple {(1,2)}

b) Evénement certain : L'événement certain noté (2 est toujours réalisé quelque soit 'issue de

I’épreuve.

¢) Evénement impossible : I'événement impossible noté {) est un événement qui ne peut pas

étre réalisé quelque soit l'issue de 'épreuve.

d) Evénements complémentaires ou contraires : L'événement complémentaire ou contraire
d’un événement A, noté A° ou A est I’événement qui est réalisé si et seulement si l’événe-

ment A ne l'est pas.

Exemple 5.4 On lance un dé équilibré une fois, I'événement A”ensemble de nombres pairs”,
A ={2,4,6} son complémentaire est A° = {1,3,5}.
5.2.2 Opérations sur les événements

Soit 2 I'ensemble fondamental. Si on considére la réalisation de deux événements A et B, il est

possible d’éffectuer des opérations sur ces ensembles :

a) Intersection : Pour tout couple d’événements A et B, I'événement «A et B» est réalisé si A
et B sont réalisés. Dans l'espace (2 des événements, I'événement «A et B» est représenté

par l'intersection des ensembles réalisant A et B, on le note «A et B» ou AN B,

ANB={w€eQ:w€ Aetw € B}.
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Exemple 5.5 On lance un dé, I'ensemble fondamental Q2 = {1, 2,3,4,5, 6};
A" obtenir un chiffre impair”, A = {1,3,5};

B”obtenir un chiffre inferieur a six”, B = {1,2,3,4,5};

ANB={1,3,5}.

b) Union : Pour tout couple d’événements A et B, I'événement «A ou B» est réalisé sil'un des
deux ou si les deux sont réalisés. Dans 'espace (2 des événements, il est représenté par la

réunion des ensembles réalisant A et B, on le note «4 ou B» ou AU B;

AUB:{WEQ:wEAouweB}.

Exemple 5.6 On lance un dé, I'ensemble fondamental Q = {1,2,3,4,5,6};
A" obtenir un chiffre plus petit que 3", A = {1,2};

B”obtenir un multiple de 3", B = {3,6};

AUB =1{1,2,3,6}.

5.2.3 Relations sur les événements

a) Incompatibilité : Deux événements A et B sont incompatibles si la réalisation de I'un im-
plique la non réalisation de 'autre. Dans I'espace (2 des événements, deux événements A

et B incompatibles sont représentés par deux parties disjointes, on a alors A N B = .

b) Implication : La relation "'événement A implique 1'événement B " signifie que si A se réa-
lise, alors B se réalise aussi. Dans un tel cas, I’ensemble représentant I'événement A est

inclu dans 1’ensemble représentant ’événement B. On écrit alors : A C B.

Exemple 5.7 Soit une urne contenant des billes rouges unies et des billes vertes unies et striées,
si on note :

A"Obtention d’une bille striée”

B”Obtention d’'une bille verte”

la réalisation de A implique la réalisation de B, car A est inclus dans B.

5.2.4 Ensemble des événements (Tribu ou o-algébre)

Soit 2 un ensemble fondamental, 4 un sous-ensemble de parties de (2, i.e. A € P(2). On dit
que A est une tribu, ou une o-algebre, si elle vérifie les trois conditions suivantes :

e QcA;
e Si A appartient a A, alors son complément A appartient aussi a A;

o o
e Si (Ap)nen est une suite de A, alors (| Apet U A, appartient a A.
n=1

n=1
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5.2.5 Systéemes complets d’événements
On dit qu’un systeme d’événements (4;)i<;<, est un systeme complet d’événements si :
o A; #@,Vizl,...,n;
e AiNA;=0Yitji=1,....,n,j=1,...,n;
o J;Ai =
Exemple 5.8 Jet d'un dé. Q = {w;,i = 1,...6} est un systeme complet d’événements. car :
o w A0, Yi=1,...,6;
ewNw=0,Yitji=1..6j=1,...,6;

[ Uw1:Q

5.3 Probabilités

Une fois défini I'ensemble des événements auxquels on s’intéresse, on va essayer de traduire
par un nombre leurs «possibilités» de réalisation. Cela revient a affecter une mesure de «croyance»
a chaque événement, c’est-a-dire un degré de certitude que I'on a que I'événement se produise
ou non.

Afin de correspondre a la notion intuitive, une probabilité sera un nombre associé a un évé-
nement, compris entre 0 et 1, pour pouvoir se convertir en pourcentage de « chances »; I'évé-
nement certain (2 se voit attribuer la probabilité 1 et I’événement impossible ) la probabilité
0.

Définition 5.1 On appelle probabilité P sur (2, A) une application P : A — [0, 1], oii A représente
une tribu. Une probabilité satisfait les propriétés suivantes :

° IP(Q)IL‘
e VAcA0<P(A) <1,

o Pour tout ensemble dénombrable d’événements incompatibles Ay, Aa, ..., An,ona:
]P(U A;) = Z P(A;).

5.3.1 Propriétés

1. I’événement impossible est de probabilité nulle :
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2. La probabilité de 1’événement complémentaire d’un événement quelconque A s’obtient

par:
P(A) = 1 — P(A);

3. Siun événement en implique un autre, sa probabilité est plus petite :

AC B=P(A) <P(B);

4. La probabilité de 'union de deux événements s’obtient par la formule de Poincaré :

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B);

5. La probabilité de l'intersection de deux événements indépendants est :

P(AN B) = P(A)P(B);

6. Si (A;)i=1:n, des événements incompatibles deux a deux (4; N A; = 0,4 # j) alors :

IP(A1UA2UUAn) = IP(Al—f—AQ—I-...—f—An)

= P(A) +P(A2) +... + P(A,);

Démonstration 5.1 2. P(4) =1 —P(A4);

Q=A+Aect ANA=0=P(Q)=P(A+A) =P(A) + P(A);

= P(A) + P(A) = 1= P(A) = 1 — P(A).

3. ACB=P(A) <P(B);
ACB= B=AU(ANB)
P(B) =P(A) +P(AN B)
donc, P(B) > P(A).

=
- _

4. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B);
AUB=AU(ANB);
AN (AN B) =0,donc Aet (AN B) sont incompatibles (P(AN (AN B)) = P(}) =0,

P(AUB) = P(AN(ANB));
= P(A)+P(ANB)—P(AU(ANB));
= P(A4)+P(AND).
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Or, B=BNQ = (BN A)U (BN A), par conséquent;
P(B) = P(ANB)+P(ANB)—P((ANB)N(BNA)

— P(ANB)+P(AN B)

donc, P(AN B) =P(B) —P(ANB)
Alors, P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB).

6. ]P(éjl Aj) = é P(A;):
Par récurrence :
e Pourn =2,
P(A; + A2) =P(Ar) + P(As).
o Supposons que la relation est vraie pour n c-a-d :
]P(Zn:l Aj) = il P(A;), nous montrons pour n + 1 :

41 ,
]P(fz Aj) = ]P(i A+ Apt1), or, les événements sont incompatibles donc,
711111 17_7,1 n n+1
P(X Ag) =P(L A) + P(Anta) = X P(A) + P(Anpr) = 3 P(A).
1= 1= 1= 1=
Remarque 5.1 o P(A) = 1 n'implique pas A = Q. L'événement A tel que P(A) = 1 est un
événement presque certain;

e P(A) = 0 n'implique pas nécessairement A = (). Un événement de probabilité nulle n’est pas
nécessairement impossible;

e [l ne faut pas confondre un événement indépendant et un événement compatible. Supposons deux
événements A et B a la fois indépendants et incompatibles, on a alors :

e P(AN B) =P(A)P(B) indépendants;
o P(ANB) =P(D) = 0 incompatibles;

d’oti nécéssairement P(A) = 0 ou P(B) = 0.

5.3.2 Concept de probabilité

Considérons une expérience aléatoire dont I'espace fondamental 2 a exactement n éventualités
ayant la méme chance d’apparition (équiprobabilité) et mutuellement incompatibles. Soit A un
événement. Supposons qu’il y a exactement n4 éventualités qui le réalise (I'événement A appa-
rait n4 fois). Ces épreuves sont dites favorables a 'événement A. La probabilité de I’événement

A est alors définie par :

P(A) = na _ Nombre de cas favorables

n  Nombre de cas possibles
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Exemple 5.9 Soit une famille de 3 enfants, I'ensemble fondamental est donné par :
Q={GGG,FII, FGF,FFG,GGTF,GFG,GI T, FGGY}, card(Q) =

A" Avoir au moins deux filles”, A = {FFG, FGF,GFF,FFF}, card(A) =
IP(A) _ card(A) _ 4 _ 1

card() — 8 27

Exemple 5.10 Jet d'un dé. Soit A I'événement "le résultat est un nombre impair”.

Q= {1,2,3,4,5,6} donc card(Q) = 6, A = {2,4,6} donc card(A) = 3, par conséquent,
IP(A) _ card(A) 3 1

card(Q) 6 2"

5.4 Probabilités conditionnelles

Définition 5.2 On considere I'espace probabilisé (Q, A, P) et un événement B de A tel que P(B) > 0.
La probabilité conditionnelle de A sachant B est définie par :

P(AN B)

VAe A P(A/B) = B(B)

C’est la probabilité de réalisation de A sachant que B s’est réalisé.

Exemple 5.11 Soit I'expérience de jet d'un dé deux fois de suite, on définit A par "la somme des chiffres
obtenus est inférieure ou égale a 4”.

Calculer la probabilité d’avoir le chiffre 2 au 2°™ jet sachant que A est réalisé.

A"La somme des deux chiffres < 4”.

A={(1,1),(1,2),(1,3),(2, 1) (2 2),(3,1)}, card(A) = 6;

B” Avoir le chiffre 2 au 2°™¢jet

B = {(1.2).(2,2) (3,2). (4.2),(5,2).(6.2)} card(B)

Q= { (4,7),1 <4, 1<6} card(2) =6 2

AﬂB
(B/A 6 (A) )',
P(A) = £,
ANB={(1,2),(2,2)}, (AN B) = Z;
.l
P(B/A) = F5y = % = 5

5.5 Indépendance

La notion d’indépendance intervient de fagon constante en probabilités. Intuitivement, deux
événements sont indépendants si la réalisation de 'un n’a aucune influence sur la réalisation

ou non de I'autre. Dans toute la suite, (Q, A, P) est un espace probabilisé fixé.

5.5.1 Indépendance de 2 événements

On dit que deux événements A et B sont indépendants si :
P(ANB)=P(A)P(B).
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L'indépendance de A et B s’écrit encore P(B/A) = IP(B) et on trouve la notion intuitive d’in-

dépendance : le fait que A se soit réalisé ne change rien quant a la probabilité que B se réalise.

5.5.2 Indépendance 2 a 2 et Indépendance mutuelle
Soit (A;)n>1 une suite d’événements. On dit qu'’ils sont :

e 2 a 2 indépendants si pour tout couple (i, ;) d’indices distincts, A; et A; sont indépen-
dants;

e Mutuellement indépendants si pour tout ensemble fini d’indices distincts (i1, ...,i%), on

a:

5.6 Théoreme de multiplication

Théoréeme 1 VA1, Ay deux évemenets quelgconque de Q de probabilité non nulle.
P(A; N Ag) =P(A;) X P(A2/A;) =P(Ag) X P(A;/As).

Démonstration 5.2 D’aprés la définition de probabilité conditionnelle on a :

P(A; N Ap)

IP(AZ/Al) = IP(Al)

= P(A;1 NAg) =P(A4;) X P(Ay/A;).
Remarque 5.2 Si les deux événements sont indépendants alors :

P(A1/Az) = P(A1).
5.6.1 Généralisation du théoréme de multiplication
Théoreme 2 VA, Ag, ..., Ay n événements quelconques de Q2 de probabilité non nulle.
P(AiNAyN...NA,) =P(A)P(Ay/A1)P(A3/A1 N Ag) X ... Xx P(A, /A1 N AN ... N Ap—q).
Démonstration 5.3

P(Aﬂ)IP(AQ/Al)IP(Ag/Al N AQ) X ... X IP(An/Al NAsN...N An—l)-

L P(A)P(A N A)P(A N AN Ag)  P(A, N AL N Ay NN Ayoy)
T 1 P(A)  P(ANA) T PANAN...NA)

= P(A;NAsN. . .NA_1NA,).

5.7 Théoreme des probabilités totales

Théoréeme 3 Soit une partition de Q2 en évenements {Al, Ay, ... ,An} de probabilités strictement po-
sitives, P(A;) > 0 pour 1 < i < n, et incompatibles deux & deux, i.e. avec A; N Aj = () pour i # j, et
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soit B un événement quelconque en S alors,

n

P(B) =) P(A)P(B/A).

i=1
Exemple 5.12 o Une boite N°1 contient 3 boules rouges et 2 blanches.

o Une boite N°2 contient 2 boules rouges et 8 blanches.
On lance une piéce de monnaie réguliere, si pile sort, une boule est alors choisie dans la 1°7 boite,
sinon elle est choisie dans la 2°™¢ boite.
Trouver la probabilité qu'une boule rouge soit choisie.
Solution :
Soit B"une boule rouge est choisie”,
soit A;"la boule choisie provient de la boite i, i = 1,2",
P(Ay) = P(pile) =1/2,

P(A2) = P(face) =1/2,
P(B/A1) =3, et P(B/Ay) = 5,
P(B) =35+ 31 = 3

5.8 Théoreme de Bayes

Théoreme 4 Soit (2, A, P) muni d'une partition (A1, As, ..., Ay), alors pour tout événement B et

pour tout indice i on a :
P

n

(A:))P(B/A;)
P(A;)P(B/A;)

P(A;/B) =

=1

Démonstration 5.4 Il suffit en effet d’écrire :

P(A;/B) — W.

puis d’utiliser la décomposition P(B N A;) = P(A;)IP(B/A;) pour le numérateur et la formule des
probabilités totales pour le dénominateur.

Exemple 5.13 Soit trois urnes telles que :
o Urne N°1 : contient 3 boules rouges et 5 noires,
o Urne N°2 : contient 2 boules rouges et 1 noire,
o Urne N°3 : contient 2 boules rouges et 3 noires,

on prend une urne au hasard et on tire une boule.
Si la boule tirée est rouge, quelle est la probabilité pour qu’elle provienne de I'urne N°1 2?2
Solution :
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B "la boule tirée est rouge”,

A; "la boule tirée provient de I'urne i, 1 = 1,2,3.”
P(A;) = P(Az) = P(43) = 3,

P(B/A1) = §P(B/Az) = 5, P(B/As) = 5.
D’apres le théoreme de bayes on a :

13
P(A,/B) = CAPBA) s =0.26
3 13 .12 , 12
E IP(Al)IP(B/Al) 38 33 35
i=1

5.9 Exercices

Exercice 5.1 Un joueur lance trois fois de suite une piece de monnaie parfaitement symétrique.
1. Déterminer I'espace fondamental.
2. Calculer la probabilité d’obtenir une seule fois face.
3. Calculer la probabilité d’obtenir au moins une fois face.

4. Calculer la probabilité d’obtenir 3 piles.

Exercice 5.2 On lance successivement deux fois un dé non pipé a six faces.
1. Citer tous les résultats possibles lors de la réalisation de cette épreuve aléatoire.
2. Calculer la probabilité des évenements suivants :

a) A "Le chiffre obtenu lors du 1" lancer est pair”
b) B "Le chiffre obtenu lors du 2°™ lancer est pair”

c) C "Les deux chiffres obtenus ont la méme parité”.

Exercice 5.3 Les mots de passe de la carte magnétique de la poste d’Algérie sont composés de 4 chiffres.
1. Trouver le nombre de mots de passe possibles.

2. Supposant maintenant que les quatre chiffres des mots de passe sont tous différents. Trouver le

nombre de mots passe possibles.

Exercice 5.4 Dans la vitrine d'une bijouterie se trouvent 12 montres, 20 bagues, 15 colliers et 7 paires
de boucles d’oreilles. Si un voleur casse la vitrine et n’a le temps d’emporter que 6 bijoux.

o Quelle est la probabilité qu'il prenne :
a) 6 montres, b) 6 bagues, c) 2 montres, 2 colliers et 2 paires de boucles d’oreilles.

Exercice 5.5 Considérons deux évenements A et B définis a partir d'une méme expérience aléatoire
telles que : P(A) = 0.1, P(B) = 0.4.
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o Déterminer la valeur de la P(A U B) sous chacune des hypotheses suivantes :

a) Aet B sont incompatibles.
b) Aet B sont indépendants.
o P(A/B) = 0.125

d P(ANB)=0.9

e) ACB.

Exercice 5.6 Dans un lycée de quartier latin, 25% des éleves échouent en mathématiques, 15% échouent
en chimie, et 10% échouent a la fois en mathématiques et en chimie. On choisit un éleve au hasard.

1. Sil'éleve a échoué en chimie, quelle est la probabilité pour qu’il ait aussi échoué en mathéatiques ?
2. Sil’éleve a échoué en mathématiques, quelle est la probabilité pour qu’il ait aussi échoué en chimie ?

3. Quelle est la probabilité pour qu'il ait échoué en mathématiques ou en chimie?

Exercice 5.7 On possede 3 sacs, le premier sac contient 4 pommes et 2 oranges, le deuxieme sac contient
2 pommes et 6 bananes alors que le troisieme sac contient 5 oranges et 6 bananes.

On choisit un fruit au hasard.
1. Quelle est la probabilité de choisir une orange ?

2. Sion a choisit une banane, quelle est la probabilité qu’elle provienne du 2°™¢ sac?
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CHAPITRE 6

Variables aléatoires
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6.1 Inroduction

Dans la plupart des phénomenes aléatoires, le résultat d'une épreuve peut se traduire par une
grandeur mathématique, tres souvent représentée par un nombre entier ou un nombre réel. La
notion mathématique qui représente éfficacement ce genre de situation concréte est celle d'une

variable aléatoire.

Définition 6.1 Etant donné un espace probabilisé (Q, A, P), d’espace fondamental Q et de mesure de
probabilité P. On appelle variable aléatoire (v.a) sur cet espace, toute application X de 2 dans R ou 7
telle que :

X:A — (RouZ)
w — X (w).

a chaque événement élemantaire w correspond un nombre réel ou entier x associé a la variable aléatoire
X.
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6.2 Variables aléatoires discretes

Définition 6.2 Une variable aléatoire X est dite discrete si elle ne prend que des valeurs finies ou
infinies dénombrables.

Définition 6.3 Soit (0, A, P) un espace de probabilité et E un ensemble fini. On appelle variable aléa-
toire discrete sur un ensemble fini, I'application X définie de Q2 dans E par :

Vo e B, X ({z}) = {w € Q/X(w) =z}

Remarque 6.1 On note une variable aléatoire par une lettre majuscule (par exemple X) et sa réalisation
par une lettre minuscule (par exemple x).

Exemple 6.1 Si on considere la constitution d'une fratrie de deux enfants, I'espace fondamental est
constitué des évenements élémentaires suivants :

Q= {GG,GF, FG,FF}.
Les valeurs possibles prises par la variable aléatoire X "nombre de filles dans la famille” sont :
X ={0,1,2}.

6.2.1 Loi de probabilité d’une variable aléatoire

Définition 6.4 Soit (2, A,P) un espace de probabilité, X une variable aléatoire définie sur ) et soit
{z1,29,...,2,} I'ensemble des éléments de I'image de Q par X noté X () = valeur(X). La fonction
numérique p définie sur X (Q) dans [0,1] par :

pi = p(wi) = P(X ' ({ai})) = P(X = ).
s’appelle loi ou distribution de la variable aléatoire X.

Propriété 6.1 La fonction p possede les propriétés suivantes :

o Vz; € X(Q),P(X = ;) = p(x;) > 0,

Remarque 6.2 Sion veut caractériser une variable aléatoire, il faut déterminer :
1. ses valeurs : Valeur(X) = {z;,1 <i <n},

2. sa distribution : dist(X) = (pi)i1<i<n.

Remarque 6.3 On prendra I’habitude de présenter la distribution de la variable X de la fagon suivante :
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XL Tl | X2 cee | Xy oo | Tp

P(X =xz;)=p(xi) | pr | p2|--- | Dj|---|Pn| DimiDi=1

Exemple 6.2 On lance deux piéces de monnaie, I'ensemble fondamental comprend 4 événements élé-
mentaires @ = {PP, P, FP,FF}. On note X "la variable aléatoire qui compte le nombre de piles
obtenu”, donc les valeur(X) = {0,1,2}. On a la tableau suivant :

X 0(1]2
PO —a) | 1]} ]

6.2.2 Fonction de répartition

La fonction de répartition nous indique comment sont réparties les valeurs d’une variable aléa-

toire.

Définition 6.5 Soit X une variable aléatoire discrete sur Q telle que X (Q2) = {a:l, To, ... ,a:n,}, avec
1 < xg < ... < xy,. Onappelle fonction de répartition X la fonction F définie par :

F:X — [0,1]
x — Fx(z)=P(X < x).

Dans le cas oit la variable aléatoire X est discrete, la fonction de répartition est toujours une fonction
discontinue en escalier oil :

Fx(z) =P(X <) = > P(X = ).

z; <z
Propriété 6.2 La fonction de répartition possede les propriétés suivantes :
1. F est positive croissante et continue a gauche;
2. Six < xy,alors Fx(x) =0;
3. Ve €R,0< Fx(x) <1;
4. Six > ay, elleest égalea1;
5. 5ia<bPla<ax<b)=Fx(b) — Fx(a);
6. P(X >a)=1- Fx(a).

Si les valeurs de X = {xl, T, ... 7a:n}, alors les valeurs de la fonction de répartition peuvent étre
calculées comme suit :

0, siz < T1;
Fx(z) = Fx(zit1), siz € [z, xip1[,i=1...n—1;
1, six 2> Ty
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avec .
Fx(wit1) = Y pj
=1
Exemple 6.3 Jet d'un dé. X =i, le dé donne le chiffre i.
X ={1,2,3,4,5,6}, la loi de probabilité de la variable aléatoire X est :
1
P(X =) = {

6 Sii=1,...,6;

0, sinon.

o Six <1 Fx(z)=P(X <1)=0;

¢ Siz <L Fy(r)=P(X<1)=P(X<2)=P(X =1)=4%;

¢ Siz<2 Fx(x) =P(X<2)=P(X <3)=P(X =1)+P(X =2) = 2;

0 Siz<3 Fy(z)=P(X<3)=P(X <4)=P(X =1) + P(X =2) + P(X = 3) =

4

[N

VLN

7

0 Siz <4, Fy(x)=P(X<4)=P(X <5 =P(X =1)+P(X =2)+ P(X =3)

¢ Siz <5 Fx(z)=P(X<5)=P(X<6)=P(X=1)+P(X=2)+P(X =3)+P(X =
4H)+P(X =5)=2;

?

6
e Six>6 Ix(r)=> P(X =u1;)=1
=1

x<1;

1<s<2;
2<x<3;
3<ax<4;
4 < gx<b5;
5<x<6;
x > 6.

>
—~
:%
SN—
I
— out Ok oW Wi o= O

6.2.3 Caractéristiques d’une variable aléatoire discréte

Considérons une variable aléatoire discrete X prenant les valeurs {3:1, Ty ..., l?n} et suivant la
loi de probabilité p; = P(X = x;),i =1,2,...,n,

Moments

Moment d’ordre r

Pour tout entier naturel r, on appelle moment d’ordre  de X et on note m,.(X) la quantité :

n

my(X) = foIP(X = ;).
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Espérance mathématique
On appelle espérance mathématique d’une variable aléatoire X, et on note F/(X) le moment
d’ordre 1 de la variable X :

I'espérance mathématique permet d’estimer la valeur moyenne de la loi de probabilité.

Propriété 6.3 Soit une variable aléatoire X et a € R.

1. E(a) =aq,

2. BE(a+ X)=F(a) + E(X) =a+ E(X) (car I'espérance E est un opérateur linéaire),
3. E(aX) =aF(X),

4. E(X1+ X2) = E(X1) + E(X2) (car I'espérance E est un opérateur linéaire).

Variance
La variance de la variable X notée V(X)) est donnée par la formule suivante :
2
V(X) = E(X-E(X))" =E(X?) - (B(X))?
n

n n 2
= Y (20— B(X))’P(X = ;) = Zx?]P(X = a) — [Z: zP(X = a;i)] .

i=1

Propriété 6.4 On suppose que X est une variable aléatoire discrete et a,b € R.
1. V(X)>0;
2. V(a) =0;
3. V(a+ X) =V(X), (la variance est invariante par translation);
4. V(aX) = a*V(X);
5. V(aX +b) =V(aX)+V(b) = a®V(X);
6. V(X1 + X2) =V (X1) + V(Xa) si X1 et Xy sont indépendantes.
Démonstration 6.1 1. V(X) = E(X — E(X))* > 0, évident par définition.
2. Soit a une constante = V(a) = E(a — E(a))” = E(a — a)? = 0.
3. V(a+X) = E((a+X)—E(a+ X))’ = E(a+ X —a— E(X))* = E(X - E(X))” = V(X).
4. V(aX) = E(aX — E(aX))? = E(aX — aBE(X))” = a’E(X — BE(X))” = a®V(X).
5. V(aX +b) = B((aX +b) — B(aX +b))* = 2B(X — B(X))” = a2V(X).
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Ecart-type

L’écart-type sert a mesurer la dispersion de la variable aléatoire X autour de la moyenne.

On appelle écart-type de la variable aléatoire X et on note ox, la racine carrée de la variance :

ox =/ V(X).

Fonction génératrice

Soit (Q2, A, P) un espace de probabilité, X une variable aléatoire définie sur (2 et soit les valeurs
de X = {x1,2,...,7,} et deloi de probabilité P(X = z;) = p;. On appelle fonction génératrice

de la variable X et on note G x la fonction défnie par :

n
Gx(s) = B(sX) = Zpisxi, s € R.
i=1

Propriété 6.5 1. G (1) = E(X);

/

2. ")+ G (1) - (G'(1)?2=V(X).

Fonction caractéristique

Soit (2, A, P) un espace de probabilité, X une variable aléatoire définie sur (2 et soit les valeurs
de X = {a:l,a:2, e ,xn} et de loi de probabilité P(X = ;) = p;. Si t est un parametre réel,
e™ = costX + isintX est une variable aléatoire complexe. Comme elle est bornée (|eX| >
1), par conséquent elle admet une espérance mathématique. L'espérance mathématique de la
itX o

variable e appelle fonction caractéristique de la variable X et on écrit :

n
px(t) = B(™) =Y pret™.
k=1

Propriété 6.6 1. La fonction caractéristique est bornée.
n

n
[ex (@) =D pre™™™ [ <3 pyfe™™*] = 1.
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Théoreme 5 Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, la fonction caractéristique de la
somme est égale au produit des fonctions caractéristiques.

Px+y)(t) = ox(t)-pv (1)
Démonstration 6.2

px4y(t) = B("Y) = B[] = E[e"]. B[] = ox ()py (D).

On supposera sans démonstration que e*X et eY sont deux variables aléatoires indépendantes.

6.3 Lois discretes usuelles

6.3.1 Loi de bernoulli

Considérons une expérience aléatoire ayant deux issues possibles (succes, échec; défectueux,
non défectueux, etc). Soit p la probabilité de réalisation de la premiere issueet ¢ = 1 —pla
probabilité de réalisation de la seconde issue. On définit la variable aléatoire discéte X comme

suit :
{ 1, sila premieére issue s’est réalisée;

0, sila premiere issue s’est réalisée.
)

OnalP(X =1)=petP(X =0) =1— p. On dit alors que la variable aléatoire X suit une loi de
Bernoulli de parametre p. On note X ~ B(p) .

Remarque 6.4 La loi de Bernoulli est utilisée pour modéliser des matériels qui seront soit survivants
(valeur 1), soit défaillants (valeur 0) a un instant donné. Elle s’applique aux jeux de hasard de type
binaire comme pile ou face, etc.

Espérance mathématique
E(X)=1p+0(1-p)=p
Variance et écart-type
V(X) = B(X?) = B(X)? = (1’p+ 0* (1 =p)) =p* =p* —=p=p(1L = p).

ox = \/V(X) = \/p(1 - p).

Fonction génératrice
Gx(s)=E(sX)=s'p+s°(1=p) =sp+ (1 —p).
Fonction caractéristique
px(t) = B(e™) = ¢"p+ (1 —p) = pe’ + (1 - p).
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6.3.2 Loi binomiale

Sil’ont répeéte une expérience aléatoire ayant deux issues possibles n fois d"une fagon indépen-
dante, et que I’on s’intéresse a la variable aléatoire discrete X définie comme étant le nombre de
fois o1 la premiere issue (succes) s’est réalisée, alors les valeurs de X sont X = {0, 1,2,..., n}

et la loi de probabilité de X aura la forme suivante :

P(X =k)=CkpFa -p) % k=0,....n.
On dit alors que cette variable aléatoire suit une loi binomiale de parametres n et p. On note
X ~ B(n,p).

Remarque 6.5 1. La loi de la variable X ~ B(ni,p), la loi de la variable Y ~ B(na,p), alors
X +Y suit une loi binomiale de parametres ny +noetp, S =X +Y B(ni + na,p)

2. Si X1, Xa, ..., X, sont des variables aléatoires indépendantes telle que X; ~ B(p), (X1 + Xa +
oo+ X)) ~ B(n,p).

Remarque 6.6 La loi binomiale décrit des phénomenes ne pouvant prendre que deux états s’excluant
mutuellement, succés ou échec dans un jeu, bonne piece ou piece défectueuse dans une fabrication, lot
acceptable ou lot refusé, défaillance ou fonctionnement d'un matériel, etc.

Espérance mathématique

E(X) =np.

Variance et écart-type
V(X) = B(X?) = E(X)* = np(1 = p).

ox = JV(X) = \/np(1 - p).

Fonction génératrice

Gx(s) = B(sX) = 3" Ol (L= p) sk = (s + (1 — )™
k=0

Fonction caractéristique

n

px(t) = B(e™) = > O (L= p)"™F = (1= p+pe)".
k=0

Exemple 6.4 On veut réaliser une étude clinique sur des malades se présentant a une consultation
hospitaliere. Pour cette étude, seuls les malades répondant a un ensemble de critéres C sont retenus.
Des statistiques antérieures ont montré que 20% des consultants présentent les criteres C. 10 malades

viennent consulter le premier jour.
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Soit X la variable aléatoire «nombre de malades retenus» c’est-a-dire répondant a I’ensemble des criteres
C. La variable X suit la loi binomiale B(10,0.02).

o La probabilité qu’aucun malade ne soit retenu ce jour est égale a :

P(X = 0) = C9(0.02)°(1 — 0.02)!°7% = 0.107.

o La probabilité pour qu'il y ait au moins un malade retenu est égale i :

P(X>1)=1-P(X <1)=1—-P(X =0)=1—0.107 = 0.803.

6.3.3 Loi uniforme

On dit qu'une variable X suit une loi uniforme sur I'ensemble des valeurs {1, 2,...,N }, si
X ={1,2,...,N}alors p; = P(X = ;) = 1, Vi € {1,2,...,N}.Onnote X ~ 815 n}.

Espérance mathématique

N(N+1) N+1

N
:;inP(szl lepl—NZ%— 5 =—

Variance et écart-type

(N+1)(2N+1)_(N+1)2_N2—1
4 12

V(X)=FE(X?) - Zx pi— B(X)? =

ox = T = N2—1

6.3.4 Loi géométrique

La loi géométrique est la loi du nombre d’essais nécessaires pour faire apparaitre un événement
pour la premiere fois (succes), alors les valeurs de la variable sont X = {1, 2,... 7C>C}, et sa loi

de probabilité aura la forme suivante :
P(X =k =pl-pFtk=12.. 0

ol p est la probabilité de réalisation de la premiere issue. On dit alors que X suit une loi géo-

métrique de parametre p. On écrit X ~ G(p).

Espérance mathématique
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Variance et écart-type

o0 o0
_ S
Gx(s) = B(s*) =Y s"p(1 = p)* —pz ssF 11 =p)F T =ps Y (ps)*! ﬂps-
k=0 k=0

Fonction caractéristique

ox(t) = B(eX) =3 e (1 —p)ftp= —L

Exemple 6.5 Un certain matériel a une probabilité p = 0,02 constante de défaillance a chaque mise en
service. On procéde a I'expérience suivante, l'appareil est mis en marche, arrété, remis en marche, arrété,
jusqu’a ce qu’il tombe en panne. Le nombre d’essais nécessaires pour obtenir la panne est une variable
aléatoire suivant la loi géométrique de parametre p. La probabilité que ce matériel tombe en panne (pour
la premiere fois) au dixieme essai est égale a :

P(X =10) = 0.02(1 — 0.02)!°"! = 0.0167.

6.3.5 Loi hypergéométrique

Soit une urne contenant N boules dont M sont rouges et N — M sont blanches. Tirons n boules
(n < N) au hasard de I'urne sans les remettre (tirage sans remise). Soit X la variable aléatoire
"nombre de boules rouges parmi les n boules tirées". Les valeurs k de la variable aléatoire X
sont telles que: 0 < k < M,k <netk >n— (N — M). Par conséquent, les valeurs de X sont :

X ={max(0,n — N + M),...,min(M,n)}, et sa loi de probabilité aura la forme suivante :
Ck: Cn k
P(X =k) = % Yk € valeurs(X).

On dit alors que cette variable aléatoire X suit une loi hypergéométrique de parametres N, n
et p. Onnote X ~ H(N,n, p).

Espérance mathématique
E(X) = np.

p= % étant la probabilité de tirer une boule rouge.

Y. ZIANE 63



Chapitre 6 Variables aléatoires

Variance et écart-type
N —n
N-1"

ox = JV(X) = \/np(l —p)]]\\;:T.

V(X) = B(X?) = E(X)* = np(1 = p)

Remarque 6.7 La loi hypergéométrique est utilisée, en particulier dans les controles de qualité oit on
retire, de la population étudiée, les éléments défaillants.

Exemple 6.6 Dans une assemblée de 30 personnes, il y a 20 hommes et 10 femmes. On tire un échan-
tillon de 15 personnes (tirage sans remise). Soit X la variable aléatoire « nombre d’hommes » dans cet
échantillon, les valeurs de X sont X = {5,...,15} car:

e 5 :la valeur 0 ne peut pas étre obtenue car il n'y a pas 15 femmes dans I'assemblée (max{0,n —
N + M}).

e 15 : dans I'échantillon, il n'y aura pas de femmes (min{n, M}).

Donc la variable X suit une loi hypergéométrique H(30,15, 20).

La probabilité d’avoir 10 hommes dans I'échantillon de 15 personnes est :

10,15—-10
03005050

P(X = 10) = o = 0.30.

6.3.6 Loi de poisson

La loi de Poisson décrit généralement les probabilités d’apparition d'un événement trés rare
sur un grand nombre d’observations. Par exemple le nombre de fautes d’impressions sur une
page, le nombre de personnes souffrant d’'une maladie rare, etc. La loi de Poisson, s’applique
souvent a des problemes de files d’attente. Cette loi est sous certaines hypotheses, une approxi-

mation de la loi binomiale.

La loi de Poisson de parameétre A est la loi d’une variable aléatoire discrete réelle X, prenant

toutes les valeurs enti¢res non négatives (X = {0, 1,2,.. }), avec les probabilités :

e ANF
P(X =k)= o avec k € {0.1,2,...}.
Espérance mathématique
E(X)=2A\
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Variance et écart-type

ox =/V(X) = VA
Fonction ge’neratrlce
00 e_)\)\k 3 00 As k B ~
GX(S):E(SX):k ) o Skze )\I;J(k‘) —¢ )\e)\sze)\(s 1)‘

Fonction caractéristique

. PR LA 00 it\k ; .
Cpx(t) — E(eti) _ Z e A eltk — e_)\ Z (>\P ) _ 6_)‘6>\8t _ eA(et_l),

Exemple 6.7 Si le nombre moyen d’arrivées de clients a un guichet par minute est égal a 1.9,

1. Calculons la probabilité d’observer 5 arrivées dans une minute donnée, supposant que les arrivées
sont indépendantes les unes des autres.

2. Calculons la probabilité d’observer au moins 4 arrivées dans une minute donnée.

Solution :
Soit X la variable "nombre moyen d’arrivées de clients”. X suit une loi de Poisson P(\) avec A = 1.9.
Laloide X est : P(X = k) = €A%,

1. P(X =5) = <519 — 0.0300.

00
e 1919

2. P(X >24)= Z P(X =k) = . On peut aussi écrire
=4
P(X > 4) = 1—]P(X < 4) - 1—[]P( —0)+P(X =1)+P(X =2)+P(X =3)] =
0.1495686 + 0.2841804 4 0.2699714 + 0.1709819 = 0.8747023

6.4 Variables aléatoires continues

Définition 6.6 Une variable aléatoire X est dite continue si elle prend ses valeurs sur un ensemble
infini non dénombrable de points, elle décrit par exemple la durée de vie d’une batterie de voiture, I'heure
d’arrivée des voitures a un péage donné d’autoroute,etc.

Définition 6.7 Soit (?2, A, P) un espace de probabilité, la variable aléatoire X définie de Q2 dans R est
dite continue si I'ensemble X () de ses valeurs est un intervalle ou une réunion d’intervalles dans R.
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6.4.1 Densité de probabilité d’une variable aléatoire continue

Définition 6.8 Soit (Q, A, P) un espace de probabilité, on dit que la variable aléatoire X est absolument
continue si elle est continue et si de plus, il existe une fonction f définie sur R possedant les propriétés
suivantes :

i f(x)>0;

—3

(i) [ f(x)dr =1

8

La fonction f est la densité de probabilité de la variable aléatoire X.

Propriété 6.7 Soientaetb € R

e Pa< X <)) = ff(x)dw.

e Pa<X<b)=Pla< X <b)=Pa<X<b)=Pla<X <Db)

« P(X > a) = T,f(a;)dw - _‘:f; F(a)da.

6.4.2 Fonction de répartition

Définition 6.9 Soit (0, A, P) un espace de probabilité, On appelle fonction de répartiton de la variable
aléatoire continue X, la fonction numérique positive, I' définie par :

Fx:R — R
r > Fx(r)=P(X <uz).

Alors la relation entre la fonction de répartition Fx et la fonction de densité de probabilité f(x)

est :

T
Ve € R, Fx(z) = P(X < @) = / F(t)dt.
—00
Propriété 6.8 (i) F' est continue et croissantes sur R ;

(i) Si f est continue aux points x, alors f(z) = Fy (x);

(iii) IP((Z < X< b) = Fx(b) — Fx(a).

Y. ZIANE 66



Chapitre 6 Variables aléatoires

6.4.3 Caractéristiques d’une variable aléatoire continue
Moments

Moment d’ordre r
Soit X une variable aléatoire continue et f sa densité. Soit 7 un entier naturel. On dit que X
admet un moment d’ordre r, si la fonction qui a + — 2" f() est intégrable. Dans ce cas le

moment d’ordre r de X est:

my(X) = /;L'Tf(w)dzl:.

Espérance mathématique
On appelle espérance mathématique d’une variable aléatoire continue X, qu’on note E(X) le

moment d’ordre 1 de la variable X :

B(X) = my(X) = / f () d.

Variance et Ecart-type

La variance et I’écart-type d"une variable aléatoire continue X, sont définis comme suit :

e ¢}

VEx) = [ o= BOORS(@)da.

—0

ox =/ V(X).

Remarque 6.8 Pour calculer la variance dans la pratique, on utilise la formule suivante :

e ¢)

V(X) = / 2 f(«)de — [BX)]2.

—o0

Fonction génératrice

Soit (2, A, P) un espace de probabilité, Soit X une variable aléatoire continue et f sa densité
de probabilité. On appelle fonction génératrice de la variable X et qu'on note G'x la fonction

définie par :
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Fonction caracteéristique

Soit (2, A, P) un espace de probabilité. Soit X une variable aléatoire continue et f sa densité
de probabilité. Si t est un parametre réel, e = costX + isintX est une variable aléatoire
complexe. Comme elle est bornée (|e“X | < 1), par conséquant elle admet une espérance ma-
thématique. L'espérance mathématique de la varible e s’appelle fonction caractétistique de

la variable X et on écrit :

o(t) = 76mf(:l:)dw.

Exemple 6.8 Soit X une variable aléatoire continue ayant la distribution (la loi ou la densité) :

5, 0<x2<2;
f(@) ={ >
0, sinon.

1. Calculer P(1 < x < 1.5).
2. Calculer E(X), B(X?),V(V)etox.
3. Calculer la fonction de répartition.

Solution

3. La fonction de répartition

Fyx : R — R

r +— Fx(x)=P(X <z

N—

I
—
~
—~
-
~—
QU
~

o« Siz<0:Fy(z)= [ f(t)dt =0

—0Q

T 0
¢ Si0<z<2:Fx(x)= [ f(t)dt= [ Odt+ [itdt =2

—00 —00 0

T 0 2 T
e Siw>2:Fx(x)= [ f(t)dt= [ Odt+ [itdt+ [0dt=0+1+0=1.
—00 0 2

—00
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0, s1x<0;
Fx(z) = %, si0<ax<2;
1, six>2

6.5 Lois continues usuelles

6.5.1 Loi uniforme

Une variable aléatoire réelle X, suit une loi uniforme sur l'intervalle [a, b], sisa loi de probabilité
admet une densité f égale a:

) = { —a SiT € la,b];

b
0, sinon.

On note X ~ U y.-

FIGURE 6.1: Densité d’une variable de loi uniforme

Fonction de répartition

La fonction de répartition d’une loi uniforme sur [a, b] est donnée par :

e Siz<a= Fx(z)= [ f(t)dt= [ 0dt=0;
—0 —0

—0 —0

eSia<z<b= Fyl@)= | f(t)dt= [ ft)dt+[f&)dt= [ 0dt+ | Ldt — 2=2;

«Sio>bo F(a) = | fd— [ f)di+ [ F(dt+ T fE)dt —
a b

e % _
Todt =1
b
0 T <a;
Fx(x) =1 =2, a<z<b;
1 x > b.
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Espérance mathématique

Variance et Ecart-type

_ )2
V(X) = B(x?) - B(x) = ¢ 1;) .
oo [ (b—a)?
ox — V(X) = 12 .
Fonction caracteéristique
b A
. i 1 cit(b—a)
Y= FE /’LtX :/ /’Ltwi e — —
o(1) (™) ¢ b—adT it(b — a)

a

Remarque 6.9 La loi uniforme est utilisée en statistique bayésienne, pour déterminer les lois de proba-
bilité a priori, dans le cas de ignorance totale, dans l'intervalle [0, 1] ou dans I'intervalle [a, b].

6.5.2 Loi exponentielle

Une variable aléatoire réelle positive X suit une loi exponentielle, de parametre \ positif, si sa

densité de probabilité est donnée par :

Onnote X ~ E(N).

08
o6} >

o4l e

FIGURE 6.2: Densité d’une variable de loi exponentielle,
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Fonction de répartition

e Siz<0= Fy(a)= [ f(t)dt= [ 0dt—0;

—00 —o0

«Siz>0= Fy(r)= | f()dt= | F()dt+ | f(E)dt = [ re—Mdt —1— e
—00 0 0

—00

0, x <0;
1—e ™ £>0;

Espérance mathématique

Variance et Ecart-type

V(X) = B(X*) = BX)’ = 15— (;)" = 35
ox = JV(X) = % - i

Fonction caracteéristique

A
A —it’

0 0
Sp(t) _ E(eitX) _ /citw)\c—)\xdw _ )\/Citwe—/\:cdw _
0 0

Propriété 6.9 (i) La variable aléatoire X qui suit une loi exponentielle est dite sans mémoire c.-a-d.
P(X >s+t/X >t)=P(X >s), Vs, t > 0.

Interprétons X comme la durée de vie d’une piéce. Cette propriété exprime le fait que la piece ne
vieillit pas : si la piece a vécu au moins t unités de temps elle vivra encore s unités avec la méme
probabilité qu'une piece neuve. Cette propriété est donc une propriété de non vieillissement ou
d’absence de mémoire. Il est remarquable qu’elle soit équivalente au fait que la variable aléatoire X

suive une loi exponentielle.

(ii) La somme de deux variables aléatoires indépendantes, suivant des lois exponentielles de parametres
respectifs A1 et Ao, est une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre (A1+M2).

Démonstration 6.3 On va montrer que :

P(X <s+t/X >t)=P(X <s), Vs, t > 0.
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P(X <s+t,X>t) _IP(t<X<8—|—t) - Fx(s+1t)— Fx(t)

P(X <s+t/X>1) = P(X > 1) TP >0 1-Tx()

(1 _ e—A(s—H)) _ (1 — e—At) B e_’\t(l _ e—/\s) B B
- oM - PRy =l-e

As

= P(X <s).

6.5.3 Loi gamma

La loi exponentielle est un cas particulier de la famille des lois gamma. Une variable aléatoire
réelle positive X suit une loi gamma de parametres & > 0 et § > 0, si sa densité de probabilité

est donnée par :

1 -1,— % - .
f(w) = Fr@e” e f, siw>0;
0, six < 0.

I est la fonction gamma, elle est définie par: I'(a) = [;° 2% e ®dz. On note X ~ v(a, B).

0.09-
ooa-
007 {
0.061
0os- i
o4 /
0.03 _': : H‘\.\.\F] erb=§
0.01-:

oonfy

FIGURE 6.3: Densité d’une variable de loi gamma,

Fonction de répartition

Fy(z) = P(X < ) :/_OO f(t)dt:/o ﬁarl(a)ta_le dt:m[) o=1e=b gt

On ne connait pas la valeur explicite de F'x, mais les valeurs de I'x(x) sont tabulées par Pear-

|+

son.

Espérance mathématique

En utilisant, I'(«w + 1) = oI'(«), on aura :

©0 ©0 1 a1 —% 1 o, -z
E(X):/O mf(m)dm:/o mﬁaf(a)x e ﬂdm:ﬁaI‘(a)/o x% Bdxr = af.
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Variance et Ecart-type
V(X) = E(X?) - E(X)? = a(a +1)8* - (aB)’ = af”.

ox =/aB2.

fonction caractéristique

0

Sﬁ(f) _ E(eitX) _ / eitx 1
0

pel(a)

2 eTE = (1 — Bit) ™.

Propriété 6.10 selon les valeurs des parametres, la loi gamma s’identifie a d’autres lois :
(i) La loi exponentielle si « = 1;

(ii) La loi d’Erlang si c est égal a un entier n supérieur a 1, sa densité est :

42[36_?;(_513;!”_1, siz>0;
0, sinon.
sachant que I'(n) = (n — 1)L

(iii) Ia loi de la variable khi-deux a n degrés de liberté X%n)’ utilisée en statistique, si 8 = 5 et a = 3,
ot n est un entier positif.

(iiii) la somme de deux variables aléatoires indépendantes, suivant des lois gamma y(ay, 3) et y(aa, 3),
suit une loi gamma y(on + a2, B).

6.5.4 LoiBéta

Une variable aléatoire réelle X, prenant ses valeurs dans l'intervalle [0,1], suit une loi béta,

notée /3(a,b), de parametres positifs a et b, si sa densité de probabilité est donnée par :

f(z) = sape A2 0w <
0, sinon.

ot 3(a, b) est la fonction Béta définie par : 3(a,b) = [ 2%~ 1(1 — x)*"*dz. On note X ~ f(a,b)
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FIGURE 6.4: Densité d’ une variable de loi Béta,

Fonction de répartition

Fx(r) =P(X <) = /_; J(tydt = / 6(;, b)

On ne connait pas la valeur explicite F'x.

B(a,b)

Espérance mathématique

x
HaD (1 gty — L /t(a_l)(l—t)b_ldt.
0

_ 'OOT i — R SN o) PR SE N 'OOT(a D-1(] — 2V~
B = [Cafde = [ g 0= e = e [T 0 e

B 1 ~ Tla+1)I'®)  T(a+b) 3(a ~ T(a)I'(b)\

= B Y T T ) X Tar) (Ca”( )= F(a—l—b))'

: al'(a)T'(b) “ I'(a+b)

(@t 0)l(a+b) "« (@)

N

Variance et Ecart-type
B B B a(a+1) _, a
V(X) = B(XY)-B(X) = (a+b)(a+b+1) (a+b)2

ab
(a+b)2(a+b+1)

ab
X \/(a+b)2(a+b+1)'
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Fonction caractéristique

1

1
AT £ (o dm:/emim(a_l) 1 — 2 Ve
[ ¢t /By Y

0

p(t) = B(e"Y)

eitxl.(a—l)(l _ x)b_ldx

[l
=3
8|+~
=
0\8

Ala,b) (=
_ B(;b)g”gkﬁ(ma,b)
- 0 Zé k! g(aailzir(/f))
wll) = Hb :0 kkr(zi;ri)k)

Remarque 6.10 Les lois béta sont utilisées en fiabilité, en statistique bayésienne pour représenter la dis-
tribution a priori de la probabilité d’un événement suivant une loi binomiale, la distribution a posteriori
suit aussi une loi béta.

6.5.5 Loi normale

Une variable aléatoire réelle X, prenant ses valeurs dans R, suit une loi de Laplace-Gauss ou
loi normale, de parametres j et 0, si sa densité de probabilité est donnée par :
1 (z=w)?

——=c 22 | €] —00,+00.
oy/2m

flz) =

On note X ~ N(p,0). On dit indifféremment qu’une variable suivant une telle loi est une

variable normale ou gaussienne.
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%

o

i
T
|
|
]

i
[
L
i
=1
I
o

FIGURE 6.5: Densité d'une variable de loi Normale,

Fonction de répartition

Fy(2) = P(X < 2) = /_‘; F(t)dt = /_OO s

z 1 _ (t—m)?
2052

Espérance mathématique

+00 +00 1 _@=w?
E(X):/ a:f(x)da::/ x e 27 dx = p.

-0 —c0  04/2T
Variance et Ecart-type

V(X)=E(X? - E(X)*=0"

Fonction caractéristique

o(t) = BE(e) = / e f () da
— 00
+00
: 1 _@=w?
— elt:ﬁie 202
_Zo ov/2m
+00

— (p—ito? 2,2 .
o4/2m

t20'2

= ee 2.

Y. ZIANE
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6.5.6 Loi normale centrée réduite

Soit X une variable aléatoire de loi normale de parametres y et 0> (N (i, 0%)). La variable aléa-

toire
X —p

g

y —

suit une loi normale de parametres 0 et 1 (\(0, 1)), appelée loi normale centrée réduite.

Fonction de répartition
1 Y2
o) =P(Y <y)= o [ et
on a pas la forme explicite de ¢(y), mais les valeurs de ¢(y) sont tabulées.

Propriété 6.11 Soit ¢ la fonction de répartition d'une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.
Alors

Cette propriété résulte de la symétrie de la densité de la loi normale.

Espérance mathématique et variance

Soit X une variable aléatoire de loi normale N (y, 02), soit Y = % la variable qui suit une loi

normale centrée réduite N'(0,1).

)= By = 2(B(X) = ) =0
vy =vEE ) = L =Y 7 2y

Fonction caractéristique

La fonction caractéristique de la variable aléatoire X de loi N (i1, 0?) est :

t252

ox(t) =ete 2.

Alors la fonction caractéristique de la variable aléatoire Y de loi (0, 1) sera :

6.6 Approximation d’une loi par une autre

6.6.1 Approximation d’une loi hypergéométrique par une loi binomiale

On utilise le résultat d’approximation suivant :
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Théoréme 6 Sin est assez petit par rapport a N on peut approcher une loi hypergéométrique H(N,n,p)
par la loi binomiale ayant la méme espérance mathématique B(n, p).

Dans la pratique, on admet que cette approximation est satisfaisante lorsque n < 0.05V.

6.6.2 Approximation d’une loi binomiale par une loi de Poisson

Dans la loi binomiale, deux parametres n et p interviennent ce qui peut compliquer le calcul
des probabilités notamment lorsque n devient grand et p petit. On utilise le résultat d’approxi-

mation suivant :

Théoréeme 7 Si n est assez grand et p est assez petit, alors on peut approcher la loi binomiale B(n, p)

par la loi de Poisson ayant la méme espérance mathématique P(np).

Dans la pratique, on admet que cette approximation est satisfaisante lorsque n > 30, p < 0.1 et
np < 10. Ces données ne sont pas fixes, elles varient généralement d’un auteur a l'autre.

6.6.3 Approximation de la loi binomiale par une loi normale

On utilise le résultat d’approximation suivant :
Théoréeme 8 Pour n > 30 et np(1 — p) > 3, alors on peut approcher la loi binomiale B(n, p) par une

loi normale N (np, np(1 — p))

6.6.4 Approximation de la loi de Poisson par une loi normale
On utilise le résultat d’approximation suivant :

Théoréme 9 Pour \ > 20, alors on peut approcher la loi de Poisson P(\) par une loi normale N'(\, \)
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Chapitre 6
i N > 10n
H(N,n,p) B(n,p)
n > 30 n > 20
et ct
np < 10 p~0.5
P(A=np) N (np, \/npq)
np > 10

N(np, /np)

FIGURE 6.6: Différentes approximations entre différentes lois.

6.7 Exercices

Exercice 6.1 Considérons la loi de probabilité d’une variable aléatoire X suivante :

P(X=xz) 01|04

0.2

0.1

0.1

0.1

1. Vérifier que c’est bien une loi de probabilité.

2. Déterminer I'espérance mathématique et la varaince de X.

3. Déterminer I'espérance mathématique et la varaincede :a) Y =2X, b)Y = 4,0V = X — 3.

Exercice 6.2 Une urne contient 6 boules dont trois portent le numéro 0, deux le numéro 1 et une le

numéro 2. On fait un tirage de deux boules sans remise. Soit X la variable aléatoire désignant la somme

des numéros tirés.

1. Donner la loi de probabilité de X (en précisant I'ensemble des valeurs de X).

2. Vérifier que c’est bien une loi de probabilité.

3. Calculer sa fonction de répartition.

Y. ZIANE

79



Chapitre 6 Variables aléatoires

4. Calculer P(0.5 < X < 3).

Exercice 6.3 Soit p la fonction définie par :

x—1

p(z) =c - sixE{l,Z,...,n}.
1. Déterminer la valeur de c pour que p soit une loi de probabilité.
2. Déterminer dans ce cas I'x.

3. Calculer P(X <3),P(1< X <5)et P(X >n—2).

4. Calculer la moyenne de X.

Exercice 6.4 Soit X une variable aléatoire discrete de loi de probabilité :

—2
e 2
px () = ] (14 cx), € N.

1. Déterminer la valeur de c.

2. SoientY, Z deux variables aléatoires de Poisson de parametre 2. Montrer que

P(X — ) — iIP(Y :w)+ZIP(Z:x—1).

3. En déduire F(X).
Exercice 6.5 Soit X une variable aléatoire continue ayant la distribution suivante :

c(1—a?), si T ;
f(w):{ (1-a%), si0<a<1;

0, SINOoN.
1. Déterminer la constante ¢ pour que f soit une densité de probabilité.
2. Calculer P(1 £ X <1.5).
3. Calculer B(X), V(X) et ox
4. Calculer la fonction de répartiton de X.

5. Calculer P(X < 3)

Exercice 6.6 Soit f la fonction définie par
flw) = cre” 2 Mg yoof ()

1. Déterminer la valeur de c pour que f soit une fonction de densité d’une variable aléatoire X .

2. Calculer la fonction de répartition de X.
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3. Calculer la moyenne et la variance de X.

Exercice 6.7 Soit X une variable aléatoire de densité

F(@) = 51 aoci(®)

1. Déterminer la valeur de c pour que f soit une fonction de densité d'une variable aléatoire X.
2. Caculer la fonction de répartition de f.

3. Déterminer la médiane de X c-a-d la valeur m telle que P(X > m) =1/2.

4. Calculer la moyenne et la variance de X.

5. Déterminer le moment d’ordre 3 de X.

Exercice 6.8 Le nombre d’ordinateur vendus chaque jour par un magasin spécialisé suit une loi de
Poisson de parametre 4. Calculer la probabilité que dans une journée :

1. on ne vend aucun ordinateur.
2. on vend 4 ordinateurs.
3. on vend au moins un ordinateur.

4. le nombre d’ordinateurs vendus est compris entre 2 et 6.

Exercice 6.9 On suppose que le pourcentage moyen de gauchers est de 1%. Soit X la variable aléatoire
prenant comme valeurs le nombre de gauchers dans un échantillon de 200 personnes choisies au hasard.

1. Montrer que la loi de X est pratiquement une loi de Poisson dont on précisera la moyenne et la

variance.

2. Quelle est la probabilité pour qu’il y ait moins de 4 gauchers dans I'échantillon ?

Exercice 6.10 Dans un examen de type QCM, on pose 10 questions. Pour chaque question on propose
au candidat 3 réponses dont une seule est juste. Une personne ignorant totalement le sujet se présente a
cet examen et coche les réponses pour chaque question au hasard. Soit X la variable aléatoire qui donne
le nombre de réponses justes.

1. Quelle est laloi de X ?
2. Quelle est la probabilité que cette personne donne 3 réponses justes ?

3. Une personne est admise si elle donne au moins 5 réponses justes. Quelle est la probabilité que

cette personne soit admise ?

Exercice 6.11 Une usine fabrique 9000 unités d’'un certains produit en un temps. Pour cette méme
période, la demande en milliers d’unités concernant ce produit peut étre considérée comme une variable
aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre A = 1/3.
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1. Quelle est la probabilité que la demande dépasse la production ?

2. Quelle devrait étre la production pour que cette demande ne dépasse pas 4%.

Exercice 6.12 Des machines fabriquent des plaques de tole destinées a étre empilées.

1. Soit X la variable aléatoire "épaisseur de la plaque en mm” ; on suppose que X suit une loi normale
de parametres m = 0.3 et o = 0.1. Calculez la probabilité pour que X soit inférieur a 0.36mm et
la probabilité pour que X soit compris entre 0.25 et 0.35mm.

2. L’utilisation de ces plaques consiste a en empiler n, numérotées de 1 a n en les prenant au hasard :

soit X; la variable aléatoire "épaisseur de la plaque numéro i en mm” et Z la variable aléatoire
"épaisseur des n plaques en mm”. Pour n = 20, quelle est la loi de Z, son espérance et sa variance ?

Exercice 6.13 On effectue un controle de fabrication sur des piéces dont une proportion p = 0.02 est
défectueuse.

1. On controle un lot de 1000 pieces :
Soit X la variable aléatoire : "nombre de pieces défectueuses parmi 1000”. Quelle est la vraie loi

de X ? (on ne donnera que la forme générale); quelle est son espérance et son écart-type ?

2. En approchant cette loi par celle d"une loi normale adaptée, calculez la probabilité pour que X soit
compris entre 18 et 22 (P(18 < X < 22)).
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Convergence de suites de
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7.1 Introduction

Il existe de nombreuses notions de convergence de variables aléatoires qui sont essentielles
pour les applications et représentent 1’outil mathématique indispensable pour fonder le calcul
des probabilités et la statistique mathématique. Elles servent aussi & montrer que les phéno-
menes aléatoires présentent certaines régularités, a partir desquelles on peut identifier certaines
de leurs propriétés.

Tout au long de ce chapitre, { X;,,n > 1} désignera une suite de variables aléatoires.

7.2 Convergence en probabilité

Définition 7.1 Soit (X,,)new+ une suite de variables aléatoires réelles sur I'espace (0, A, P), on dit que
X, converge en probabilité vers une variable aléatoire X et on note X, L X, oil nlggo Xp=Xen
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probabilité, si pour tout ¢ > 0,
lim P({[Xn — X[ = c}) = 0.

Propriété 7.1 (i) Si E(X,,) = L, il suffit de montrer que V(X,,) — 0, pour établir la convergence en
probabilité de la suite X,, vers la variable L.

(ii) Soit (X, )new+ une suite de variables aléatoires de variance finie. Pour que la suite (X, )nens
converge en probabilité vers une variable aléatoire X possédant aussi une variance finie, il suf-
fit que I'espérance mathématique et la variance de la variable aléatoire (X,, — X) tendent vers 0
quand n tend vers l'infini.

Proposition 7.1 Soit { X, Yn,n > 1} deux suites de variables aléatoires, f : R — R une fonction
continue. Supposons que {X,,n > 1} (resp. {Yn,n > 1}) converge en probabilité vers une variable
aléatoire X (resp. Y ), alors

e Pourtout o, 3 € R, aX,, + 5Y, Ly ax + B8Y.
o XV, & XV,

P
o f(Xn) = f(X).

Exemple 7.1 Considérons la suite de variables aléatoires (X,,), chaque variable prenant deux valeurs 0
et 1 avec les probabilités suivantes : P(X, =0) =1 —L et P(X, =1) =1

La suite (X,,) converge en probabilité vers 0 quand n tend vers l'infini.

En effet si ¢ > 0, alors deux cas peuvent se présenter :

o Premiercas:sie>1:

dans ce cas, il est clair que pour tout n > 1

P({|X,—0]>e})=P(X,>¢)=0.

e Deuxieme cas :si 0 < ¢ <:
dans ce cason a :

P{|X,—0|>e)=P(X,>¢)=P(X,, =1) =
d'oit X,, 55 0.

7.3 Convergence en moyenne

La convergence en moyenne, est trés utilisée dans les problémes d’estimation statistique.

Définition 7.2 Soit (X, )new+ une suite de variables aléatoires réelles de moyenne et de variance finies,

et B (|X,, — X |P) existe, on dit que X,, converge en moyenne d’ordre p vers la variable aléatoire X si
lim FB(]X, — X|") =0.
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A partir de ce mode de convergence découle des cas particuliers : la convergence en moyenne

quadratique et en moyenne.

Définition 7.3 On dit qu’une suite de variables aléatoires intégrables { X,,,n > 1} converge en moyenne
vers une variable aléatoire X, si
lim F(|X, — X|) =0.

n—00
La convergence en moyenne quadratique, est trés utilisée dans les problémes d’estimation sta-
tistique.

Définition 7.4 On dit qu’une suite de variables aléatoires intégrables { X,,,n > 1} converge en moyenne
quadratique vers une variable aléatoire X, si :

lim F(|X, — X[") =0.

n—00

Remarque 7.1 e Si la suite X, converge en moyenne quadratique vers X, et que si la suite Yy,
converge en moyenne quadratique vers Y, alors la suite X, Y, converge en moyenne vers XY .

o La convergence en moyenne d’ordre p implique la convergence en probabilité.
o La convergence en moyenne quadratique entraine la convergence en probabilité.

Exemple 7.2 Considérons la suite de variables aléatoires (X,)n>1 ot chaque variable X,, prend les
valeurs 0 et 1 avec les probabilités respectives 1 —e " et e ", c-a-d P(X,, =0) =1 —e " et P(X,, =
1) = e " Alors (X, )n>1 converge vers 0 en moyenne. Donc, sin > 0 alors

E(|X, —0|) = B(|X,|) =™ ——0.

n——+00

7.4 Convergence en loi

La convergence en loi est la plus faible, mais elle est trés utilisée en pratique car elle permet
d’approximer la fonction de répartition de X, par celle de X.

Définition 7.5 Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires réelles sur l'espace (Q, A, P), et une
variable aléatoire X définie également sur cet espace. On dit que X, converge en loi vers X lorsque n
tend vers l'infinie, et on écrit X, Ly X, si 'une des quatre conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

Jim Fo.(x) = F(x), entout point de continuité x de I';

lim / O(X,)dP = / &(X)dP, pour toute fonction continue bornée, ¢ : R — R;

n—00

Jim o(Xy) = @(X), pour tout x de R (¢ est une fonction caractéristique).

Théoréme 10 Soit (X,,)new+ une suite de variables aléatoires réelles sur 'espace (0, A, P), Soit X
une autre variable aléatoire définie sur le méme espace. Si X,, converge en Probabilité vers X, alors X,
converge en loi vers X.
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Remarque 7.2 o Lorsque les variables aléatoires X, et X sont discretes, on dit que X, converge
en loi vers X, si:

Pour le cas des variables aléatoires discrétes, cette notion de convergence est utilisée par exemple
pour 'approximation d'une loi binomiale par une loi de Poisson.

e 5i X, et X sont des variables absolument continues, on sait alors que I’ est une fonction continue
sur R. Si X, et X sont définies par des densités f, et f, on dit que X,, converge en loi vers X si :

x

V;L'GIR,nli_{gO /_ ; fn(t)dt = / f(t)dt.

—00

o L’intégrale d'une limite n'est pas nécessairement la limite de I'intégrale. La condition nh_)ngo Ia(t) =
f(t) est donc insuffisante pour affirmer la convergence de X,, vers X. Il faudra intégrer ces diffé-

rentes fonctions avant de passer a la limite.

7.5 Convergence presque sire

Définition 7.6 Une suite de variables aléatoires réelles ( Xy, )n>1, définie sur (2, A, P) converge presque
stirement (p.s) vers la variable aléatoire X définie sur (Q, A, P), si

P{we Q: nh_%oX”(w) = X(w)} =1

ou bien
P{weQ: Jim Xp(w) # X(w)} =0.

. .S
Dans ce cas on note lim X,, = X p.sou X, N ¢
n—0o0 n—-+00

En d’autres termes, I'ensemble des points de divergence est de probabilité nulle. Remarquons

que la limite de (X},) n’est pas unique mais que deux limites sont presque stirement égales.

Théoréeme 11 La convergence presque stire entraine la convergence en probabilité (et a fortiori la conver-

gence en loi).
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Convergence en
moyenne d'ordre p

Convergence en Convergence en loi
probabilité

¥

Convergence
presque siire

FIGURE 7.1: Schéma des implications entre les diverses convergences.

7.6 Lois des grands nombres

Soit {X . 1} une suite de variables aléatoires indépendantes, dans cette partie on s’intéresse

au comportement des moyennes arithmétiques

lorsque n devient de plus en plus grand. Les résultats concernant ce probleme sont appelés :

Lois des Grands Nombres. Ces résultats se décomposent en deux parties :
- Lois fortes des grands nombres.
- Lois faibles des grands nombres.

La différence entre ces deux familles de résultats réside dans le mode de comportement qu’on
étudie, dans la premieére on s’intéresse au comportement ponctuel (convergence presque siire),
alors que dans la seconde on regarde le comportement en probabilité (convergence en proba-
bilité) qui est plus faible.

7.6.1 Loi faible des grands nombres

Pour un nombre d’expériences indépendantes suffisamment grand, la moyenne arithmétique
des valeurs observées d"une variable aléatoire converge en probabilité vers son espérance ma-

thématique.

Théoréme 12 (de Tchebytchev). Soit { X,,,n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes dé-
finie sur (Q, A, P), de méme loi ayant une espérance mathématique m et une variance o>. Soit la suite

n
Sp =1 21 Xiavecn =1,2,3,... Alors, la suite S,, converge en probabilité vers I'epérance mathéma-
1=

tigue m commune aux variables aléatoires X;, c-d-d,
Ve >0, lim P(|S, —m|<e¢)=1.
n—00
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Démonstration 7.1

D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev : (P(|X — E(X)| > ¢) < ‘6’—22) Ona:

2 2
Ve > 0,P(|S, —m| > ¢) < U—z. Or quand n — 00, 0—2 — 0.
ne ne

Par conséquent,
Ve>0,P(|Sy—m| > ) S0=P([Sy—m| > ¢) =0=P(|S, —m| <) =1.
Sy, converge donc en probabilité vers m.

Théoreme 13 (Ichebytchev). Soit {Xn, n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes d’espé-

rances mi,ma, ..., Mn, . .. finies et de variances 0?,0%,... 02, ... finies. Si

1 n
—220? — 0 quand n — 00;
=1
alors,

1 n
S, =~ Z X; — mg en probabilité;
n

i=1
n
ol mg = % Z m;.
i=1
Démonstration 7.2
1 & 1 & 1 &
V(Sh) =V(=> Xi)==5> V(Xy) == > o°
[t [t [t

D’apres l'inégalité de Biemaymé-Tchebytchev, on a :

n

> o7
~
IP(|Sn — m5| > e€) < 1’7l262 .
5o >0t

Quand n — 00, =5 tend vers 0. Par conséquent ’;562 — 0. On obtient IE’(|S,L — ms| > ¢€) = 0.
Donc S,, converge en probabilité vers mg

Remarque 7.3 On peut généraliser la loi faible des grands nombres au cas ou les variables aléatoires

sont dépendantes. On doit cette généralisation a Markov.
Théoréme 14 (Markov). Soit {Xn, n > 1} une suite de variables aléatoires dépendantes d’espérances
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mi,ma, ..., My finies. Si
n

(Z ) — 0, quand n — 00;
alors

1 n

S, = — Z X; = mg en probabilité.
Lt
n

ol mg = % Z m;.

1

1

Démonstration 7.3

D’apres 'inégalité de Bienaymé-Ichebytchev, on a :

n
V(Zl Xi)
1=
IP(|Sn - ms| 2 6) S W
V(Z X;)
Quand n — 00, 5 Ly Z X; | tend vers 0. Par conséquent, —=—— tend aussi vers (.

On obtient P(|S,, — mg| > €) = 0. Donc S,, converge en probabzlzte vers msg.

7.6.2 Loi forte des grands nombres

Théoréme 15 (Kolmogorov). Soit { X,,,n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes définie

sur (Q, A, P), d’espérances mathématiques my, ma, . .., My, . . . finies et de variances 02,03, ...,02, ...
finies. Si
N g2
Z <
i2
alors )
Sn = —X; = mg presque sirement,
n
1 n
ol mg = - > M.

1

1

La version la plus utilisée de la loi forte des grands nombres est donnée par le théoreme suivant.

Théoréme 16 (Kolmogorov). Soit { X, n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes définies
sur (Q, A, P), de méme loi ayant une espérance mathématique m finie. Alors,

1
Sn = —X; = m presque strement.
n

C’est a dire

(JEEMZX )
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7.7 Théoreme central limite

Le théoreme de la limite centrale (TLC) est un théoréme fondamental, non seulement en calcul
des probabilités mais également en statistique mathématique, il affirme grosso modo qu'une
somme finie de variables aléatoires indépendantes, centrées, de méme loi et de variance finie,
se comporte en loi (lorsqu’elle est bien normalisée et lorsque n devient trés grand) comme une
variable aléatoire de loi normale centrée réduite. Ainsi on a pas besoin de connaitre la loi des

variables aléatoires considérées.

Théoréme 17 Soit {X”, n > 1} une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur (Q, A, P),

de méme loi, ayant une espérance m et une variance o2. Soit

n Sp —nm
Sn=>_ Xi. et Yy = T—nr—;
=1

ayn
alors Y,, converge en loi vers une variable normale centrée réduite N'(0,1).

Remarque 7.4 Il faut bien noter qu’on n’exige aucune information sur la loi des variables aléatoires

considérées.

7.8 Exercices

Exercice 7.1 Soit (X,,), une suite de variables aléatoires indépendantes définies par :

P(X,=1)=1-p",
P(X,=-1)=p"

n
Soit Sp, =+ 3 X
i=1
1. Calculer E(Sy,) et en déduire Jim E(Sp).
2. Montrer que S,, converge en probabilité.

Exercice 7.2 La probabilité qu’une piece de monnaie montre pile lors d'un lancer est p €0, 1[. On lance
cette piece n fois et on note respectivement P, et I, le nombre de piles et de faces obtenu lors de ces

lancers qu’on suppose indépendants.
1. Quelle est la loi de la variable aléatoire P, + F}, ?
2. Montrer que pour tout n € IN,

1 )_1—(1—P)“+1
1+P, (n+1l)p

E(
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Exercice 7.3 Soient (Uy)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].
On pose pour tout n > 1 :

1. Etudier la convergence en loi de Z,, = In(Yy,).

2. Etudier la convergence en loi de Yy,.

Exercice 7.4 Soit (X,,) une suite de v.a. dont la loi est définie pour n € IN par :

1 1
IP(Xn:O):l——LetIP(Xn:n):fn,n?é()
T n

1. Montrer que (Xy) converge en probabilité, mais pas en moyenne quadratique, vers zéro quand n
tend vers l'infini.

2. Soit (Yy,) une suite de v.a. de méme loi N'(0,1) et indépendantes des v.a. (X,,).
Etudier la convergence en loi de Z, = X,, + Yy, et la limite de V (Z,,) quand n tend vers l'infini.
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