EC1 - CORRIGE FEUILLE 8 D'EXERCICES- Professeur : Christian CYRILLE

ST IR o —

SUITES ADJACENTES

Exercice 1
[ . foe 1
Démontrer que les 2 suites (un ) et (vn ) définies sur Nparuy =1+ o et vy = " n 1 sont
! +
adjacentes.
Corrigé :

a) démontrons que (un ) est décroissante :
1 1 1 1 1 n+1

pour tout nde N, ups1 - Up = 1+(n+1)! - (1+F )= () S = ()] - (1)
= - (n+n1)| <0carn=0et (n+1)>0

donc (un ) est décroissante. CQFD

b) démontrons que (vn ) est croissante :

pour tout nde N, V1 - vy _h+l n _(n+n+1)-n(n+2)

n+2 n+1 (h+2)n+1)
_n2+2n+1-n2-2n_ 1 50
T (n+2)n+1) (n+2)(n+1)

car1>0et (n+2)(n+1)>0 puisque n>0
donc (vn ) est croissante. CQFD
c) démontrons que nli)mOC Up-vn=0
1 n

nl n+1

Un - Vn = 1+
lim 1=1
n— oC

. 1 :
lim — = tend vers O quand n tend vers + « car lim nl=+o
oC n— oC

n— nl

lim =1car

n ., . .
~—c'est-adire 1
n>ocn+ 1 n+1l n

donc lim up-vh=0
n— oC

d) (un ) est décroissante et (vn ) est croissante et n'k"oc Un - Vn = 0 donc les 2 suites (un ) et

(vn ) sont adjacentes



Exercice 2

: . e -1)"
Soit la suite (uy ) définie sur N* paru, =1+ %
Démontrer que les deux suites (uzp ) et (uzp+1 ) sont adjacentes.

En déduire que | est lim up =1
n— oC

Corrigé :
a) démontrons que (uzp ) est décroissante :

(—1)2(p+1) (-I)ZP 1 1 2p - (2 + 2)
* _ - ) 1. - = - cp-(ep*te)
pour fout P de N*, U2(p+1) - U2p 1+ 2(P+1) : 2p 2(P+1) 2p ZP(ZP + 2)

2
- —— 2 2p (2p +1
2P(2P+1)<Ocar >Oet2p(2p+1)>0carp>0

donc (uzp ) est décroissante. CQFD

b) démontrons que (uzp+1 ) est croissante :

+ +1
NG D% 1 1 2p-1+2p+3
pour fout nde N, ity - Uzpt = 1+ o = = a3 2pel  (2pe3)(2p + 1)

.2 o
T @p3)epl) Ocar2>0et (2p+3)(2p +1)>0 car p>0

donc (uzp+1 ) est croissante. CQFD

c¢) démontrons que n'me uzp - uzp«1=0

2 2p+1
GV Vi
2p 2p+1

42p 1 42 c'est-a-dire l. Or quand p tend vers + o,
4p" +2p 4p P

2p+1+2p _ 4p+1
2p(2p + 1) 4p2+2p

ugp - Uzps1= 1+ =1/2p +1/2p+1 =

Or quand p tend vers + o,

1 .
p_ ~ 0 donc nILmOC uzp - uzp+1=0

d) (uzp ) est décroissante et (uzp+1 ) est croissante et nIimOC uzp - uzp+1 = 0 donc les 2 suites
-

(uzp ) et (uzp+1) sont adjacentes



Exercice 3
, ) i . "o "
Démontrer que les 2 suites (un ) et (vn ) définies sur N* par uq = > —etvn = D, I sont
=1 | i=1 |
adjacentes.

/ epe NI ' . . , T
Vérifier a |'aide d'une calculatrice que leur limite commune a pour valeur approchée ry

Corrigé :
a) démontrons que (un ) est croissante :
Ul IR | 1
pour tout nde N*, upeg -Un = 2 5 -2 5= >>0
et i = i (n+l)

donc (un ) est croissante. CQFD
b) démontrons que (vn ) est décroissante :

pour'w”om“ndeN*,vnq-Vn=un+1+L-Un-l=Un+1‘Un+ L2 12 r—
n+1 n n+l n (n+1) n+1
2
:n+n(n+1)-§n+1) -1 2<Ocar-1<Oe‘rn(n+1)2>O
nin+1) nin+1)

donc (vn ) est décroissante. CQFD
c¢) démontrons que lim up-vp=0
n— oc

1 o1 .
Uh-Vn=—.0rlim —=0car lim n=+«

n n—>o«C n n— oC
donc lim up-va=0

n— oC

d) (un ) est croissante et (v, ) est décroissante et nleoc Un - Vn = 0 donc les 2 suites (uy ) et

(vn ) sont adjacentes
2

NB - on démontre que la limite commune des 2 suites est % .

On peut le vérifier a |'aide du logiciel de calcul formel Maple :
U1o0000 =sum(1/(i"2),i=1..100 000) ~1,644924068

o i 1
Viooooo =sum(1/(i*2),i=1..100 000) + 100000 ~1,644934068
2

et % ~1,644934068



Exercice 4

n

, . ire . 1
Démontrer que les 2 suites (un ) et (vn ) définies sur N paru, = 2| i—le‘r Vp = Up+ Y
i=1 '

sont

adjacentes.
On admettra que leur limite commune est e, la base du logarithme népérien. e ~ 2,718,

Corrigé :

a) démontrons que (un ) est croissante :

n+l 1 i_ 1

n
* _ = —_— =
pour tout n de N*, up+1 - up % il .21: il (n+1)

>Ocarl1>0et(n+1I>0

donc (un ) est croissante. CQFD
b) démontrons que (vn ) est décroissante :

pour tout n de N*, vne1 - Vn = Upeg + (n+1) *1(n+1) |~ *ln !
T Upsl - Up+ : -
(n+1) * (n+1)! n*n!
= 1 + 1 - !
(n+1) (n+1)* (n+1)! n*n!
_n(n+1)+n—(n+1)2__ 1 <0
n(n + 1)* (n+1)! n(n + 1)* (n+1)!

car-1<0etnin+1)*(n+1)1>0
donc (vn ) est décroissante. CQFD
c) démontrons que n'me Up-vn=0

, 1 ,
~ - Or lim =0car lim n*nl=+c
n*nl n>x n*nl n— oC

Un - Vn=

donc lim up-va=0
n— oC

d) (un ) est croissante et (vn ) est décroissante et nleOC Un - Vn = 0 donc les 2 suites (un ) et

(vn ) sont adjacentes
NB - on démontre que la limite commune des 2 suites est e .
On peut le vérifier a |'aide du logiciel de calcul formel Maple :

Us00000 =sum(1/ factorial(i),i=1..10) ~2,718281801

V100000 = sum(l/ fOCfOPiGl(i),i=1..10) + m R 2,718281829

et e~ 2,718281828



Exercice 5
Soient deux suites (un ) et (vn ) définies sur N par ug > vo > O et pour tout entier naturel n par

Un +V b g
Unet = — > " = Ja moyenne arithmétique de u, et de vy

Vn+1 = \[Un Vn = la moyenne géométrique de up et de v,

1°) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel I'ona : up et v, existent et sont
strictement positifs

2°) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel l'ona :un> vy

3°) Démontrer que la suite (un ) est décroissante

4°) Démontrer que la suite (vn ) est croissante

5°) Démontrer que les suites (un ) et (vq ) sont convergentes et ont la méme limite

2 Up Vn

6°) Démontrer que la suite (wn ) définie sur N par wp = est convergente.

Un *+Vn
Corrigé :
1°) Soit la propriété pr(n) : " u, et vp existent et sont strictement positifs"
étape 1: pr(0) est vraie car ugp et vg existent et sont strictement positifs
étape 2 : soit k un entier naturel, supposons que pr(k) est vraie donc uk et vk existent et sont

. - . , Uk +V
strictement positifs. Mais alors on peut créer uk.«1 = k > k ot Vk+1 = \/uk vk . De plus comme

uk > O et vk> O alors uks1 >0 et vk > O donc pr(k+1) est vraie.
Etape 3: d'aprés étape 1 et étape 2, |'on a pour tout n pr(n) qui est vraie.
2°) Soit la propriété pr(n) : " unp > vn " étape 1: pr(0) est vraie car up > vo étape 2 : soit k un
entier naturel, supposons que pr(k) est vraie donc uk > vk Mais alors on peut créer uks1 - Vks1 =
2
-2 uk -\Jv
Uk ;Vk N v _(uk+ vk 2\/Uka ):(\/ K 2\/ k) 50

donc uks1 = vks1 donc pr(k+1) est vraie.
Etape 3: d'aprés étape 1 et étape 2, I'on a pour tout n, pr(n) qui est vraie.

Un + Vn Up+Vn-2Un  Vn -Un
[e] - - -
3%)upet -un = > -Un= = >

2
o N (Junva = v )(\JUnVn *Va) _ unVn-vn®  vn (Un -va) _N
4°) Vnet -Vn= \[UnVn - Vn = B : :B'
(\/ UnVn + Vn) \/Un Vn * Vn \/Un Vn + Vn

D>0 car u,>0etvy,>0d'aprés 1°) N >0 car vy > 0 d'apres 1°) et up > vy Donc vps1 - v =0

<0 d'apres 2°) donc (un ) est décroissante

donc (v ) est croissante.
5°) (un) est décroissante et minorée par vg donc converge . Notons L = nIimOC Un
-

(vn ) est croissante et majorée par ug donc converge. Notons L' = nIimOC Vn.
-

L+L'

donc2L=L+L'donclL=L".

. Un +V,
lim ups1 = L. OP upet = ——"doncL =
n—oc 2

donc nIiﬁmOC Un-Vn=L-L" =0Les 2 suites (uy) et (vn) sont adjacentes
2

. . 2 2L°
6°) Comme : up et vp sont strictement positifs alors L > 0 donc Lln¥n converge vers e c'est-
Un +Vn

a-dire L
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