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1.Présentation des plans d’expériences

1.1.Apergu historique
L

Années 20 : FISHER : Application des DOE en agronomie (réduction considérable de nombre d’expériences
a effectuer sans diminuer la pertinence de la campagne d’essais) ;

Années 60 : TAGUSHI : reprise de la méthode en combinant les techniques de I’ingénierie et des statistiques,
Tagushi a réussi a améliorer rapidement les codts et la qualité des produits ;

Années 70 : Expansion de I’utilisation des PE dans I’industrie au Japon

Années 80 : Introduction des PE aux Etats-Unis, au Canada et en Grande Bretagne, et enfin en France et en
Espagne;

Développement de logiciels spécialisés en DOE et application en recherche et développement.



1.2. Principe des P.E
.,

A la différence de la méthode classique on fait varier les niveaux de tous les facteurs a la fois & chaque expérience,
Avantages :

*Diminution du nombre des essais,

*Nombre de facteurs étudiés trés grand,

*Détection des interactions entre facteurs,

*Détection des optimaux,

* Détermination des résultats avec une bonne précision,

*Optimisation des résultats,

*Modélisation aisée des résultats.

Les PE permettent:

* |'’étude de nombreux facteurs tout en maintenant le nombre des essais faible,
* et de minimiser les erreurs.
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1.2. Principe des P.E
.,

Qu’est-ce qu’un plan d’expériences?

Un plan d’expériences est une suite d’essais organisée de maniére a déterminer avec
un minimum d’essais et avec un maximum de précision l'influence de plusieurs
paramétres (facteurs) sur une ou plusieurs réponses

Intérét de la méthode

* Efficacité supérieure a toute autres suite d’essais de méme taille non planifiée,
* Pas de « un facteur a la fois »,

* Quantifie et hiérarchise I'influence des facteurs et de leur interaction

* Estimation & priori de la durée et des colts des essais,

* Modélisation et optimisation des résultats,

* Conclusions fiables et reproductibles,

* Interprétation aisée des résultats.



1.3. Objectifs des plans d’expériences :

Qu’est-ce qu’un plan d’expériences?
Un plan d’expériences est une suite d’essais Facteurs de brut

. s o “ , . . . Controlahles
organisée de maniére a déterminer avec un minimum

d’essais et avec un maximum de précision l'influence

F — . . E— :
. - acteurs Boite noire Réponses
de plusieurs parameétres (facteurs) sur une ou i I
plusieurs réponses
Facteurs de bruit
* Comprendre comment réagit un systéme en fonction des Incontrélables
facteurs susceptibles de le modifier.
* Visualiser cette évolution en mesurant une réponse ,
* Etablir des relations de cause a effet entre les réponses Fig.1 : systéme de boite noire

et les facteurs.



1.3. Objectifs des plans d’expériences :

]
Stratégie classique: étude d’un facteur a la fois en fixant les valeurs des autres
facteurs.
12 -
Réponse y= f(x1): les autres variables fixes. 101
8 -
y ¢
Exple: 4 (
- 7 facteurs et 5 niveaux; Nbre d’essais=57= 78125 2
0 T
0 2 4 6

- 7 facteurs et 3 niveaux; Nbre d’essais=37=2187

- 7 facteurs et 2 niveaux; Nbre d’essais=2"=128



1.4. Terminologie :

1.4.1 Facteur:
I

* Facteur: c’est la variable que I'on désire
Domaine du facteur

étudier.
. Niveau haut
Niveau bas
* Domaine de variation: ensemble de
toutes les valeurs que peut prendre le
facteur entre le niveau bas et le niveau EE— —
thT' -1 +1 Axe du facteur

* Niveau (modalité): nombre de valeurs

que peu'r prendre un facteur Figure 1 - Domaine de variation du facteur



1.4.1 Facteur:
R

1. Facteur continu:
exple: longueur, concentration, température
2. Facteur discret:
exple: longueur,
3. Facteur ordonnable:
exple: petit, moyen grand,
4. Facteur booléen:
exple: haut-bas, ouvert-fermé, Admis-ajourné



1.4.2 Niveau (modalité):
-5

Niveau (modalité): c’est le nombre de valeurs que peut prendre un facteur.

Choix des modalités des facteurs d’entrée:
* 2 niveaux: raison économique,
* 3 niveaux si courbure,
* 5 niveaux au maximum.

L’'intervalle de variation: ni trop rapproché ni trop large.



1.4.3 Espace expérimental:
.,

Facteur 2 4 Espace Expérimental
* Espace expérimental, v
-------- ———— . ' 2
. .. +1 Y Domaine d’étude
*Point expérimental,
®
.D . 7 . / . 7 e
omaine d’étude. g&——Point Expérimental
=1p------- 1 . 1
-1 +1  Facteur 1

Les points expérimentaux sont disposés dans le domaine d'étude.



1.4.4 Surface de réponse:
S e —

surface de réponse

Reponse 4 .
Ensemble des réponses de tous les ,
points du domaine d’étude qui se jFacteur 2 N
localisent sur une surface. I i R
- .’i __________________ -
SOA B N
-1 +1 Facteur 1

En général, on ne connait que quelques réponses, celles qui correspondent
aux points expérimentaux A, B, C, D retenus par |'expérimentateur.
On interpole les réponses connues pour obtenir la surface de réponse.



1.4.5 Variables centrées et réduites :

Z;— ‘Ejﬂ
"'Tfj = AT Xy, X5, .., X, Variables centrées réduites ou variables codées ;
7
Ej_; Eg: ey E;{ Variables réelles ;
0 Emﬂ.r + E'il':l':l.f'il':l. 0 i o . i
E} = 5 Z{Z5, .., Z,  Variables réelles au centre du plan
AZ; Intervalle de variation selon I'axe des Zj
AZ. — Z max ~ L min 4., Valeur minimale de la variable réelle
I 2

Z.... Valeur maximale de la variable réelle



1.4.6 Effet d’un facteur :

. , , s L. Réponse 4
LU'effet d’'un facteur sur la réponse s’obtient en

comparant les valeurs prises par la réponse

quand le facteur passe du niveau (-1) au

niveau (+1).

Soient y, et y, ces valeurs (Fig):

Nous distinguons : y,
* I'effet global: (}’3 - )

Effet global

Cag—y ) 10 u Facteur A
2

* 'effet moyen:

Fig.7 : effet d’un facteur



1.4.7 Effet d’interaction :
I

Il y a interaction entre deux facteurs A et B si I'effet de A sur la réponse dépend du
niveau de B ou inversement (Figure 8)

Y
F § B=-1

w5
Il
Lo
—t

oy

Il

+

=

: | > A ! A ' '
-1 1 -1 1

Pas d’interaction entre A et B Faible interaction entre A et B Forte interaction entre A et B

Fig.8 : Effets d’interactions



5. Démarche méthodologique d’un plan d’expérience:

. Choix des facteurs d’entrée, des modalités et de l'intervalle de variation(ni trop

rapproché ni trop large),

- Choix du plan d’expérimentation
- Plan de criblage
- Plan de modélisation
- PFC (FFD)
- PFF
- P hybride pour surface de réponse

- Plan de mélange: facteurs avec contraintes.
- Analyse des résultats

- Validation du modéle si le probléme est résoly,
progressive des connaissances.

Systéme a étudier

Questions Q1, Q2, ..., Qn
Inventaire des informations
A —> | Choix de la méthode d'expérimentation
Acquisition JI
progressive . .
des résultats Expérimentation
< Analyse des résultats

Connaissance du systéme

sinon passer a I'acquisition



5.1 Notion de modélisation mathématique:

.
y=f(x1,x2, ..., xn) + erreur (modéle a priori).......... (1)
y grandeur d’intérét ou réponse et xi facteurs ou variables d’entrée

Erreur=A+¢ (ou: A: erreur d’ajustement (lack of fit), &: erreur aléatoire (pure error)).

Polynéme (développement de Taylor)
Y =a, -I-Zc::- x; -I-Zafj-x:-xj-l-Za"x: + - (2)

Modeéle a priori (postulé) : polynéme

—:1,],+Z:1:!::+Zauxx +zax + -t e (3)

g, 0; Ay, Q5 Coefficients du modéle a priori:



5.2 Notion de modélisation mathématique:
-5

Calcul des coefficients aj: méthode des moindres carrés:
_ L
F= Z@ Fi=min )
=

N: nbre d'essais (de relations) =p: nbre de coefficients (inconnues).
¥i  réponse calculée avec le modéle postulé

i=n

Donc: f= [}r: a, + Z a; x; + Z a;;x;%; + Z a;x’+ - (5)

|_|.

Pour que: f{au,af,afj,a“] =min (6) il faut que: oF _ o (7)

da,




5.1 Matrice des expériences :

N° essai Facteur 1 Facteur 2

1 (A) -1 -1

2 (B) -1 +1

3 (Q) -1 +1

4 (D) +1 +1

Facteur 1 |Facteur 2

Niveau bas Z1min Z2min
Niveau haut |Z1max Z2max

Facteur 2‘

-

+1

Domaine d'étude

>

+1

Facteur 1



5.1 Matrice des expériences :

Tableau 1 : Matrice d’expériences

Facteur A Facteur B Facteur C Réponses
N° Essais X1 X2 X3 \J
1 -1 -1 -1 Vi
2 1 -1 -1 V2
3 -1 1 -1 V3
4 1 1 -1 Va
5 -1 -1 1 Vs
6 1 -1 1 Y6
7 -1 1 1 V7
8 1 1 1 Vs




5.1 Matrice des expériences :

Tableau 2 : Matrice des effets.

Factewr  Factemr  Facteur Interactions Réponses
A B C Entre A, BetC
N° Essais  xo X1 X2 X3 nx:  XiXs X2X3 X1X2 X3 \J
1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 Vi
2 1 1 -1 -1 -1 -1 1 -1 ¥2
3 1 1 1 -1 -1 1 -1 1 V3
4 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 V4
5 1 1 1 1 1 1 -1 1 Vs
6 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 Vs
7 1 -1 1 1 -1 1 l -1 V7
8 1 1 1 1 1 1 1 1 \E




5.1 Matrice des expériences :

Tableau 2 : Matrice des effets servant au calcul (ajout de la colonne XO).

Factear  Factewr  Facteur Interactions Réponses
A B C Entre A, BetC
N¢ Essais  Xo X1 X2 X3 XiX:  XiX3 X2X3 X1X2 X3 y
1 l -1 -1 -1 1 1 1 -1 Vi
2 1 | -1 -1 -1 -1 1 -1 V2
3 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 V3
4 1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 V4
5 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 Vs
6 l l -1 1 -1 1 -1 -1 \;
7 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 V7
8 1 1 1 1 1 1 1 1 Vs




5.3. Analyse de la régression sous forme matricielle

V=a, tax,+ax, +--+a,x, (8)

V= 4% Y : vecteur de réponses ;
N (9) X : matrice des expériences
A : vecteur des coefficients.

Donc, le modéle matricielle peut s’écrire :
’ P

¥ 24 o1 11 77 X le modéle matricielle
Yz @z )| %oz %12 77 Yiz (10) permet de calculer les
- ' coefficients :
n Ly Ton X1n 777 Agn Qs Oy Aoy eny Gy

Y =



5.3. Analyse de la régression sous forme matricielle

’équation (10) peut s’écrire: Matrice colonne:

(X.X)-A=%Y (1) [ xe,

Iv.y = inf}’f (11)
Matrice des variances (d’information): :
[/yxgi S‘xmxn ZI.;.EIH \Z Xri ¥

lcule :
t:{ - X = Z X1i% g ler Z X5 g on carere -1
B (12) (X-X)"" (12

2 on obtient :
l\zxk:xﬂ: Zxk:xit ZIM -

A=("x-X"1-%x-¥ (13




6. Analyse statistique :
6.1. Vérification de la signification des coefficients:

Cas oU chaque essai est répété m fois :

. . Si les variances de sondage sont homogénes,
-La moyenne des résultats des essais:

on calcule :

N - Les variances de reproductibilité:

_ 2 i=1,2,....,N

yi = U=:lLTI_ (]4) yyiriny Zm:SZ .

|
, & (16)
- les variances de sondage : Srep = N
>, -3
Via = Vi .
S-2 _ u=1 v I (]5) 1=12,....,N
| m-1

oU: m : nbre de répétitions /essai,
N : nbre d’expériences.



6. Analyse statistique :
6.1. Vérification de la signification des coefficients:

Cas ou I'essai au centre est répété n, fois :
0

- dans ce cas, la variance de reproductibilité est estimée par celle calculée au
centre du domaine expérimental

nzol(yi - y_o)2

g2 — = (17)  ob: v=(ny - 1) ddl
rep no _1
no
y— . ; % (18) moyenne des mesures au centre
=t —



6. Analyse statistique :

6.1. Vérification de la signification des coefficients:

Test de Student :
- tester 'lhypothése:

Ho :Ilaj — OII
contre: ]
Hl :llaj ¢ 0|l
- calcul de: t — m
| =
Saj

ou: a, j*™ coeff de I'équation de régression ,

S écart quadratique moyen (modéle 1° degré)

S
S . — rep

aj \/ﬁ

- Comparaison de t; > t, (v) (test bilateral)

t; >ty (f), H, rejeté au risque o
tj <ty (f), Hyaccepté au risque o

- Si Hy est acceptée : aj~0 et la variable

associée n'a pas d’'influence sur Y



6.2. Validation du modéle :
R

a- Recherche de biais du modéle : (test de Fisher Snedecor)

N
- Caleul de S° >y —9.f

res 2 ‘ 1
_ =
Sres - N _I

Ou: (N -1): nbre de ddl (nbre de coefficients significatifs) & Sre,
5,2
-Caleculde F: F = :ES
Srep

-Comparaison avec Ftab: si F<F(095N—1Ln;—1)

Absence de biais (erreurs aléatoires)



6.2. Validation du modéle :
R

b- Test de signification de la régression (test de Fischer):

> (3,901 %
(s~ 9 /(N 1) 7N

- Comparaison si: F_; > F(a,l—1,N —1)

- Conclusion: les variables du modéle ont un effet significatif sur Y et
I’équation est adéquate.



6.2. Validation du modéle :
R

c- Coefficient de détermination:

N
7y T\ 2
, ;(yi -Y) Rz _ Variation due a la régression
R™= ZN: , Variation totale
(yi o 7)

d- Coefficient de détermination corrigé:

52 _p2 4 p2y (1)
R2=R>-(1 R)(N_I)




