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CHAPITRE 1

LOGIQUE ET METHODES DU
RAISONNEMENT MATHEMATIQUES

Dans ce chapitre, on présentera les notions élémentaires de la logique mathématique

ainsi que les différents modes du raisonnement mathématique.

1.1 Eléments de la logique mathématique
1.1.1 Notions de logique

Définition : Une proposition est un énoncé qui est soit vrai, soit faux. Les propositions
sont distinguées par des lettres majuscules : P, @, R, ...

On note par 1 ou V une proposition vraie et par 0 ou F' une proposition fausse.

1.1.2 Opérations sur les propositions, connecteurs logiques

a) Négation : La négation d'une proposition P notée (non P) ou P est une propo-

sition vraie lorsque P est fausse et fausse lorsque P est vraie.
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Table de vérité de la négation.

b) Disjonction : La disjonction de deux propositions P et @), notée (P ou () oubien

(P V Q) est une proposition vraie si 'une au moins des propositions P, @ est vraie.

Pl Q|PVQ
111 1
110 1
01 1
010 0

Table de vérité de la disjonction.

c) Conjonction : La conjonction des propositions P et @), notée (P et ()) oubien

(P A Q) est une proposition qui n’est vraie que si P, Q sont toutes les deux vraies.

PlQ|PANQ
11 1
110 0
0|1 0
010 0

Table de vérité de la conjonction.

d) Implication : La proposition [(non P) ou Q], notée aussi ( PV Q) est appelée



implication logique et on la note P = @ : se lit P implique Q).

P|Q|P|PvQ (P= Q)
11110 1
11010 0
0]1]1 1
001 1

Table de vérité de 'implication.

e) Equivalence : Deux propositions P, () sont équivalentes si (P = @) et (Q = P)

et on écrit P <= (@ : se lit P est équivalente a Q).

PlQIP=Q|Q=P|[(P=QANQ=P)] (P=Q)
1)1 1 1 1
1]0 0 1 0
01 1 0 0
00 1 1 1

Table de vérité de 1’équivalence.

Propriétés

1) Commutativité :
[(PVQ) <= (QVP)]et [[PAQ) < (QAP)].
2) Associativité :
(PVQ)VER] <= [PV(QV R)et [([PAQ)AR] < [PN(QANR)].
3) Distributivité :
(PVQ)AR] <= [(PAR)V(QAR) et [(PAQ)V R] < [(PVR)AN(QV R)].

8) Contraposition :



1.1.3 Les quantificateurs

a) Quantificateur universel : noté V, se lit "quel que soit” ou ”pour tout”.
La proposition [Vx € E, P(z)] est vraie lorsque les assertions P(z) sont vraies pour

tous les éléments x de l'ensemble E.

b) Quantificateur existentiel : noté 3, se lit ”il existe au moins”.
La proposition [3 x € E, P(x)] est vraie lorsque 1’on peut trouver au moins un élément

x de E pour lequel P(z) est vraie.

1.2 Méthodes du raisonnement mathématique

Il existe plusieurs types de raisonnement mathématique, on va traiter dans cette partie

les plus utilisés.

1.2.1 Raisonnement direct

Pour montrer que la proposition (P = ) est vraie, on suppose que P est vraie et on
montre qu’alors () est vraie.
Exemple :

Soient a et b deux nombres. Montrer que
a, be Q= (a+0b) €Q.
Q est I'ensemble des nombres rationnels défini par

@Z{g,pEZ,qGN,q#O}Z{g,pGZ,qu*}-

On utilise le raisonnement direct. On suppose que a, b € Q et on montre que (a+0b) €
Q. Soient a, b € Q. Donc

a==(avecp€Z, qe N

Sl

et

~
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b== (avecp €Z, ¢ € N¥).
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Par suite,

/ / /
a+b:?_’+?ilzu_
q q qq
Or
(pd' +qp') € Z et q¢' € N,
donc

(a+b) €Q.

1.2.2 Raisonnement par ’absurde

Pour démontrer qu'une proposition P est vraie, on suppose qu’elle est fausse et on
aboutit a une contradiction.
Exemple :

Montrer que

VneN, vVn2+1¢N.

On raisonne par I'absurde. On suppose

dneN: vn24+1eN.

Donc
JdkeN*: vn24+1=k
= JkeN: 1=Fk>—n?
— JkeN: 1=(k—n)(k+n)
= dk e N*: /{:—n:ﬁ-
Si ke N ona

O<k$n<1 — O<k—-n<l1

— n<k<n+1,
ce qui est une contradiction (car il n’existe pas un entier entre deux entiers consécutifs).
D’ou,

VneN, vn2+1¢N.



1.2.3 Raisonnement par la contraposée

Si 'implication (P = @) s’avere difficile & démontrer alors compte tenu de I’équivalence
(P = Q) < (Q = P)], il revient au méme de démontrer que (Q = P). Autrement
dit, pour montrer que la proposition (P == Q) est vraie, on suppose que @ est vraie et
on montre que P est vraie.

Exemple 1 : Soit n € N. Montrons par contraposition que
n? est pair == n est pair.

Il s’agit de montrer que
n est impair == n? est impair.
On suppose que n est impair et on montre que n? est impair. On a

nest impair = dkeN:n=2k+1
— JkeN:n?2=4k>+4k+1
= JkeN:n?>=2(2k*+2k) +1
= Jk = (2k*+2k)eN:n?> =2k +1
— n? est impair.
Exemple 2 :

Soient x, y € R. En utilisant le raisonnement par la contraposée, montrer que
rAy= 1+ 4y +y.

Il s’agit de montrer que
3 _ .3 _
rr+r=yt+ty=—x=y.
On suppose que x® +x = y* 4+ y et on montre que z = y. On a
Brr=yy>*+y = P—y>+r-y=0
= (z-y@®+ry+y’)+(—y)=0
(z—y) (@ +ay+y*>+1)=0

r—y=0(cara® +ay+y’+1=(x+%2+32+1>0)

L

T =1y.



1.2.4 Raisonnement par un contre exemple

Pour démontrer que la proposition (Vz € X, P (z)) est fausse, il suffit de trouver un

xo de X tel que P (xg) est vraie.

Exemple 1 : Montrer que la proposition suivante est fausse :
"Tout entier divisible par 3 est impair.”

On utilise le raisonnement par un contre exemple. L’entier 12 est divisible par 3 car

12 =4 x 3. Mais 12 est pair. Donc la proposition
"Tout entier divisible par 3 est impair”

est fausse.
Exemple 2 :

Montrer que la proposition suivante est fausse :
VneN, 3n—7) e N.
On utilise le raisonnement par un contre exemple. Pour n = 1, on a
In—7T=0B83x1)-7=—-4¢N.

Donc la proposition

VneN, Bn—T7)eN

est fausse.

1.2.5 Raisonnement par récurrence

Soit P une proposition dépendant de I’entier naturel n, s’il existe un entier naturel
ny > 0 pour lequel P (ng) est vraie et que pour tout n > ng [P(n) = P (n+1)] est

vraie, alors P (n) est vraie pour tout n > ny.



Exemple :

Montrons que

Pour n =1, 0n a

11+ (2x1+1
SR =121t +DEx1+1D _

Donc

ik2:1(1+1)(2x1+1).
k=1 6

Autrement dit, P (1) est vraie.

Soit n > 1. On suppose que P (n) est vraie, ¢’est a dire

) +1)(2n+1)
Zk 6

et on montre que P (n + 1) est vraie, c’est a dire

s (n+1)(n+2)(2n+3)
> k= ; .

n+1
ZkQ Zk2 + (n+1)?
k=1

_ (n+ 1)6(2n—|- 1) 41y
n(n+1)2n+1) +6(n + 1)?
6

(n+1)(n2n+1)+6(n+1))

(@]

(n+1)(n+2)2(n+1)+1)

Finalement, Vn € N*, P (n) est vraie.



