Maths 1 Résumé : Ensembles et Relations

1 Ensembles et relations

1.1 Ensembles

1.1.1 Généralités

Définition 1.1.

Un ensemble peut étre défini de deux maniéres :
1. Un ensemble est une collection d’objets.

2. Un ensemble est une collection d’objets rassemblés selon une propriété com-
mune.

» Chaque objet est un élément de I’ensemble.

» Le nombre d’éléments d’un ensemble E est appelé cardinal de E et on le note
card(E).

Exemple 1.1.

» N=1{0,1,2,3,4,5,...} ensemble des entiers naturels.
> Z={...,-3,-2,—1,0,1,2,3,4,5,...} ensemble des entiers relatifs.
» Soit E l'ensemble des entiers qui divisent 20, E = {1,2,4,5,10,20}.

Remarque 1.1.

» Un élément z est distinct de I'ensemble {z} c’est-a-dire = # {z}.

Définition 1.2.
» r € F (appartenance) signifie  est un élément de I’ensemble E.
» = ¢ F signifie x n’est pas un élément de 'ensemble E.

1.1.2 Opérations sur les ensembles

a. Intersection "N" : z € E N F signifie (&) "z € E et x € F", et on écrit
ENF={x/r € E et x € F}.

Exemple 1.2.

> E = {2017,2018, 2019, 2020}, F = {2016,2020,2021}, G = {2011, 2022}
alors ENF = {2020}, ENG = 0.

Remarque 1.2. E et F sont disjoints signifie que £ N F = (). Autrement
dit, ENF = () signifie (Vx € E, t ¢ F) et (Vx € F, x € E).

b. Union "U" : z € EU F signifie (<) "z € E ouz € F", et on écrit

EUF ={z/x € E ou x € F}.
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Exemple 1.3.
» £=1{1,2,6,7}, F ={-1,6}, alors EUF ={-1,1,2,6,7}.
» F = {2017,2018,2019,2020}, F' = 0, alors EUF = {2017, 2018,2019, 2020} .

c. Inclusion "C" et égalité "="
E C F signifie (<) que tous les éléments de F sont dans F', autrement dit

Ve, r€ = x€F.
Remarque 1.3. E = F signifie £ C F et F' C F, autrement dit
Vee FE<xeF.

Exemple 1.4.
» £={-6,0,7,9}, F ={-6,-5,-3,0,7,8,9}, alors E C F mais F ¢ E.
d. Différence et complémentaire de deux ensembles

On appelle différence de deux ensembles E et A et on note £ — A ’ensemble
des éléments de E/ qui n’appartiennent pas a A et on écrit

E—-A={z/z e FE et v ¢ A}

Dans le cas ou A C F, alors £ — A est dit complémentaire de A dans E et
il est noté "Cs ou A".

Exemple 1.5.
> A={1,6}, E={1,2,6,7}, alors CA = {2,7}, C4 =0, A = A.

1.1.3 Propriétés

Soient F, F' et G trois ensembles, alors les relations suivantes sont vraies

1. AnB=BNAet AUB = BUA. (commutativité)

2. AN0=0NnA=0et AUD=DUA=A.

3. (ANB)NC=ANn(BNC)et (AUBU)C =AU (BUC). (associativité)

4. (ANB)UC =(AnC)U(BnNnC)et (AUB)NC = (AuC)Nn(BUCQO).
(distributivité)

5. A—-(BNC)=(A-B)U(A-C)et A—(BUC)=(A—-B)n(A-0C).

6. SiAC Eet BCE,alors Ca"P=CaUCE et C4°8 =C4nNCE.
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1.1.4 Ensemble des parties d’'un ensemble

Etant donné un ensemble E, on désigne par P(F) I'ensemble de toutes les
parties de E, c’est a dire
P(E)={A/AC E}.

Remarque 1.4. L’ensemble vide et E sont des éléments de P(F). Le nombre
d’¢léments de P(E) est 20974E),

Exemple 1.6. Si on prend E = {1,2,3}, alors
P(E) ={0,{1}, {2}, {3}, {1,2}, {1, 3},{2, 3}, E}.

1.1.5 Partition d’un ensemble
Soient E un ensemble et A une famille des parties de E. On dit que A est une
partition de F si
1. Tout élément de A n’est pas vide.
2. Les éléments de A sont deux a deux disjoints.
3. La réunion des éléments de A est égale a E.
Exemple 1.7. Soit E = {1,2,3}.
» A= {{1},{2},{3}} est une partition de E.
» A ={{1},{2,3}} est une partition de E.

» A= {{1,2},{2},{3}} nlest pas une partition de E.
» A= {{2},{3}} n'est pas une partition de E.

1.1.6 Produit cartésien

Définition 1.3. L’ensemble des couples (z,y) tel que x € E et y € F est appelé
produit cartésien de E et F et il est noté E x F. Autrement dit,

ExF={(z,y)/Jr € E et ye€ F}.

Exemple 1.8.

» NxN=N?={(n,m)/n €N et meN}.

» RxN={(z,y)/r € R et y € N}.

P RXxRxR=R3={(z,y,2)/reR ety €R et z € R}.
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1.1.7 Propriétés du produit cartésien

Soient E, F', G et H quatre ensembles. Alors, on a
. EXF=0=FE=0ouF =0.

2. ExXF=FxE&sFE=0ouF=0ouFE=F.
3. ExX(FUG)=(ExF)U(E xG).

4. (FUF)xG=(ExG U(F x@Q).

5. (ExXF)N(Gx H)=(ENG)x (FNH).

1.2 Relations
1.2.1 Relations binaires

Définition 1.4. On appelle relation binaire sur un ensemble E. toute opération
(application, lien) R entre deux éléments z, y de cet ensemble. On note zRy et
on lit "x est en relation avec y".

Exemple 1.9.

I.Vz,ye R, 2Ry x> y.

2.Vzx,yeR, 2Ry < x=y.

3. Vrx,yeR, 2Ry < x+y est un multiple de 2.

4. Soit P(E) l'ensemble des parties de E. VA, B € P(E), ARB << ANB=1).

Définition 1.5. Une relation binaire R sur E est dite
1. réflexive si : Vo € E, xRz,
2. symétrique si : V z,y € E, 2Ry = yRuz,
3. antisymétrique si : V z,y € E,( 2Ry et yRz) = y = «x,
4. transitive si : V z,y,2 € E, ( xRy et yRz) = zRz.

1.2.2 Relation d’équivalence

Définition 1.6. Une relation binaire R sur un ensemble E est dite une relation
d’équivalence si R est a la fois réflexive, symétrique et transitive.

Exemple 1.10. On définit sur Z la relation suivante :
Ve, y€Z, xRy <= dk € Z:x —y = 2k.

Montrons que R est une relation d’équivalence.

4 Université de Bejaia, Dpt ST



Maths 1 Résumé : Ensembles et Relations

1. Réflexivité de R : Soit x € Z. On a
r—x=0=2x0.

Donc
Ak=0)€Z:x—x=2k= aRx.
Donc R est réflezive.
2. Symétrie de R : Sotent x,y € Z tels que xRy
TRy = JkeZ:z—y=2%k

= dkeZ:y—xz=-2k

= ' =(-k)€Z:y—x=2K

= yRx.
Donc R est symétrique.

3. Transitivité de R : Soient x,y,z € Z tels que xRy et yRz

dkeZ:x—y=2k.... (1)
TRy et yRz = et
K eZ: y—z=2k..... (2)
= J'=(k+FK)eZ:x—2z2=2k" en sommant (1) et (2)
= TRz

Donc R est transitive.
Conclusion : R est une relation d’équivalence.

Définition 1.7. Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. On appelle
classe d’équivalence d’un élément y de E et on note § (ou ¢ ou cl y), 'ensemble

y={x € E/zRy}.

Définition 1.8. Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble £. On appelle
ensemble quotient de E par la relation R, I’ensemble des classes d’équivalence de
tous les éléments de E. On note cet ensemble par /R et on a

E/R={y/y € E}.
Exemple 1.11. Dans R, on définit la relation binaire R par
Vr,y eR, 2Ry < 2> —z =y* —y.

1. Montrons que R est une relation d’équivalence sur R.
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(a) Réflexivité : Soit x € R. On a

[2° — 2 =2 — 1] = 2R,

Donc Vx € R, xRz, d’ou la réflexivité de R.
(b) Symétrie : Soient x,y € R tels que zRy. On a
TRy = 22 —ax=9y>—y
- y2 -y = 2 —x
— yRuz.
Donc Vx,y € R, xRy = yRx, d’ou la symétrie de R.
(c) Transitivité : Soient z,y,z € R tels que xRy et yRz. On a

TRy et yRz = { et

En additionnant les égalités (1) et (2) membres a membres, on obtient

Pty —y=y —y+t—z2 = *—r=2"-=2
— IRz
DoncVx,y,z € R, 2Ry et yRz = xRz, d’ou la transitivité de R.
Finalement, de (a), (b) et (c), R est une relation d’équivalence sur R.
2. Calculons la classe d’équivalence de 0. On a
0 = {zeR, 2RO}

= {z€eR, 22 —2=02-0}

= {z€eR, z(z—-1)=0}

= {zeR, z=0ouz=1}

= {O’ 1}

Exemple 1.12. On définit sur R? la relation binaire R par :
V(a,b),(c,d) € R? (a,b)R(c,d) <= a® +b* = * + d°.

1. Montrons que R est une relation d’équivalence.
(a) Réflexivité de R : Soit (a,b) € R%. On a

a? 4+ b* = a?® + b?
= (a,b) R (a,b).

Donc ¥ (a,b) € R?, (a,b) R (a,b). D’ou la réflexivité de R.
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(b) Symétrie de R : Soient (a,b),(c,d) € R*: (a,b) R (c,d). On a
(a,0) R (c,d) = a®>+b*=c+ d?
— 24+ d>=a®+b
= (¢, d) R (a,b).
Donc

V(a,b), (c,d) € R?, (a,b)R(c,d) = (¢,d) R (a,b).

D’ou la symétrie de 'R.
(c) Transitivité de R : Soient (a,b),(c,d), (e, f) € R* : (a,b) R (c,d) et
(c,d)R (e, f). On a

a,b) R (c,d A+ =+ d?
(a,0) R (

et - et

(c,d)R (e, f) A4 d?=e?+ f?

= d+bP =+ f?
— (a,b) R (e, f).
Finalement,
Y (a,b),(c,d), (e, f) € R*: (a,b) R (c,d) et (c,d)R (e, f) = (a,b)R (e, f).
D’ot la transitivité de R.

De (a), (b) et (c), on a R est une relation d’équivalence.

2. Donnons la classe d’équivalence de (0,1).

(0,1) = {(a,b) € R*: (a,b)R(0,1)}
= {(a,b) €eR?*:a®> +1* = 0%+ 1%}
= {(a,b) eR*: > +1? =1}.
Donc la classe d’équivalence de (0, 1) est le cercle de centre (0,0) et de rayon

1.

1.2.3 Relation d’ordre

Définition 1.9. On dit qu’une relation binaire R sur une ensemble E est un
relation d’ordre si R est & la fois réflexive, antisymétrique et transitive.

Définition 1.10. Soient £ un ensemble et S une relation d’ordre dans E. On dit
que S est d’ordre total si

Va,y € E, (2Sy) ou (ySx).
On dit que S est d’ordre partiel si elle n’est pas d’ordre total, ¢’est a dire

Jrv,y € E,(x Sy) et (y Sz).
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Exemple 1.13. On définit sur R la relation binaire R par :
Vo,y e Rf, 2Ry <= Ik ecN:y =2
1. Montrons que R est une relation d’ordre
(a) Réflexivité de R : Soit x € Rf. On a
x =t
= Jk=1€N:x=2"
— 2Rx.
Donc Vr € R}, xRx. D’ou la réflexivité de R.
(b) Antisymétrie de R : Soient x,y € R} : xRy et yRx. On a

TRy Jk; €Ny =aM
et — et
yRax Jky Nz =y

— Tk, ky €Ny = (yf2)"
- E'kl,kg eEN: Yy = ykﬂcz_

Donc kiky = 1 ce qui implique que ky = ko = 1 car ki, ky € N et par
suite x = y. Finalement,

Vo,y € RS, 2Ry et yRx = x =y.
D’ou lantisymétrie de R.
(c) Transitivité de R : Soient x,y,z € Rf : 2Ry et yRz. On a

TRy Jk; €Ny =aM
et - et
yRz Jky € N: 2 = g2

— Jdki, kb eN:z= (x"“)k2 = ghik2
— Fky=k.ks e N:z =21 = Rz

Finalement,

Vo,y,z € RS, 2Ry et yRz = 2Rz.
D’ou la transitivité de R.

De (a), (b) et (c), on a R est une relation d’ordre.
2. R est-elle d’ordre total ?

L’ordre R n’est pas total : En effet, prenons x =2 ety =3. On a
AkeN:3=2"—=2 R3

et
AkeN:2=3"—= 3 R2.
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