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TD N°3 : Compléments Mathématiques

FExercice 1 :
On considére un opérateur ) dont les vecteurs propres forment une base orthonormée de 'espace des états :

Q|6n> :qn|en> (n:172737"')

Montrer que cet opérateur peut s’écrire sous la forme suivante :

Q= Z Gnlen){en (représentation spectrale de Q)
n

Fxercice 2 :
On dit qu'un opérateur @ est anti-hermitien si :

Qt =-0Q
1. Montrer que la valeur moyenne d’un opérateur anti-hermitien est imaginaire.

2. Montrer que le commutateur de deux opérateurs hermitiens est anti-hermitien. Que peut-on dire du commutateur
de deux opérateurs anti-hermitiens ?

Fzxercice 3 :
On considere un systéme physique ne possédant que deux états linéairement indépendants :

L’état du systéme le plus général est une combinaison linéaire de la forme :

a

|s) = all) +b]2) = ( b > . avec |a]? + b2 =1

L’hamiltonien du systéme est exprimé sous la forme matricielle suivante :

h g
" ( g h )
ou h et g sont des constantes réelles.
Si I’état du systéme & ¢ = 0 est |1), que sera I’état du systéme a un instant ultérieur ¢ ?
Ezxercice 4 :
On considére un espace des états engendré par la base orthonormée {|1),[2),|3)}. Deux kets |a) et |3) sont donnés par :

) = i[1) =2|2) —l3),  |B) = i[1) +23)
1. Construire (| , (f| dans la base duale {(1|, (2|, (3|}.
2. Trouver (a|B) et {B|a) et vérifier que (a|B) = (Bla)* .

3. Trouver l'expression matricielle de 'opérateur A = |a)(3|. Est-il hermitien ?

FExercice 5 :
L’hamiltonien d’un systéme physique & deux niveaux est donné par :

H = e([1)(1] = [2)(2] + [1){2] + [2)(1])

ou {|1),|2)} est une base orthonormée et e est un nombre ayant la dimension d’une énergie. Trouver ces valeurs propres
et ses vecteurs propres (comme une combinaison linéaire de 1) et |2)). Trouver la représentation matricielle de H.
FEzxercice 6 :

Soit un espace des états £ a deux dimensions, muni d’une base orthonormée {|ay) , |az)} tel que :

w=(4): w=(t)

On considére un opérateur X qui agit dans & tel que :

Xla1) = la1) +2i]az)
X |a2> —21 \a1> + \a2>
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1. Trouver la représentation matricielle de X .
2. Calculer les valeurs propres A; et Ay et les vecteurs propres normalisés correspondants |u1) et |ug) de Popérateur X.
3. Montrer que |p1) et |ug) sont orthogonaux.
4. Trouver la représentation matricielle des opérateurs P; = |u1) (11| et P2 = |u2) (u2|. Montrer que Py et P5 sont des

projecteurs.
5. Vérifier que :
— Py + P, = I, la matrice identité.
- )\1P1 -+ )\2P2 =X.
— AP+ \2P, = X2
- )\%Pl + )\%Pg = X~ '. L’opérateur inverse de X.
FEzxercice 7 :

On considére un systéme physique avec un espace des états £ de dimensions 3. Une base orthonormée de I’espace des états
est choisit de sorte que 'hamiltonien H est représentée par la matrice :

2 10
H=1|1 2 0
0 0 3

1. Quels sont les résultats possibles lorsque I’énergie du systéme est mesurée ?
i
2. Une particule est dans ’état |¢)) représenté dans cette base par % —i |. Trouver (H), <H2> et AH.
i
FEzxercice 8 :

On consideére un systéme physique avec un espace des états £ de dimensions 3, muni d’une base orthonormée {|u1) , |uz) , |us)}
tel que :

1 0 0
|u1> = 0 ) |U2> = 1 s |U3> = 0
0 0 1

— I) ’hamiltonien H du systéme est une observable qui agit dans £ de sorte que :

Hluy) = |u1) = [ug)

Hluz) = —luy)+ |uz)

Hluz) = —lug)
1. Trouver la représentation matricielle de H .
2. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres normalisés correspondants de I’hamiltonien H.
3. Quels sont les résultats possibles lorsque ’énergie du systéme est mesurée 7

i

4. L’état du systeme est décrit par le ket |¢)) représenté par % —.z' . Trouver (H), <H2> et ANH.

7

— II) Une observable A est représentée dans la base {|u1),|u2),|us)} par la matrice :
0 1 0
A=1|1 0 1
01 0

1. On effectue une mesure de I’énergie du systéme et on trouve la valeur —1. Juste aprés, On procede a une mesure
de A. Donner les résultats possibles et la probabilité correspondant a chaque résultat obtenu.

2. Calculer AA.
Fxercice 9 :

On considére trois observables L, M et N vérifiant la relation de commutation [L, M] = iN dans 'image de Schrédinger.
Montrer que cette relation de commutation reste toujours vérifiée dans 'image de Heisenberg.
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Ezxercice 10

1. Trouver la forme, dans la représentation de Heisenberg, des opérateurs de position X et d’impulsion P d’une particule
libre & une dimension.

2. Trouver la forme, dans la représentation de Heisenberg, des opérateurs de position X et d’impulsion P d’une particule
soumise a un potentiel d’oscillateur harmonique a une dimension.

3. On considere une fonction, appelée fonction de corrélation, défini par :

ou x(t) est 'opérateur de position dans I'image de Heisenberg. Evaluer explicitement cette fonction pour Iétat
fondamental d’un oscillateur harmonique & une dimension.

FEzercice 11 :
On considére un espace des états ‘a deux dimensions engendré par la base {|0),|1)}. Nous avons un mélange statistique
préparé de facon que 3/4 des systémes sont dans I'état |A) et 1/4 des systémes sont dans 1'état |B) :

V3
2

2 1
|A) = %|0> + ﬁll

Ecrire 'opérateur densité associé & chaque état pure |A) et |B).

) 1By =210+ 1y

Ecrire opérateur densité associé au mélange statistique.
Trouver l'expression matricielle de I'opérateur densité dans la base {|0),]1)}.

Calculer sa trace.

oL W =

Si une mesure est effectuée, quelle la probabilité de trouver le systéme dans ’état |0) ? Quelle la probabilité de le
trouver dans Pétat 1) ?

6. Quelle la probabilité de trouver le systéme dans I'état |[+) = 1/v/2(|0) + |1)) ? Quelle la probabilité de le trouver
dans I'état |—) = 1/v/2(|0) —[1))?
FExercices Supplémentaires :
Fxercice 12 :
Une grandeur physique est représentée par une observable A ayant deux vecteurs propres normalisés [1)1) et |¢)9) corres-
pondant respectivement aux deux valeurs propres a; et as. Une autre grandeur physique est représentée par I’observable
B possédant deux vecteurs propres normalisés |@1) et |@2) avec les valeurs propres by et by. Les vecteurs propres sont reliés

par :
3l¢1) + 4[¢2 4]¢1) — 3|92
lth1) = 7' ; 142) o 2) = 7| > 02)
5 5
1. L’observable A est mesurée et la valeur a; est obtenue, quelle est ’état du systéme immédiatement apres cette

mesure 7
2. Sil’observable B est mesurée, quelles sont les résultats possibles et les probabilités correspondant a chaque résultats ?
3. Juste apres la mesure de B, A est mesurée une deuxiéme fois, quelle est la probabilité de trouver ay ?

Fxercice 13 :

Montrer que la norme d’un ket |¢(¢)) est conservée au cours du temps, sachant que |¢(¢)) est solution de I’équation de
Schrédinger.

FExercice 14 :

L’hamiltonien d’un certain systeme physique a trois niveaux est donné par la matrice :

0 b
H = c 0
0 a

O R

ol a, b et ¢ sont des nombres réels (on assume que a — ¢ # +b).

1. Si at =0 le systéeme est dans ’état :

trouver |s(t)) .
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2. Siat =0 le systeme est dans I’état :

w
—~
(=)
~—
Nt

I
= o O

trouver |s(t)) .

FExercice 15 :
L’hamiltonien d’un certain systéme physique a trois niveaux est donné par la matrice :

o N O
N OO

1
H=h| O
0

Deux autres observables, A et B, sont représentées par les matrices :

O O N
_ o O
S = O

010
A=x|l 10 0 ., B=u
00 2

ol w, A et u sont des nombres réels positifs.

1. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres normalisés de H , A et B.

2. On suppose que le systeme est décrit a ¢ = 0 par :
1s(0)) == | e |,

avec |c1]? 4 |ca]? + |e3|? = 1. Trouver la valeur moyenne (a t = 0) de H, A et B.
3. Trouver |s(t)). Si ’énergie du systéme est mesurée a un instant ¢, quelles sont les valeurs possibles et avec quelles

probabilités 7




