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flvant propos

L'outil statistique trouve une place de plus en glul
importante dans de nombreux domaines tels que : Sciences de |
lingénieur ; sciences physiques , économiques , biologiques ,
sociales ; agronomie ; médecine ;...

Notre souci , dans ce travail , a été de donner au lecteur
les moyens d'aborder et de résoudre différents problémes
statistiques ; mais d'éviter de donner des recettes .

Nous nous sommes efforcés dans cet ouvrage de
présenter les concepts et principales méthodes de la
statistique et d'incorporer un nombre relatdvement important
d'exercices . Par souci pédagogique , ceux-ci sont entiérement
résolus avec parfois beaucoup de détails . ‘

Ce recueil d'exercices est destiné a &tre uilisé comme
complément 4 un cours de base de statistique mathématique .,
* ' Qutre la présentation des méthodes statistiques
fondamentales, objectif principal de 1'ouvrage , nous avons -
consacré une partie aux fondements théoriques des
principales lois de probabiltés utilisées dans différents
domaines statistiques ( estimation ; théorie de la décision )
ainsi qu'une autre a la statistique descriptive . :

La plupart des exercices de ce recueil ont déja été
proposés aux étudiants dans le cadre de séances de travaux
dirigés . Certains d'entre eux sont inspirés de manuels cités
en référence . lls correspondent dans la plupart des cas a des

© QFFICE DES PUBLICATIONS UNIVERSITAIRES: 122005 données réelles .

Fglglg%;gi:gg?a.s ' Nous exprimons notre reconnaissance aux collégues

Dépbt tégal : 316812005 enseignants M€ KHALDLY , Mie TAHLR et M DOUMAZM.
pour aveir bien voulu se charger de la correction et pour
leurs précieux conseils qu'ils nous adressés . Nos

remerciements vont également & MI GOUIGAILM pour la mise
en forme de l'ouvrage . Nous espérons que le Jecteur nous:
fera part de ses suggestions et rernargques .
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CHAPFITRE 1

STATISTIQUE DESCRIFTIVE

- Un ensemble fini ) est dit population . Les éléments de
Q) sont appelés individus . Une application de £ dans R est
dite caractére . Le caractére détermine une partiion de €2
sulvant ses modalites . '
Il est souvent difficile , voire impossible , d'observer toutes
les données . On étudiera alors une partie de la population
gqu'on appelle échantillon .
Une variable X peut-étre discréte ou continue .

Variables discrétes
al Tableau

soit #; l'effectif de la valeur %; de la variable X .

"

Ona Z n; =n et f; =— 1afréquence correspondante .

; n
i

Un tableau statistique est présenté sous la forme :
Tableay 1.1
X R, i
X n, f
Xy |h fa

Total | 1 1
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1) Repré . bi

Di b

On porte f;(ou #,) en ordonnée en fonction de  x;
f

f31

L P
fl"
fer |
|
X Xy Xy Xy
Fig. 1.1

Les valeurs de la variable aléatoire X sont regroupées en
classes {c,-,c,-H[ , (=1,2...,k—1) . Un centre de classe x; est

choisi pour la classe i (moyenne arithmétique des deux
extrémités }
Leffectif et la fréquence de la cldsse  f sont »; et f,.

I
On note par ¥, = z f; les fréquences cumulées
j=1

STATISTIQUE DESCRIPTIVE .., 3

On représente ces données sous la forme du tableau

Tableq.u 1-2
1‘...,..1‘\
Classes X; n, f‘, F‘_
[T [ESTTPTYPRTITIN [FPRISSTT PRV NTTTITTEY SPRITLTY EETEITTPPPvP P
Tarsmennenes ' el ||
X1 m .ﬁl
Ch.. [ [FTTCTPTP (FPPROPITRIRY STTTROR NPT )
2 [LTLILEN]
Coaornannranns TN it 3302208 METE Il A
;b) ’ “l'l“!" 1

Cr-1 RSN B -
. mmhmdd i h LA ASd sismasAETEIERREN AL LN I} (11 k_.z'-.
- Xpg LT -‘.;‘};T?..EN'T '
Ck ...... erasrrrraaranass | cisarisainrrrres | crinannsdavannan | L Fk ]_“
C b e

TS

L'amplitude de la classe i est @; = Cjyy =6+
Les classes ne sont pas toujours d'égale amplitude .

b) Repré i hi
listogramme.

Le rectangle pour chaque classe a pour longueur l'axe des
abscisses , Namplitude de cette classe et une surface
proportionnelle a la fréquence de la classe
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STATISTIOUE DESCRIPTIVE 5

4 fréquence

S

€y € €3 C4p---Cy Cpy &
-«
Fig. 1.2
Z-Caractéristigues de position

Mode ;
La valeur que la variable prend le plus fréquemment est dite
mode .Pour une distribution discréte , c'est la valeur la plus
fréquente . Dans le cas de données groupées en classe , on
parle d'une classe modale. .

- Médi _

La médiane ( notée M ) est la valeur de la variable telle que
. 1 ! n; :

F(M)zE , F,-=z{f- . fj:-;- Eile déterminée par
= .

interpolation linéaire pour les données groupées . C'est une
caractéristique qui n'est pas affectée par les valeurs extrémes
+ mais les observations doivent étre ordofinées pour sa
détermination . S

Moyenne ;
2%

i
n
qui prend compte de toutes les données observées . Elle est
utilisée dans beaucoup d'applications (estimations , tests
statistiques ) et est sensible aux valeurs extrémes .
Znixi
i

la moyenne ( notée x ; x= } est une caracteristigue

Pour une distribution en classe on a :x = Z fixi= ol
i

%; est le centre de la classe i

On simplifie parfois le calcul en faisant un changement de
variable . On introduit une variable :

X=X )
x; === avec x, et g convenablement choisis.
a .
La moyenne x des x;est alors calculée & partir de celle'x' des

x; puison fait x=ax'+x,

Etendue ; €= Xpax — Xmin

Quartiles : Les nombres Q1,02 et 33 tels que F((Q1)=0,25 ;
F(Q2)=0,5 ; F{Q3)=0,75 sont dits quartiles .
Q3-Qq est dit écart interquartile.

Déciles;  Les nombres D1,D32,.........,D9 tels que
CB(D1)=0,1 ;.
E(D2)=0,2 ;.........; F(Dg)=0,9 sont dits déciles.

Les centiles sont définis de la mémes maniére .

Variance et écart-tvpe : On appelle variance le nombre

réel positif ou nul
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voTato (25
g

On appelle écart-type ou écart ciua.dratique le nombre réel

o=~V

Moment d'ozdre 7. (”EN) My = th

Qs u 0.,
Lorsque la statistique est symétrlque ! ;L Wi
Pour une distribution normale rédudté . -

e D wrdmon #0d -

# \ AN e 28RO .‘ \
/ { Ky mxlpwﬂun ¥ ;f b

Courbe symétrique ¥ > 0” (“Mﬂm,l ----- Yy<0

7’=0 | ﬂ}gmﬂ\bm\

Fig. 1.3 Fig. 1.4

SR Tv "4 3 b T 0 B

Apatissement fort

. Ayplatissement moyen

Aplatissement
faible

a) Lorsqu'il n'y a qu'une observation pour un
couple (x;,y;) on décrit la série statistique par le tableau :

Tableau 1.3

X Xi | Xg [rrrmmeemmrsemenes X, T TTTP . xm

1

Le couple (x;,yj) i i=1,...,m ; représente la valeur prise
par (X,Y) dans la i®II€ phservation .
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On représente la distribution sous forme d'un nuage de points
dans R< .

~
Y‘ ¥
«
¥
v x ¥
o
L * 4 +
%
+ ¥ Y
LI
+ * ~ N v
: " >
=

Fig. 1.7

b) Soit #;; I'effectif du caractére

X prend les valeurs X,X45,...,%p ‘
Y prend les valeurs ¥, ¥3,:000 ¥

STATISTIQUE DESCRIPTIVE -9
On utilise la représentation ( tableau de contingence )
Tableau 1.4
Y , Total
X Y Y2 Y Vom partiel
>
. m= my
xl nll nl2 """ n]} nlm 1. j=l 1-]
3
N X ny = a2y
X, Bay My L] Mj | s Hom 2. A 2 f
3
' - . ng = n
X | g e | i | "5 21
...... g
n n . n fp = n j
X p n pl P2 PJ pm fa i1 P.
Ry iy n J n.m
Total - - = - n=.. = E"l»j
partiel| p P p P i
g”u E Ry p* Z i
i= i i f

n = :): n; est la distribution marginale de X

j=1
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H.j=

Mt

n;  estladistribution marginale de Y
{

-
If

On peut aussi utiliser 1a représentadon en fréquence f,_-j avec

i, L __n.'
fi_f:_ ; fi=— Etf.j—_J

n h n

2-Ceefficient d lation linéai

a) Lorsqu'il n'y a qu'une observation pour un couple
(xi,y‘-) s i=1,...,m ; on définit le ceefficient de corrélation
par le réel p:

avec Cov(X,Y):%Z(xﬁ-—;)(yi—E)

b) Soit ny l'effectif du caractére (x,-,yj);i =1,....p;
j = 11'--5m

Le ccefficient de corrélation linéaire est défini par :
1 — -
=3 (% =x)(3-5)

= n d j

Ty Ty

p

STATISTIOUE DESCRIPTIVE -

ou 0} ==Y n (5-3)
Ry

et oy =%Z”J(J’J ‘})2
}

[ ujam .

' v ';f jl(ﬁ ‘c’
:.‘,HK;‘M
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EXERCICES

I.1 Soit le tableau statistique donnant le nombre d'enfants
dans 116 familles

Tableau 1.5
Nombre
d'enfants Q 1 2 3 4 |5 etplus
X
Nombre de
familles 3] 18] 25| 33| 21 13
n;

a) Calculer les fréquences correspondantes ainsi que
les fréquences cumulées . Tracer la courbe des fréguences
cumulées .

b} Trouver le mode , la médiane et les quartiles de cette
distribution .

¢) Trouver la moyenne et l'écart-type de cette
distribution .

1.2 Le tableau suivant donne les quantités hebdomadaires
d'essence recues { en milliers de litres ) par une station
durant 36 semaines .

Tableau 1.6

12,5 15 185 155 16 11 11,5 12 16
11 15 16 15 12 12 16 20 23
20 15 18 18 22 15 27 18 15
16 25 18 18 171 20 235 168 125

1) Ranger ces quantités par valeur croissante

STATISTIQUE DESCRIPTIVE 13

2) Construire un tableau des intervalles de classe ,
centre de classe , fréquences et fréquences cumulées

3) Construire l'histogramme des frégquences et la
courbe des fréquences cumulées .

4) Trouver la moyenne , la médiane , le mode , la
variance et I'écart-type
a) pour les quantités données par le tableau ci-dessus .

b) pour le tableau construit a la 2Z€ME guestion .
Expliguer les résuliats .

L3 Soit le tableau donnant le poids de 133 étudiants ;

Tableau 1.7

Poids | Nombren,
( Kilogramme } d'étudiants
de 56 4 moins de 58 5
_ 58 . 60 12
.60 e _____02 18
_62 ______ 64 39
e 66 36
_b66___ 69 15
_69__ 72 8
Total 133

1) Construire I'histogramme de la distribution ainsi que
la courbe des fréquences cumulées,

2) Calculer les caractéristigues : mode , médiane ,
étendue , quartiles , moyenne et écart-type. .
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L4 La répartition de 638 fonctionnaires par tranches de
salaire net mensuel dans un établissement public en 1993

était ;

Salaire mensuel Nombre de
( 103 DA) fonctionnaires
Moins de 6 69

de 6 a moins de 7 86

-7 ________8 220

— 8 9 a2

—9 10 27

— 10 11 11

—11___ 12 20

12 ___ 13 19

- 13 __ 14 19

— 14 ________15 42

—15 16 26

—16 17 07

Total 638

1) Représenter I'histogramme de cette répartition .

2) Quel est le salaire mensuel moyen . Trouver l'écart-

type de la distribution des salaires . .

3} Déterminer le mode et la médiane de cette

répartition .

SOLUTIONS DES EXERCICES

I.1 a) On cherche les fréquences Jf;
cumulées F;

puis les fréquences

Tableau 1.9
X 7 S F,
0 6 0,052 0,052
1 18 0,155 0,207
2 25 0,216+ 0,423
3 33 (0,284 0,707
4 21 0,181 0,888
5 et plus 13 0,112 1
Total 116 1
La courbe des fréguences cumulées est
FL-‘
4 -
1 _ e
0,8 { P
SR
0,6' L=
0,4 e
0,21 x~
b= T | ¥ ’
0 1 2 3 4 5 X

Fig. 1.8
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b) Le mode est : 3 enfants

L.a médiane est ; Af, =3
Les quartiles sont: Q=2 et 0, =2

c) En prenant une moyenne de 6 pour la classe ** 5 et

plus” , on trouve : 3= 3 " 18+50+99+84+78
’ ’ o 116

?

x = 2,84 enfants

1
ot o Zj”f“f o 1841004 297 +336 ¢ 468 |
g = = -

=n 1 =

ot =246
On a donc o =157

k2. 1) En classant les guantités par valeur croissante, on

_obtient :

Tableau 1.10

1 1 1,5 12 12 12 125 125 15
15 15 15 15 15 155 16 16 16
16 16 168 171 18 18 18 18 18

185 20 20 20 2 23 235 25 27

ETATISTIQUE DESCRIPTIVE 17

2) On dresse le tablean

.Tableau 1.11

centres
Quantités de classe | Effectif | Fréquen | Fréquences
X; ces cutnuléas
é_ 1031 ”!' [ F;
De 10 A moins de 13 11,5 8 0,222 0,222
_13__ 16 14,5 7 0,194 0,416
| -16 _—191 17,5 13 0,361 0,777
_19__ 21 20 3 0,083 0,860
_21 ____.24| 225 3 0,083 0,943
24 27| 25,5 2 0,057 1
Totaux 36 1 —

3) Histogramme des fréquences

L'amplitude élémentaire est g = 3.10° . La hauteur du
rectangle correspondant i la classe " De 12 4 moins de 21" est

—(]’—38—-%.3=0,125

0,5
0,40 +
0,30 4
0,20 4
0,10 ~

10 13 16
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Fig.1.9
Courbe des fréquences cumulées

F.é
1 - BT
0.8 - -
0,7 -
0,5 4
0,4 A
0,2 ol
014 7
e ' %
010 13 16 19 21 24 27 x
Flg.l.ll}
4)a) La moyenne x est:
. :;=_12,5+15;k ........ +16,$,f12£=16,?5 :

36 ..

La médiane M, correspondant 4 la valeur du

(36+1

2
du 19&
élément . Donc la médiane M, vaut 16

feme
) =18, 5 élément , c'est & dire la moyenne du 188 et

Le mode est 15
la variance o7 vaut:

o2=] 32 2L DY) A (16,75)2

15
o =15,136 et c=3,89

STATISTIQUE DESCRIPTIVE -
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b) La moyenne pour les données groupées est

I=2fexe€

Tableau 1.12

Ai fi fixi f;xf*
11,5 0,222 2,553 . 29,360
14,5 0,194 2,813 40,789
17,5 0,361 6,318 110,556
20 (0,083 1,66 33,2
22,5 (0,083 1,868 42019
25,5 0,057 - 1,454 37,064
Totaux 1 16,6606 292 988
x=16,67
La médiane M, est
0,5-0,416
M, =14,5+3 15,2

0.777—0,416

La classe modale est celle qui a la plus forte fréquence: par
unité d'amplitude , c'est a dire la classe " De 16 a4 moins de 19" §.

la variance o° vaut 292,988 - (16,67)2

B |

o? =Y fid —(x) =292,988-(16,67)

s e

o?=15099 e G=3,89

Les calculs sont faits comme si tous les individus d'une classe
avaient pour valeur le centre de la classe . Ceci entraine

"
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20 STATITIQUE DESCRIPTIVE Histogramme des fréquences
évidemment une approximation . Les résultats obtenus sont |
différents de ceux obtenus 3 partir des données brutes ., On
perd parfois beaucoup en précision en regroupant les f ;
classes.
1.3 L 0.5 -
1) On construit le tableau :
J,4
Tableau 1.13 0,3~
| 0,2 -
Poids Centre Fréquenc
(Kg) de Fréquence e 0,1 -
2
df.&e s cumulée f‘_ X; ff x] : . | >
‘ ’ F, 56 S8 60 62 64 66 69 72 X
57 0,038 2,166 123,462 Fig. 1.11
58enine | coreraresiiinne vernernsemmennns | odBO3B00 ] s | e
59 0,09 531 313,29 Courbe des fréquences cumulées
(T U EUUOPURROUNY IRUSOR I o 5 7. ERRUROURT PR ,
ol 0,135 8,235 | 502,335 1""—;
62.en wrvssnnadsts | wnvmesresnemenre | eed02630i| vervrvrrnnenns | venssnsimennn. - _
63 0,293 18,459 | 1162,917 0,9 1
64 ------- T -n:uua 003;556 Bessuanmaanaas semRErrTIERTRL =
65 © 0,27 -} s | 17,615 1144,075 0,7 4
- 67,5 0,113 7,594 | 514,856 0.5 -
69. s wrenresstversre | ermmeensesianens 0,94..., T o
N D D o D s I RS 4
Toraux 1 | 63,609 | 4060,05 - : /
v ;—-"#J 1 2 1 . ! ’
6 58 60 62 64 66 09 72 X
Fig. 1.12
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L4

2) La classe modale est ;" De 62 4 moins de 64 " 1) On construit le tableau ( en supposant qu'aucun salaire
F n'est inférieur 2 5.103 DA SN

La médiane est déterminée par interpolation linéaire ;
Tableau 1.14

0,5-0,263
0,556 -0, 263

M, =62+2 =63,62 ¥ salaires ' x2
d o3pa | h; fi F % ffx.f ..
I [ I S IR [
5,5 69 0,108 0,594 3,267
cnmeeonne | evveereessi | srveneeeen | 0,108 | eeereveosian | sersenmenren
6,5 86 0,135 0,878 5,704
7.5 220 0,345 2,588 | 19406¢
8,5 92 0,144 1,224 | 10,404,

ceeritieen | arserervens SUURUNUUS S § Vs o7 ERUUUUVIRUN RS
9,5 27 0,042 0,399 | 3,791
10..... SRR SO RO I § S T B I
10,5 11 0,017 0,179 i,874
erratiseees | eriicmnns coermrarnn | 79T | v | oo
‘ 11,5 20 0,031 0,357 4,1
12..... eeerrrernie | wrveanvesiiis om0 OB22 1 v
12,5 19 0,030 0,375 4,688
130] v RIS TR I 0 Y. 1970 IOV O
13,5 1% 0,030 | 0,405 | 5,468
14 e weeereorrions | wvvemsnenns | 0,882 | ceeerrieiiee | vrmennanes
14,5 42 0,066 0,957 | 13,877
15..... cennemervons | ccenvrsrrern | wnveeremenee | 0,848 | sisieiiiee | verrvernras
15,5 26 0,041 0,636 9,85 |
ST IR TP S (00 1. 3= B U
16,5 7 0,011 0,182 2,995

20 IR [ 1 i,
Totaux | 638 1 | 8774 | 85424

L'étendue e est: e=72-56=16 Kilogramme's

Les deux quartiles (), et ¢, sont déterminés par
interpelation linéaire . Le deuxiéme quartile correspond a Ia
médiane . -

0,25-0,12 _
0,263-0,12

0,75-0,556 _
0,827-0,556

Q =60+2 61,82

0, =64+2 65,43

la moyenne x est 5 . .
x=Y xf, , x=63,61
!

1a variance (:i’2 est:

o’ =3 fixi -‘(;)2

i

= 4060,05—(63,61)* =13,95

L'écart-type @ est: 0 =3,73
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On représente I'histogramme des fréquences de la répartition

74

0,5 1
04 -
0,3
0,2

0,1

e,

5 6 7 8§ 91011121314151617 X

Fig. 1.13

2) Le salaire mensuel moyen X est x = 2 1

i

¥=8,77.10°DA

Ona:c® =Y fa? -(x) =85,424-(8,77)

o’ =8,511

d'ol I'écart-type o =2,92.10°DA

3} La classe modale est celle qui a la- plus forte

fréquence par unité d'amplitude : " De 7 4 moins de 8 "

L STATISTIQUE DESCRIPTIVE 25

La médiane M, est déterminée par interpolation linéaire . On

a:
M, =P 22 =02 g s
0,588-0,243

M, =17,75.10°



CHAPITRE 2

NOTIONS DE CALCUL DES PROBABILITES-
VARIABLES ALEATOIRES

L _PROBABILITE
1-Définitions L'ensemble £ , dit ensembie

fondamental , désigne l'ensemble des résultats élémentaires
d'une expérience aléatoire . Une épreuve est un élément w de

Un sous-ensemble 4 de @(Q } est dit o —algébre de parties
de £ si:

a) QegdA
b) si Aed ,Agd

O st A Ay, ed U A ed

Le triplet (L2, P) est dit espace de probabilité on gf est la

O —algébre des événements et P une application définie
surgd et vérifiant :

a) P(A)20 . VAeg
.b) P(Q):l

CyPour A A;,....€gl etANA =¢ (pouri#j)
Ona P(gAJ:EP(A,.)

On en déduit *

a) P(¢)=0
b) VAed ,VYBed , P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
C}VAEJﬂ’ P(A)=1-P(A)

NOTIONS DE CALCUL DES PROBABILITES 27

2-Indépepdance Soient (QJA,,P) un espace de
probabilité et deux événements A et B avec P(B)>0 .
probabilité conditionnelle de A a B ( ou probabllité de A

sachant B) P{A/ B) est définie par:
p(a/B)=LUB)
P(B)

A est indépendant de B si P(A/B)=P(A) et donc
P(AB) = P(A)P(B)

3-Formule de Baves . Soient un événement A et n

événement B, B,,...,B, ; la famille (B,- )i constituant un -

systeme complet d'événements de £ ( c'est & dire : U1 B, =0
=

et BNB =¢pouri#j).Ona:

P(A)=3 P(A1B)P(B)

Soit A un événement tel que P(A)>0 et soient n
événements B, B,,..., B, constituant un systéme complet

d'événements de Q avec: P(B;)>0 , Vi=1l,...,n
Ona: .

P(8)P(4!B)
P(B;)P(AlB;)

J

P(B/A)=

M

j=1
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II-VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES
1-Fonctlon de répartition . Une wvariable aléatoire

réelle X est une application de £ dans R . L'ensemble des
réalisations de X est noté X(£2) . X est discréte lorsque X{£2)
comporte un nombre fini ou une infinité dénombrable
d'éléments .

S$i X prend n valeurs distinctes x,x,,...,%, avec des
probabilités respectives pj,p,,...,p, ; ces probabilités

Pi :P(X=xi)’(1'=1,2,---,

n) vérifient la condition :

Si X prend une infinité dénombrable de valeurs
X153 X5, 0aen---Xysee. {01 Suppose ces valeurs ordonnées de

fagon croissante ) avec des probabilités respectives
P1sPyseris Pys...: Cos probabilités  p; vérifient la condition :

EF‘E =
i=1

On appelle fonction de-répartition de la variable aléatoire X
définie sur ( £ A,P) la fonction F(x) définie sur R par:

Fx)=p(X<x)

La fonction de répartition  F posséde les propriétés suivamtes:
a) F est croissante

b) F est constante sur tout intervalle [xk,xkﬂ[

¢) F est continue 4 droite en tout point x de R
lim F(x)=0 limF(x)=1

a (x) ot (x)

X =3 =0 X = o0
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OnaF(x)= » P(X=x)

X5

Sikax-(xk_‘_i

Pour tousaetbréels , Pla<X<sbh)=F(b)—F(a)

2- Caractéristigues de variables aléatoires

Si la variable aléatoire X prend un nombre fini d'éléments ,
on définit les caractéristiques :

n
a) Espérance mathématique de X: E(X) =) px;
i=1

b) Moment d'ordre k de X : m, = E(X*}= i

¢) Moment centré d'ordre k de X :
£« k
Hi =E[(X—m1) ]':ZPi(xi_ml)

i=1

d) variance de X ( c'est le moment centré d'ordre 2 )

V(X):E[(X—E(X))2]=E[(X—ml)z]
=3 (3= ! =E X [T = B(x)-

la racine carré de la variance V(X)) est appelée écart-type
et est notée o(X)
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NOTIONS DE CALCUL DES FROBABILITES - i!

S$i la variable aléatoire X prend une infinité dénombrable!

* [ =]
d'éléments , 1a somme de 1a série Z P:X; peut ne pas exister .

=1

On dira alors que X n'a pas d'espérance mathématique . Cetre

condition de convergence est valable pour les moments
d'ordre k.

II-VARIABLES ALEATQIRES CONTINIIES

Soit (£2 A,.P}) un espace de probabilité et F la fonction de

répartition de X définie sur (£} A, P} . X est dite continue si
X(£2) est un intervalle cu réunion d'intervalles de R .

X est dite absolument continue , si de plus , il existe une

fonction f(x) définie sur R telle que :
a) f(x)=20 VxeR

b) f(x) est continue sur R sauf , peut -étre en un
nombre fini de points.

c) J:’f(x)dx converge et fﬂf(x)dx =1

d) F(x)=["_f(e)dr

S est dite densité de la variable X .
Pour tous réels a et b tels que a<b, ona:

Pla<X <b)=["f(t)dt= F(b)~F(a)
P(X=a)=0

On définit les caractéristiques suivantes
a) Espérance mathématigue de x.

L'intégrale , si elle existe , E{X)= J‘_:f(x)dx est dite
espérance mathématique de X

. b} Moment d'ordre kde X,

L'intégrale , si elle existe , n =E(Xk)=fa x* F( ) Labe

LRI}
dite moment d'ordre k de X , :,i

:r“j

c) Moment centré d'ordre kde X

L'intégrale , si elle existe, U, = E[(X - )k]

oo k
= J'_m(x— m, ) f{x)dx
est dite moment centré d'ordre kde X .

Si k=2 , on obtient la variance V{X) notée o*(X)

P (X)=V(X)= | (x=m) fx)dx
= jj; x? f(x)dx - m?
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2.6.1a densirté d'une variable aléatoire X est :
EXERCICES
flx)=ae® : x20 , aeR

2.1.Un atelier de fabrication dispose de 3 machines . Les
probabilités que les machines 1,2 ou 3 tombent en panne en
une journée sont 0,02 ; 0,08 et 0,12 respectivement .
Calculer les probabilités qu'en une journée :

1) On n'ait aucune panne .

2) Une machine et une seule tombe en panne .

3) Deux machines seulement tombert en panne .

4) Au moins une machine tombe en panne .

1) Trouver la fonction de répartition F(x) de X
2) Trouver les densités des variables aléatoires :

AY=vX ; BZ=x* ; c)T=$L,LX

2.2 .Une urne contient 4 boules blanches et 6 noires ,

1) On tire sans remise 2 boules de cette urne . Trouver
la suite de répartition de la variable aléatolre X correspondant |
au nombre de boules noires extraites . Trouver la fonction de §

répartition F{x) de X . Calculer E(X) et o(X)

2) Mémes questions dans le cas oft le tirage se fait avec |
remise . ‘ ‘

2.3.Parmi les articles produits par une machine 3% sont |

défectueux . Calculer la probabilité que parmi 112 articles

produits en une journée il y ait: 3
1) Deux défectueux
3) Dix défectueux

2.4,Un magasin re¢oit pour la vente des produits en |
provenance de 3 usines dont les parts relatives sont : ‘

Usine 1 : 50% : Usine 2 : 30% ; Usine 3 : 20% 1
Le pourcentage de preduits défectueux dans la production de §
ces usines est respectivement : 2%, 39, et 5%. ]
Quelle est la probabilité qu'un produit acheté au hasard soit de .
bonne qualité ?

2.5.Deux tireurs , indépendamment I'un de l'autre , tirent un J
coup chacun sur une cible mobile . La probabilité d'atteindre 3
la cible est égale a4 0,2 pour le premier et 0,1 pour le second .
La cible est atteinte par un seul coup . Quelle est Ia probabilité ?
pour que la cible soit atteinte par le premier tireur 7 ‘



34 NOTIONS DE CALCUL DES PROBALITES

SOLUTIONS DES EXERCICES

2.1.Ondésigne par A; (i=1,2,3) I'événement :
A; : " La machine { tombe en panne " et on suppose que les
événements A, A, et A; sont indépendants . Les événements

ALA et Ay (ou A = A; ou A; ) le seront aussi .

1} L'élrégen_*nent A : " Aucune machine ne tombe en
panne " est Aj Az A3 et

P(A)=P(A1A243)= P(A)P(A;)P(4s)
-098.0,92.0,88.-0,79

2) L'événement B : " Une machine et seule tombe en
panne " s'écrit :
B=AA A3 + A A, As+ A1 A2A; et
P(B) = P(A A2 A3)+ P(Ai4; As)+ P(A I A24;)
= P(A)P(A2)P(As)+ P(A)P(4)P(4s) -

o + P(A1)P(A2)P(A;)
=0,0129.(§,92.0,88+0,98.0,08;0;884-0,98.0,92.0,12. :
:0, :

3) L'événement C : "Deux machines seulement tombent
en panne * est ‘

C = A;Ag zf} + Al EZA:; + ZIAQA-j
P(C);0605.0,08.0,88+0,02.0,92.0,1 2+0,98.0,08.0,12
=0,012 ’
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4) L'événement D : " Au moins une machine tombe en
panne” est D=B+C+E ol E est I'événement : " Trois machines
tombent en panne " .

. >
Ona P(E)=P{AAA;)
=P(4 )P(Az)P(A3)
- 0,02.0,08.0,12=0,0002
et P(D)=P(B}+P(C)+P(E)
=0,193+0,012+0,0002=0,2052

On peut retrouver ce résultat en remarquant que

D=Q-A=A et
P(D)=1-P(A)
=1-0,79=0,21

2.2. On note N, (i=1,2,3) 'événement :

" La boule extraite au i€ trage est noire "
Soient x;, =0,x, =1,x; =2 les différents valeurs que peut

prendre X. .
— — 43

1} 0 =P(X=0)=P(N N2 )=——=0,133
yOna p = P{ ) ( I 2) 09

py=P(X =1)=P(N, N2+ NiNy )
= (Nlﬁz +P(]T/]N2)
=—6—i+i-6-=0,533
109 109
65
=P(X=2)=P(NN,)=—==10,333
Fee] ( ) ( 1 2) 109
La suite de répartition est
Tableau 2.1
X 0 1 2

-

0,133 0,533 0,333
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0 st x<0
0,133 s 0<x<«l
0,666 si 1sx<2
1 si 2<«x

et F{x)=

3
Ona:E(X)=) px; =1,199

V(X)=E(X*)~E(X) = ip,.xf ~(1,2)* = 0,43
i=1
et o(X)=0,65

2) Si le tirage se fait avec remise ona  P(N;) =
— 4
et P(N;')= 0 (i=1,2); donc

F4) =P(X=O)=P(ﬁlﬁg):%%=0,16

pr=P(X=1)=P(N, N2+ NN,

6 4
02,398 44
1010 1010

TIONS DE CALCUL DES PROBABILITES . AN
suite de répartition est : TP RV 2

Tableau 2.2 : N
X, 0 T [™ 2 S
0 si x<Q

0,16 si 0<x<«li
0,64 st 1<€x<?2
t 5 2=%x

3

V(X)=E(X*)-E(X) =0,48
et U(X);{},GQ

2.3. Soit X la variable aléatoire correspondant an nombre
d'articles défectueux parmi les 112 produits . Si la probabilité
qQu'un article soit défectueux est 0,03 , la probabilité qu'un
grticle est non défectueux est 0,97 .

1) Ona: P(X =2)=0C2,(0,03)*(0,97)""% = 0,1958

C,lu représente le nombre de maniéres différentes de
choisir 2 articles { défectueux ) parmi les 112 .

2) P(X =10)=C/%(0,03)'°(0,97)'% = 0,0015

Nous verrons plus loin qu'on peut résoudre ce type de
problémes de facon beaucoup plus simple ( du point de vue
calcul ) en utilisant une approximation .
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2.4. Soient les événements :

H, : " Le produit acheté provient de l'usine " i=1,2,3
et A : " Le produit acheté est de bonne qualité "
Ona: P(Hl)=0,5 ;

P(H,}=0,3 ; P(H,;)=0,2

P{AIH)=0,98 ; P(A/H,)=0,97 ; P(A/H,)=0,95

les H;, . (i=1,2,3) forment un systéme complet

d'événements. L'application de la formule des probabilités
totales donne :

P(A)= iP(fL)P(A!HE)=O,97

2.5. Soient les événements :
A" La cible est atteinte par le premier tireur "
B: " La cible est atteinte par le second tireur "
C: " La cible est atteinte par un seul coup "

H, = AB: " La cible est atteinte par les deux tireurs "

i, =AB: " La cible est atteinte par le premier tireur

seulement "

Hy = AB: " La cible est atteinte par le second tireur
seulement” )
Hy= AB: " La cible n'est atteinte par aucun tireur "

Les événements (A,B) sont mdependants . Il en est de méme
des événements (A, B), (A, B) et (A, B).

Les événements H; (i=1,2,3.4)
complet d'événements .

forment un systéme

NOTIONS DE CALCUL DES PROBAEILITES 39
On a: '
- P{H )=P{A)P(B)=0,2.0,1=0,02
P(H,)= P(AB)=P(A)P(B}=0,2.0,99=0,198
P(H,)= P(AB)= P(A)P(B)=0,98.0,1=0,098
P(H)= P(AB)=P(A)P(B)=0,98.0,99=0,97

La probabilité cherchée est donnée par la formule de Bayes:

P(H,)P(C/ ;)

S, P(#,)P(C/ H,)

P(H,/C)= =9, 67
avec P(C/H,)=P(C/H,}=0

et P(C/ Hy)=P(C/H;)=1

[

26. DonaF(x)=[ fir)dr=[loe¥dt=1-e"x20

2) On cherche d'abord les fonctions de répartition Y,Z

‘et T ; puis on calcule les dérivées correspondantes

a) Fy(y)= P(Y < y)= P(VX S )= P(X < ?)
=]-¢®

et fy(y)=2ape™® ; y20

b) Fz"(z) =P(Z<z)=P(X*<z)=P(X<+z)

=1-¢g "
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o
et fz(z)=24£e af 250

O Frl)=P(Ts1)=P( X 1] P(X <)

= l—exp(-aem‘)
et fr(t)=af exp(a(r—e‘”))

CHAPITRE 3 e

PRINCIPALES LOIS DE PROBABILITE. -CONVERGENCES .,

-LOI I

-Les représentations graphiques des séries statistiques des
. phénomeénes observées ont des formes particulieres dont

certaines se rencontrent si souvent gu'elles ont fait I'objet
d'études particuliéres . Ainsi il est préférable parfois de

b substituer & une série observée une loi de probabilité qui a

I'avantage d'étre tabulée et de donner quelgues
caractéristigues simples telles que la moyenne ou l'écart-
type.

Nous presentons dans cette partle les principales lois
utilisées,

1-Loj de BERNOULLL

la variable aléateire X définie sur un espace de probabilité
(QA Py, ot © est l'ensemble fondamental des

événements, A la O-algébre des événements et P la
- probabilités définie sur l'espace probabilisable ( .QéA ), est

dite suivre une loi de BERNOQOULLlI de paramétre p si
X(Q)={0,1} Ces deux valeurs sont dites aussi échec et
Succes .

Ona:P(X=0)=q , P(X=1)=p avec p+g=1
E(X)=p; V(X)=pq

2- Loi binomiale B(n.p)




42 PRINCIPALES LOIS DE PROBABILITE. ...

Soit la répétition de n épreuves indépendantes de BERNQULLI
de paramétre P . La loi de la variable aléatoire X égale au
nombre de succés dans la répétition de ces n épreuves est dite
binomiale ;

ona P(Xwk)=Cipt(1-p)™

E(X)=np ; V(X)=npg avec p+q=1

Lolde e d lables binomial

Solent deux variables aléatoires indépendantes X; et X,

suivant une lol binomiale B(nl,p)et B(ng,p)j

respectivement .
laloidede Z=X;+X; estune lo binomiale B(n +ny,p) -

- h i

Parmi les N =n+ b individus d'une population , n possédent

un certain caractére A . On procéde a k tirages sans remise .

Soit X la variable aléatoire représentant le nombre

d'individus tirés ne . possédant pas le caractére A . la
probabilité que i'on ait tiré x mdwldus ne possédant pas le
caractére etudié est :

Ona

kbn(b+n—k)
(b+n)(b+n-1)

E(X)=m ; V(X)=
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5i N tend vers I'infini , la loi hypergéométrique tend vers la
loi binomiale,

4-Loi géométrigue
Soit une suite d'épreuves de BERNOULLI de paramétre p . La

probabilité pour que le premier succés apparaisse a la kieme
épreuve est :

P(X =k)=pg*

avec g=1-p

1 —
Ona: E(X)=— ; V(X)=1—2P
P g

5-Loi de PQISSONP ( A)

Une variable aléatoire X est dite suivre une loi de Poisson de
paramétre A ( A constante positive ) si

‘ x
P(X=x)=€_al—1 xeN
X!

Ona: E(X)=4 ; V(X)=4

CettE{ loi s'applique pour la détermination d'une probabilité de
succés relativemment 4 un événement réparti dans le
temps ( par exemple loi du nombre d'appels téléphonigues

pendant un intervalle de temps ) . A est le nombre moyen de
suceéds correspondant A lintervalle de temps . .

Loi de 13 somine de deux variables indépendantes

solent 2 variables aléatoires X, et X, indépendantes suivant
une loi P (;l,} et P (.lz) respectivement . La loi Z =X, + X,
cst une loi de Poisson P (4, +4,).
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6- Lol uniforme

Une wvariable aiéatoire X absolument continue est dite
- distribuée uniformément sur l'intervalle [a,b] si sa densité
de probabilité est:

1

; b

flx}=<b-a *&la.d]

0 v Ailleurs

2
Ona: E(X):Ia-l-b : V(X):M
2 12

1-1oj exponentelle

Une variable alé¢atoire X absclument continue est dite
variable aléatoire exponentielle de paramétre o ( @&
constante positive ) si sa densité de probabilité est :

, e ™ xz20
x)=
fix) {0 : x<0
1 1 Y
Ona: E(X)=— ; ViX)=—
_ o o
8-1oi de CAUCHY

¥ne variable aléatoire X absolument continue suit une loi de
Cauchy si sa densité de probabilité est :

a

m ; a»0 , xeR

flx)=

E(Xk) n'existe pas; k=1

9-Loi normale { ou de LAPLACE-GAUSS) N(m, o)

Une wariable aléatoire X absolument continue est dite
normale { ou suit une loi normale , ou gaussienne ) si elle
admet pour densité de probabilité la fonction !

2
f(x)zdlznexp(—(x_m)j ; xeR

22

oli m et & sont respectivement la moyenne et 'écart-type . On
dit aussi que X suit une loi normale de parametres

| (m,a):N(m, o).

. X—m , . f 4s
5i X =— est la wvariable aléatoire réduite
a

correspondante ;lors E(Xﬁ) =0 et V(X*) =1 et la densité

de X s'exprime par :

Si X suit une loi normale N(m,o) , alors E{(X)=m et
V(X)=o"

On peut ramener tout caleul sur la fonction de répartition
d'une variable aléatoire normale N{m, o) a un calcul sur la
fonction de répartition d'une variable aléatoire normale
réduite N{0.1) . On désigne par P cette fonction :
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;mXSa)=P[X‘mg““m)=;{x*g“;m]=¢(a“mj.

a o g

Les wvaleurs de @ sont données par les tables . Elles
permettent de faire les calculs sur une loi normale de

paramétres (m,C) quelconques .

Cette loi est trés importante tant du point de vue théorique
que pratique . '

Soient k vVariables aléatoires X, X,,...,X; indépendantes

distribuées suivant une loi normale N (m,- , G; )',i =1,....k;
La variable aléatoire

Z=3% X,

—_

k k
suit une loi normale N [E My 4 2 (:‘lf,»2 }
, i=l =1

10-Loj Gammg ¥,

Une variable aléatoire positive X suit une loi gamma” de
paramétre (%, ) sisa densité est: :

_ 1 —x -1
f(x)_l_‘{r)e x
Oh I{r)= _[;o et >0
Ona: E(X)=r . V(X)=r
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La loi de gamma est utilisée surtout dans les calculs d'autres
lois . Elle sert aussi en modélisation .

11-Loj Béta
Une wvariable aléatoire absolument continue suit une loi béta
si sa densité de probabilité est :
x&! (1 —x)ﬁf]
flx)=5 Bla p)
0

; O<ax<l
v Alllenrs

ol & et f sont des constantes et B(C{, ﬁ) est la fonction bérta,

"]a_] _xﬁ_] _E_(E.)_!:(_'ﬁ,_)

Blo )=, =7 (1-x) v =" s

] __“'a . = aﬁ
Onai  E(X)= "o s VU=

Comme la loi gamma , la loi béta sert dans les calculs d'autres

“lois . On l'utilise aussi pour les répartitions concentrées sur .
© lintervalle [0,1]

2-Toi Khi-car

Soient k variables aléatoires X5 X;,...,X, indépendantes

suivant une loi normale N(m.o;) . i=1,.. k.

[a variable aléatoire
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i=1 O;

suit une loi de Khi-carré ( xf) a k degrés de liberte .

" La densité de probabilité de la variable aléatoire Z est :

X

k
|
1 2

r
b
-
IV
o

Ona:E(Z)=k ; V(Z)=2k

Cette loi est surtout utile dans les tests statistiques

Soient deux wvariables aléatolres indépendantes X et Y-

distribuées suivant une loi du Z: et Z: respectivement .

X/
La variable F(p,q)= v P
degrés de liberté .

La densité de probabilité de la variable F est ;
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suit une lol de Fisher & p et q |

2 —_—
Ona: E(F):.._rc_}_._ o V(F):zq_#“%__
. q-2 P (a-2)"(¢-4)

La loi F est utilisé pour le traitement des données ( analyse de
la variance , tests statistiques ).

14-Loi de STUDENT

Soient deux variables aléatoires indépendantes X et Y
distribuées suivant une loi normale N{0,1) et celle du ¥}
respectivement .

X
La variable T = 7 suit une loi de Student a k degrés de
i

. liberté
N k
Ona: E(T)=0, k>1 ; V(T)zﬁ . k>2
Si on a k=1, alors on obtient la loi de Cauchy dont la densité
1
est g{x)=——+
= e )

D'une fagon générale Ia densité T s’écrit :

1 1 '
g(x)= - FEN

) (2]

La loi T de Student est utilisée surtout dans les tests statistiques
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15-Loi de WEIBULL

Une variable aléatoire X absolument continue est dite suivre
une loi de Weibull si la densité de probabilité est :

Flx)= Box® e , x20
0 , x<(

ou f et & sont des constantes positives .

Ona: E(X)=ﬁ_5l“(l+%]

V(X)=j3q%{l"(l+%}—l“2(l+é”

La loi de Weibull est utilisée particuliérement en théorie de la
fiabilité . Elle a l'avantage de s'ajuster a différents résultats
expérimentaux . :

II-CONVERGENCES

- ~TCHEBICH

Soit- € € R et une variable aléatcire X telle que : E(X) =m et
V(X) existent. On a: '

V(X)

2

P(\X;E(X)i > )< .
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Sion pose £ =tJ ( ol 0 est I'écart-type et t € K™ ) linégalité
séerie
1

P{|X-m|2t0)< ;.

2-Loi des grands nombres

Soit une suite de variables aléatoires indépendantes
X, X5,..., X, de méme loi de distribution , telle que

: X+ +X
E(X)=m (i=1,...n..)etsoit §, = =2 t
n
Ona: lim P(|S, - m| < £)=1
n—yea
-Théor lirm ntr
soit X;,X;.....X,,..., une suite de variables aléatoires

"indépendantes de méme loi de distribution telle que :

E(X)=met V(X)=0" (i=l...n..)

— 1
et soit X =— E X, .Lavariable aléatoire :
R

?T:!
3

2
=
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converge en Joi vers une variable aléatoire normale  N(0,1).

LII-APPROXIMATIONS DES LOIS RBINOMIALE.DE |

POISSON ET NORMALE

Tirage avec remise
loi binomiale

P(X=x)=Cip*(1-p)""

I
Sip<0,1;n250 Pour rn>18,p non
approximation
de la loi

binomiale par
la loi de poisson

petit .approximation de
1z loi binomiale par une
loi normale N(m, o)

avec avec
A=hp m=E(X)=np
et
o= np(lw«-p)
Loi de Poisson | Four =ig8 Y=X—_Eix—)suit

. approximation
...__.......’

i A
P(X=x)=e 1| delaloi de

poisson par

T
une loi N(0,1)

une loi normale N{m, o) avec
m=E(X)=A e o=vm
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EXERCICES

3.1. Démontrer que pour une distribution normale réduite le
coefficient d'asymétrie ¥ est nul et le ccefficient

d’'aplatissement 0 vaut 3.

3.2. Montrer que si X; suit une loi gamma de paramétre
r(y,)ona: E(X)=r e V(X1)=r :

Soit une autre variable aléatoire X, suivant une loi gamma
de paramétre S(ys) . Montrer que la variable aléatoire

Z=X,+X, suitune loi gamma de paramétre r+s{¥,.,)

3.3. Soient X, X,,..., X, , n variables indépendantes suivant

une loi normale N(m,-,oi) , i=1,2,...n . Montrer que
X=X +X+...+X, suit une loi normale

g &)

3.4. Scient X, X,....,X, . n variables aléatoires

indépendantes suivant une loi N(U,l) . Montrer que

Z= X|2 +'X§+. ..+X? suit une loi du Khi-carré x,? ; n étant le
nombre de degrés de liberté .
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3.5. Soient deux variables aléatoires indépendantes X et Y
suivant respectivement des lois normales  N(0,1) et du x,f .

X
La variable aléatoire T=_Y est dite suivre une loi de
ﬁ

Student i k degrés de liberté . Trouver la densité de T .

3.6. Soient deux variables aléatoires indépendantes X et Y
suivant une loi de x;‘; et xg respectivement ( p et q €tant les
nombres de degrés de liberté de X et Y ) . La variable aléatoire
Xtp
Fip.q)=
(pg)="7 p
densité de F.

est dite sulvre une loi de Fisher . Trouver la

3.7. On répéte une expérience de Bernoulli n fois . Soit X 1a
variable aléatoire exprimant le nombre de succés ; p est la
probabilité de succés et g=1-p celle d'échec .

Montrer que pour tout € positif on a .

lim P[ 28)=0
R=—oo

3.8. Combien faur-il lancer une pig¢ce de monnaie pour que ;
avec une probabilité d'au molns 0,95 , la fréguence de pile
differe de 0,5 de moins de 0,1 7 _
1) Utdiliser ['approximation. de Ia loi normale a Ia
binomiale .
2) Utiliser l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev

X
=P
n

3.9. Résoudre l'exercice 2.3 en utilisant l'approximation de la
loi de Poisson 4 la loi binomiale .
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SOLUTICNS DES EXERCICES

3.1. Ona par définition Y=,/ 0" et =y, /0"
Le moment centré d'ordre k est défini par U,

uk=E[(X—-m)k] . Pour une distribution continue

Ky = f;(x—m)kf(x)dx et dans le cas d_'une distribution
normale N(Q,1)ona: m=0et g=1

X
e Zdx mais

-1 -1 1
En effet m=I xf(x)dx=j X

= - A2W
Iz 12

J_Om xe 2dr=— f: xe -mz_d_x donc

. 2 Z
1 |0 = - =
ﬁ‘t———,ﬁ J._mx € dx+f0x € dx =0
1 2 2 i
et —E(x ) =—=|" xzeiTa’x=— mxzede
= E(X) =z L B h T
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On a utilisé les propriétés suivantes de la fonction gamma ¢
1 S5y 3.3y 31 /1
I'in+1)=nl'(n ;I"[—)z Tc;l"(—J=—I"(—)=ﬁ—F(—J
( ) () 2 Vr 2 2 \2 22 \2

En conclusion : }’=j.13f03=0.f’13=0

=Lr(2;1]_ 2 lr(%)_ 2 1R, 5
Ty

2

2

Par conséquent =1 . On a utilisé la relation :

_ 2 r(a;l]
[y e Tdv=——51

a)"

et olt I(x}= _[; et \dt

- 4 _ 4
ot @ >—1 S=p, /0" =3/1"=3

1 = o _ T(r+1)
E(X .)C r— ldx Xl dy =
() =gl e r(r) I 03
Si k=3 ona:].l3_—-£°_x3f(x)dx . Par symétrie Comme F(r-i—])T T (r) , ilvient E(X;)=r

2 X2

j e ldx= j x¢ Zdx , desorteque iz =0

V(X)) = E(X7)-(E(X)) = = fiF e % dx=r?

F(r)

J:EIXHE& _T(r+2) _(r+1(r+1)

Mais

oo 1 o -
Sik=4 ona: |J.4—_“ x"'f(x)cix=—ﬁj x‘e 2dx

—eo l"(r) r(r l—(r) '
1
. rf2) ..} D) Ly,
2 - 2 2 2 31 2 () .
LL =——j xe 2dx= = z—
MNGT R NIm N2 V2m22 o % )
2(5)2 2(5) Done V(X )=(r+1)r‘—r =r
. ‘ Pour montrer que Z =X, + X, suit une loi gamma yr" on
_ Lgl_nzg -3 utilise la formule du produit de convolution pour le calcul de
N2 22 2 la densité de la variable aléatoire Z =X, + X,.

Cette densité s'écrit :
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f(Z)= z 1 ety e—{z—x)(z_x)s—ldx

1
°T(r) r(s)

f(z)=

le 7=l (z—x)" ldx En posant x = zu

€
T(r)T(s)"

on obtient f{z)= “)r-l(z—zu)splz du

et 1
T
=T e
— _e:_z—_ z”""‘B(r,s)

T (r)T'(s)

e et I(NT(s)
T'(r)T(s) T{r+s)

__1___ -z r+5-1
I"(r+s)e ¢
g ()T
On a utilisé : J.-.; u’ﬂ(l—u)’ Ydu=B(r,s)= _r(_(3+i‘;)

3.3. On fait une démonstration par récurrence.
Sotent X, et X, deux varfables Indépendantes suivant une loi

normale N{m, o) et N{m,,0,) respectivement.

On cherche 1a loi de X=X, +X, . On démontre pour "deux
variables aléatoires centrées réduites , ¢'est a dire pour

PRINCIPALES LOIS DE PROBABILITE ..

* X] —mz at * X2

O, 0,
normale Ni(0,1). i
La densité de X= Xl +X2 ( formule du produit de
convolution)est :

mg_ X et Xz suivent une loi

_(z_x)z 1 _f_z_ 1 2
2 “\/2——1{& zdx znez‘l‘ez'r_xdx

@)= =
:..1._5—_4_ we-(x-i:) dx
2 e

L .
En posant u = x _E , on obtient :

1 2 -
f(z)=——=e * “du=—e *n
(2)=7- |
A ¢
donc f{z)=—===¢ 2? qui est la densité d'une variable
V2+2n

aléatoire suivant une loi normale N (0, N2 )
On suppose que la somme X=X +X,+...+X,”, de n-1
variables aléatoires suit une loi normale N (O, “n —1) et on

montre que ceci est vrat pour l'ordre n , c'est a dire que
X=X +X,+...+X,_; + X, suit une loi normale N(O,\/E).

18
n=| 2

La densité de X, +X,+...+X,_; est f(x):\/—__-w}fe
n-— {1
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%2

e 2

|
cellede X est: f(x)=
ele de X, est: £(x) = =
Ladensitéde X = X|+ X, +.. . +X, _, + X, s'écrit:
‘ lﬁ (2= —x)?

f(Z) _mr_m n-lZme 2 dx

22 (z.—:c}2

1 = “2n-1) 2
= dx
2mvn-—1 J'_”e

=_1_r°e
2;/n—1 7

2 2
¢ iz(n 1) 1 >
= dt
2‘mfn—ll I“‘
fz |
Comme J_Ze 2dt=~2m
i
On obtient flz)=
F(e)= e

qui est la densité d'une variable aléatoire suivant une loi

normale N(U, ‘\f};)

3.4. On désigne par F; et f, (i=1,...,n) la fonction de
répartition et la densité de probabilité de la wvariable
aléatoire X, .

La densité de probabilité d'une variable aléatoire suivant une
loi du ;rf s'écrit:

L (e
8(2‘)=——k‘[5j2 e 2
2r( %)
2
Pour montrer que Z= Xf‘ +X% +...+ X" suit une loi du xz )

on utilise un raisonnement par récurrence ,

a} Soit X| une variable aléatoire normale suivant une loj

normale N((L1}) . On détermine la loi de probabilité de Z =-:X|2 .
On a: G(z) fonction de répartition de Z

G(z)=P(Z<z)=P(X! <z)=P(-VZ <X, <+Z)
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“R(ND)-F(=¥7) i 250

La densité de probabilité se Z est :

gL(z)=G'(z)=§J—;f1(VE) s £ (~7)

-1 YRR
—ﬁ(ﬁ(@)"‘fl(‘ﬁ)):ﬂ N T AT }

2
2+/z42 % 2T

On a bien g,(z)=;:E—I~j(

b) Soit X, une variable aléatoire suivant une loi normale |

N(0,1) . On détermine la loi de Z = X2 + XZ.
On sait que la densité de Xf est:

ga(y)= Tk 2 2

1a densité de Xf s'écrit de la méme facon:

1
g](x): mx
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la densité de Z = X2 + X? s'écrira alors :
] 2

g (z)= Igl y)a'y
Py {z—y]
G S Jer S0 e 2
= Ofy e —(z—y)ze dy
=—fy )iy

En posant y=1fz , on obtient:

1 - Lt -
gz(z)=§j‘_—t€ 2J[,(f?») 2(1-¢)2z 2z ar

Z

dt

2
8’2(5)——.3 EJOr 2(1—1‘) 2 dt= T Ilm

En posant § = Cos’0 , il vient:

LA : ) 1 =%
gg(z)=e— 02 Cosfsing 46 _e? ;Izzd9=—e 5
\fc s26(1- Cos?8) 27 2
1 PATIE 1
On a bien gg(z)ﬂ—zm(_) e 2 avec F(—):l
2r(3)02 :

¢} Soit X, une variable aléatoire suivant une 1ol
normale N(0,1).
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On détermine la loi de Z = X7 + X+ X2

La densité de X7 est

La densité de Z s'écrit alors :

&(2)=f &(y)& (2= y)dy
I IR AP =
=] Zf 2 0 _(2—_uvY> 2
joge m(t y) 2 € dy

1 S L
2@‘” J'D(Z".Y) 2 dy

En posant y =1z , on obtient:

i 2 1 _1 1
= 2 11—tV
g;(z) N Joz. (1-t) 2 z dr

z 1

I 1
= 2221 (1=-t) 2 dr=
2«,’21c€ ¢ Iﬂ( Ve di 2T

Cn a bien :
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1 (zy' -3
&:(2) =—3(5J e ?
zr(—)
2

3 1 1_(1) _n

T'N=|=T|=+1|==T| = |=—

e [z) [2 ) 2 [2) 2
d) On suppose que la variable aléatoire
U=X3+X§+.-.+X3_1 suit une loi du 2’3_1 et on montre que

la variable aléatoire Z=U+ Xf suit une loi du y? .
On détermine la loide Z.

La densité de x;‘: est:

celle de U est:
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En posant y=t7 , on obtient:
( e‘_§ ]tﬂz_l_l ﬂ_;—]_l 1
8.(z)= { 2(1-1);
n — — < l—f
or( ljmj" S
2 2
Z R

= e 272 1 Ll 1
B nl -"0r Y.

2r(”_;_1)m2 :

Zn

e 272 _
= 1 Z - B(H l,l)
21"[—"—5—)1}2“ 2_54 -2 2

Z n
e r n—l)r l)
g (2]

T

2

car _T(p)I(q)
5r.q) F(PHS

Sachant que l"( )=wa . il vient

1
2
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| Y
3.5. On cherche la densité de la variable Z= \[%

La foncton de répartition F{z) de Zest:"

F(z2)=P(Z<z7)= P(g<z)=P(Y<kZZ)

[ 1
ke® 1 -= =l
= ————e 22 at

.
22T ( E j
2
f .
Fn posant u = \& on obtient

z | s 2-£~1
F(z)=j0k—-—e 2 (ku )2 k2udu

22 r(f-]
2
Y
La densité f(z) de Z= JE s'écrit alors :

gk
o= T (e

22T [ d )
2
S , o X
On détermine ensuite la densité g(¢) de T' = o

La fonction de répartition de T est :
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G(t)=P(T <1)= | f(z)da|" h(x}dx

olt h(x) est la densité de probabilité de X et f(z) est la densité |

de probabilité de Z = \E

Ona: g(0)=[ F()h(12)z dz
2 2,2
w2z ¢ 7 -l 1 -IT?'
I B
22r[5J
2
k_
k k2 PP o SR A Y
sy =4E—L[(a)s M
2 F(E)
2
En posant é(tz-f-k]:v , on obtient
2
@ 2y V1
o v Y2 o_ dv
g(t)= E _‘-ﬂ( 2.'A ] ’ 2
22 E)ﬁ +k (t +k)
2
£ 1 k-1
k2 9 2 - —— )
= TR k+|,[0"’2 e dv
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k+1

P . S k+1
Mais juv1 e a'v=j0v2 e’ dviF(T)

et T(%J =41 don

. £
) k+1Y 1 k2
g(t)_r(_‘;_)r(%)r( 2 )(I2+k)% B[%,z)(fl+k)k;1
8(1) - ——

3.6. On cherche les densité f(x) et g{y) des variables

X Y
aléatoires X, =— et ¥ =~
q

Soit F(x) la fonction de réparttionde X;.Ona:

F(x)=P(X, <x)=P[—§-<x]= P(X < px)
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_¥

t
Bn posant —=wu , on obtient

b q ry E_] - P_
r S(Z)=J'O ¢ 2 (gy)2 %& 2 (pay)z lydy
22 r(i) 251-(2)
X 1 - E—ll 2 2
F(x)z_[o-p— e 2 (pu)2 pdu .
251"(3] 3.3 Py ey B
qgcp e —={g+pz) -1
2 = 77 22 J.D e 2 v 2 dy
| aar(2)r(3)
La densité¢ f(x) s'écrit: 2 2
4 - Lo
flx)=———— e (px)2 En posant = (g+pz)=t¢ , onobtient
)
251“(3)
2 i F p e
2442 L -
On obtient de la méme fagon la densité de Y| g(z)= i 72 J’ —t 21 2 2de
L (P4 O \g+pz g+pz
22221 =~ | &
g _%! iAl 2 2
gy)=——— ¢ (@)
zzr[ﬂ) % .231 p £ pa
-1 2 oo —-
2 — q p 22 2 J’U-e_g ' 2

. X
On détermine ensuite 1a densité g(z) de F = ?l
: 1

La fonction de répartition de F est :

Glz)=P(F<z)=]  g(y)dy|’ f(x)dx

g(z) seait: g(2)=[ e(y)f(w)y &
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3.7, X suit une loi binomiale ,ona E{X)=np et V(X)}=npg
L'utilisatien de l'inégalité de Bienaymeé-Tchebichev donne :

1
P(|X—np| EIM)S Pl

2:1p—q)s~12m
n !

En posant £ =1, il on obtient ;
n

X
4
n

Ou encere P[

P(E—p 28]5-2%- et
i Rne

X
limP( —=p 28]=G
n—ea n .

3.8. Soit la variable aléawire X; (i=1,2,....)

1 si pile est apparu au cours de 1" expérience i

' {0 si face est apparu au cours de ' expérience |

Ona :P(X;=1)= P(X, =o}=:;—

"
2 X
Par f =4l on désigne la variable aléatoire fréguence
n
d'apparitions de pile au cours e n expériences .,
Ona:

xl
. p(-p)|_ 2 w5
}gl}aP{|f—p|<r . J_«/ﬁjﬂe 2 dx=0,95

p(1-p)

n
X2 2

2 ~_[le7 dx=0,475
T 0 ‘

car pour une variable binomiale o= on choisit t

tel que

t2 =0.95 _
m_[oe de=0,9 o.u«/Z—

La valeur de t est obtenue A partir de 1a table de la loi
normale N(0,19:t=1,26

Si n est suffisamment grand on a approximativement

P lf—--l- < apl-p) —P(‘f—l‘<0’98]=0 95
2 n 2l n ’
On doit avoir 0’98=b,1 d'oflt n=97

An

1l faut lancer au moins 97 fois la pléce de monnaie pour avoir

|
95% de chances d'obtenir p = E 20,1 prés .

3.9, L'applicaticn de la loi binomiale donne ( voir exercice:
23): -
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P(X =2)=0,196 et P{X=10)=0,001
Nous sommes dans les conditions d'approximation par une loi
de Poisson puisque p=0,03 < 0,1 etn=112 > 50 . D'ou
A=np=112.0,03=3,36

: 2
et P(X=2)= e'3-36(3—’23?—)— =0,196

10
et P(X=10)= ¢ C”—’}%: 0,0017

‘CHAPITRE 4
ECHANTILLONNAGE-ESTIMATION

L-INTRODUCTION

Pour avoeir des informations sur une population on peut
examiner chaque individu de cette population . On peut aussi
examiner un échantilion représentatif de cette population .-
Cette deuxiéme méthode a l'avantage de pouvoir s'appliquer
car la taille de I'échantillon est relativement réduite . Bile est
le plus souvent utilisée car la premiére est cofiteuse ou
parfois impossible 4 appliquer .

La théorie de l'4chantillonnage est 'étude des liens existants
entre les caractéristiques { en général la movenne et 'écart-
type ) de la population et ceux des échantillons de cette
population . Les échantillons de la population doivent étre
représentatifs .

La théorie de ]'estimation est 'étude des liens qui existent
entre les caractéristiques connues d'échantillons et ceux
correspondants de la population . La notion de précision est
trés importante dans ce cas : on détermine un intervalle dans
lequel se trouve le parameétre 4 estimer avec une probabilité
fixée . :

MOYENNE

Soit une population de taille N.On désigne par met 0 la
moyenne et 'écart-type de cette population respectivement .
On extrait de la population une série d'échantillons de taille n,

Chacun de ces échantillons a une moyenne x. Les différentes
moyennes obtenues constituent une distribution

d'échantillonnage de moyenne @ X ( les différentes
moyennes sont considérées comme des réalisations d'une

variable aléatoire X ). On désigne par [y el Og la moyenne
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et I'écart-type de la distribution d'échantillonnage de la
moyenne .

Cna:llg=m
N—n

Lo . ; o
Si le tirage est exhaustif ( sans remise ) O3 =—=

: Vn
Dans le cas ol la population est infinie ou si le tirage est non

‘ o2
exhaustif ( avec remise ) ona ! Og = —=
vn

Si n est petit devant N , la distinction entre exhaustivité et

non exhaustivité est sans objet car

Si la taille n des échantillons est assez grande ( en pratique
n=30 ) , la distribution d'échantillonnage de la moyenne
approche la distribution normale quelle que soit la
distribution de la population .

5i la population est normalement distribuée , la distribution
d'échantillonnage de la moyenne est une 1oi normale quelle
que $oit la valeur n de la taille des échantillons .

IIIT D TI !

La probabilité de réalisation d'un événement A est égale 4 p ,
On considére les échantillons aléatoires de tailles n extraits
d'une population de raifle N . Pour chaque échantillon on
détermine la proportion f de réalisation de I'événement A .
La population et les échantillons suivent des lois binomiales
B(N,p) et B(N, f) respectivement .

La moyenne U, et ['écart-type P de la distribiftion
d'échantillonnage des fréquences vajent:

,'Lf P et

p{1-p)
n
population est infinie ou

Op= si le tirage est non exhaustif cou si la

o _\fp(l p)\f —n si le tirage est exhaustif .
f n N-1

Si n=30 Ila distribution d'échantillonnage des fréquences
approche la distribution normale .

IV-DISTRIBUTION D'ECHANTILLONNAGE DE
DIFFERENCES DES MOYENNES

Soient deux populations P, et P, ( moyennes my et m, et
écarts-type O et 0, respectivement ) . On extrait de chacune
des deux populations un échantillon de tille », ( de P )etm
(de Py)

la moyenne et I'écart-type de la distribution de 1a différence
des moyennes'des deux populations sont :

= et
B, 7, =M —m

ol ot
O—- — = o'?. + 0'-2- = -l 42 { tirage non exhaustif)
X1-X2 X1 X2 n s

V-DISTIBUTION DE LA VARIANCE

Chaque échantillon de taille n de la population a une

variance 52 —Z(x —x) . Ces variances sont des valeurs

observées d'une meme variable aléatoire .

ENEES )

3|>—-‘
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v(s?)=" [(n Dy =(n=3)0*
et_Cov(X,5%)=" ~ ug
- IMAT

A partir de l'examen d'un échantillon , on essaye d'obtenir
une information Quantitative sur des parametres de la
population a estimer ( en généralmet )
L'estimation est dite ponctuelle si on estime un paramétre de
la population avec un seul nombre .
L'estimation est dite par intervalle si on estime un paramétre
inconnu 6 par une construction d'un intervalle [a,b| qui
contient ce parameétre avec une probabilité o fixée
P{a<B<b}=a ,aetb sont dits limites de confiance et o
seuil { ou niveau ) de confiance .
T est un estimateur de 6 g T converge en moyenne
quadratique vers @ :

E(T)> 8

V(T)—0 quand n—3 e

Un estimateur T de & est dit sans biaissi: E{T)= 0
X est , par exemple ,» un estimateur ponctuel nen biaisé de m

carE( ) H
n=1 ,

$? est un estimateur.biaisé de % car: E(Sz) =—0
n

Si on utilise la variance §'°=——S$%ona: E(S'Z) =g’ , et

"n—
§'? est un estimateur sans biais de 072

-BSTI TUE -
IM MBIANCE

Soit un paramétre & ( en général m ou ¢ ) d'une population a
estimer . [l faut trouver un estimateur T , a partir d"un
échantillon , qui refléte le mieux le parameétre considéré .

) E(T)=¢6
Par exemple X et §'# sont des estimateurs sans biais de m et
o’ respectivement .

b) P(|6-T|<e)—>1  quand n— oo
X converge en probabilité vers m
Ona: V( )—90 quand n — e

c) La taille n de l'échantillon étant fixé , parmi les
estimateurs T de @ on choisit celui dont la variance est la plus
petite .

La méthode di maximum de vraisemblance consiste a choisir
comme estimateur de 8 la valeur particuliére de 0 qu1
maximise la fonction de vraisemblance ;

L(xl,xz,...,xn,ﬁ)

L'estimateur L(xl,;cz,..,.xn) est la fonction des observations

qui maximise L(xl,xg,...,xn,ﬂ) par rapport a tous les @

possibles .
Cet estimateur T est solution de 1'équation :

OL(x;,%;,...%,,8) “0 ou OLnL{x,xy,...%,,8) _ 0

6 a0
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VII-INTERVALLE DE _CONFIANCE _AVEC _ LA

DISTRIBUTION NORMALE
- L 13

On veut estimer la moyenne m d'une population normale 3]
l'aide d'un échantillon aléatoire . ( Si la taille de I'échantillon 4
n est telle que n 230 la distribution d'échantillonnage de la }
moyenne est normale quelle que soit la distribution de la ;

population }
X suit une loi normale N (m, UY) avec

ag
O% = —= ( tirage non exhzustif ) ou
X7 e ’
O (N-n | ) \ .
Ty = —= { tirage exhaustif } N: taille de la population
X Y N=1
X-m _
Ona: suit une loi nogmale N(0,1})
%%
On cherche un intervalle centré sur m avec une probabilité |
égalea o :
| X—rm]
P <u, =0
o5 :
donc ms]?—uadi,i+uaaf[

avec une probahilité égale a ¢ .

Dans le cas ol ¢ ( écart-type de la population ) est inconnu
on utilise l'estimation §' (ouS)de o

( L'échantillon étant par hypothése de taille n>30)
Six=0,95 ona:u,=1,96

-

Dans une population on estime la proportion p d'un certain
caractére A partir de la proportion f trouvée dans un
échantillon de taille n

Ona: pe’]f—uadf ,f-t-uaO'f[

p{i-p)

n

p(1-p) ‘N—n . .
= tirage exhaustif )
Cr n Nop s

N: taille de la population

avec Oy = { tirage non exhaustif ) ou

Si n est grand (n> 30 ), on estime p par f pour le calcul des

limites de confiance . o
Ces résultais sont dus au fait que si Z est le nombre d'éléments
de I'échantillon qui présentent le caractére étudié ona:

P(Z=k)=Cip*(1-p)"™

Si la taille de I'échantillon est assez grande , Z suit une loi

Z ,
normale ainsi que f=— suit une loi normale
h

N(uf,()'f)avec :

p(l_-P)

He=p et Gp= { tirage non exhaustif }

d'ol ==—=— suit upe loi normale N0,
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et PE ]f—uadf,f'f'uaﬁf[
f étant un estimateur sans biais de p,

(E(f)wf=E[5]=1E(2>=;‘;np=p] ,

n n

on estime p par f dans le calcul des limites de confiance d'ou:

-In 1
moyenpnes

On extrait un échantillon de taille #, de la population P
(1=1,2) de moyenne m; et d'éc?'t-lype ;.
Si le tirage est non exhausuf od a ;

My = Uy ~Hy,

‘=HE]-"E2 E]XI—EZ*HGGEI_EE,YI“EZ‘]‘H Oy = [

)

2 3 /01 &

avet Oy . =./0= +02 = |— 4=
Xi-X2 X X2 n 7,

Pour des échantillons de taille n< 30 extraits d'une population
suivant une loi normale d'écart-type ¢ inconnu , on utiliseda
distribution t de Student pour déterminer l'intervalle de
confiance de la moyenne ,
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distribution t de Student pour déterminer l'intervalle de
confiance de 1la moyenne .-

Il existe pour chagque valeur de n une distribution t
particuliére , alors qu'il n'existe qu'une seule distribution
normale réduite .

—a/n—1=——— suit une loi de Student a n-1degrés
S S In

de liberté o

Le nombre de degrés de liberté Vv est défini par v=n-1.

A partir de l'intervalle ]— By ua[ pour lequel

_ -Sl —_ Sl
sduit: X—u, —<m< X+u, —
on déduit: X —u, T N
six=0,95 v=9 ona: My =2,262
Deés que n>30 , 1a loi de Stuctent tend 4 se confondre aveca lol
normale .
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EXERCICES

4.1. Montrer que la moyenne et I'écart-type de la distribution |

d'échantillonnage de la moyenne sont:

g
Wg=m et Og= T { tirage non exhaustif )
n
o IN-n
ou  Op = —=.|—— { tirage exhaustif )
¥ AnYN-1 |

ou N,m,C sont la taille , la moyenne et 'écart-type de la
population et n la taille de 'échandlion .

4,2. Calculer la covariance de la moyetine et de la variance
des échantillons extralts d'une population ayant une
distribution ;

a) quelconque

b} de Paisson
On suppose gue les échantillgms sont de taillen .

4.3. On choisit au hasard sans remise six nombres parmi les
nombres entiers de 1 4 9 ; chacun de ces nombres a la méme
probabilité d'étre choisi . Calculer ia moyenne et I'écart-type
de la distribution d'échantillonnage des movennes .

4.4. On choisit au hasard avec remise six nombres parmi les
nombres entiers de 1 a4 9 ; chacun de ces nombres a la méme
probabilité d'étre choisi . Calculer la movenne et l'écart-type
de la distribution d'échantillonnage des moyennes .

4.5, La moyenne des notes d'une épreuve de mathématiques
de 300 étudiants est égale 29,8 . L'écart-type vaut 368 . *
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Trouver la probabilité qu'un échantillon aléatoire de notes de
40 étudiants extrait de 1'ensemble ait une moyenne :
a) comprise entre 10 et 13
b) inférieure a2 10
dans les deux cas :
1) I'échantillon est exhaustif
2) I’échantillqn est non exhaustif

4,6. Soit une variable aiéatoire X suivant une loi de Poisson .
Estimer le paramétre A delaloi.

4.7. Soit une variable aléatoire X suivant une loi normale
N (m, gt ) . Estimer les paramétres mi et o’ delaloi.

4.8. Soit une population suivant une loi binomiale . On extrait -
un échantillon.de taille n . Construire un estimateur pour 13
proportion p en utilisant la méthode du maximum de
vraisemblance .

4.9, Trouver les valeurs u, correspondantes au seuil de

conflance égala @ <=95% en utilisant : ‘
a) la loi normale
b) la distribution t avec i) v =4
it) =30

4.10. Soit une variable aléatoire X ayant pour moyenne m et

pour variance o? . Montrer que la variance d'un échantllon
1 =32

de taille n , —Z(Xs"X) est un estimateur
U

asyvmptotiquement sans biais de g? . En déduire un
estimateur sans biais de ol .
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4.11. a) Dans un échantillon de taille n , montrer que les
bernes de lintervalle de confiance de la proportion de succés
au seuil de confiance & sont:

4 2 2
(2f+yﬁrji\/u—‘§+4fu—“—4f2%
n " n n

p= =
2(1+”i]
. H

oli f et p sont les proportions de succés dans un échantillon
et dans la population respectivement et u, la valeur

correspondaite au seuil de confiance .
b) Si n est grand , montrer que la formule precedente
s'écrit :

f0-1)

H

p=ftu,

»

4.12. La taille moyenne d'un échantillon aléatoire de 40
personnes extrait d'une population de 780 individus est de
1,70m . L'écart-type pour toute la population vaut 24cm
Trouver l'intervalle de confiance pour la taille moyenne de la
population a 95% .

4.13. 500 étudiants se présentent 34 un examen de
mathématiques . Un échantillon aléatoire de 38 notes donne
une moyenne égale a 8,65 et un écart-type égal a 2,87 .
Trouver l'intervalle de confiance pour la movenne des notes
de 1a population :

a)a 20% ; b) 2 95% ; c)a99%

4,14, Les résultats d'un institut de sondage , sur la base d'un

échantillon de 58 personnes , indiquent que le candidat™A
remportera dans sa circonscription 52% des voix au suffrage
des électeurs .

a) Trouver l'intervalle de confiance de la proportion
des électeurs votant pour le candidat A a un seuil de
confiance de 95%

b} Quelle doit étre la taille minimale de I'échantillon si
on veut que le candidat A remportera plus de 50% des voix 4
un seuil de confiance de 95%?

4.15. Les notes de mathématiques d'une promotion
nombreuse d'étudiants sont normalement distribuées .. De
cette promotion on en extrait un échantillon de 9 notes . La
note moyenne est 9,55 avec écart-type 3,65 . Trouver
I'intervalle de confiance de la moyenne de l'ensemble des

" notes a: a} 95%

b) 9945
Duels seront les résultats si on applique 1a méthode des grands
échantillons ?

4.16. Un échantillon de 180 composants électroniques
produits par une usine A ont une durée de vie moyenne égale,
a 3400 heures avec un écart-type de 200 heures . Un autre
échantillon. de 130 composants produits par une usine B ont
une durée de vie moyenne égale & 3000 heures avec un écart-
type de 230 heures . Trouver les limites de confiance a 25% de”
la différence des durées de vie des composants produils par
les deux usines .

4.17. Soit un échantillon aléatoire de taille n extrait d'une -
population qui suit une loi normale N (m, @) . Montrer que la

X- X—m .
variable aléatoire ¢ = Sm n—1 [: g Vn J suit une loi
de Student 4 n-1 degrés de liberté . ‘
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SOLUTIONS DES EXERCICES

4.1. Soit un échantillon de taille n . Il est décrit par les
valeurs x,{i=1,2,...,n) prises par n variables aléatoires X; .
Ces variables aléatoires X; ont méme distribution que la
population . La moyenne de la population &tant égale A m , on

; alors
SR S PUEE

Si le tirage est non exhaustif { avec ‘femise ) ou si la
population est de taille infinie , les variables aléatoires X,

sont indépendantes et ont pour variance ‘ot , variance de la

population .

ona: o} = v{¥)= (IZIX]%- .Z;XJ

1

N

=L V(%)=

d'ol O-i =

n

Si le tirage est exhaustlf { sans remise ) . la populaticn étant

de taille N, il y a Cjy échantillons de taille n et les variables |

aléatoires X; ne sont pas Indépendantes

Ona: 0% =V(X)= (ZX}nizv(éxf]

n

=LiSv(x)+ Y Cov(X;. X;)
L I
1#)

avec i V(X )= ng’

i=1

=1 k=4
N N
=2 2 (5 =m){x, - )_P(X =x fX _xi)
1=1 k=1
COV(X,,XJ)IZE(xtum)(xk—m)-h—l— sik
1=t k=) -
=0 J sik=1
1 1
Donc Cov({ X, X;) Emlél(x[—m)(xk*m)
Lk
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Comme

[$-m) =3 a-m? s )

i=1 1 k=1
2k
et
N 2
[Z(xf —m):| =|[Nm—ANmF =0
i=1
et
i=l
On cobtient
N
Z(x, —m)(xk —m) = —Nag*

et Cov(Xf,Xj)=%_1_(q_No.z)=;{_O'2

ECHANTILLONNAGE - ESTIMATION g1
d'ol o g IN-n
ol =—=
X Ja¥YN-1
42, a'Ona
- = -1
Cov(X,Sz)r-EI:(X—-m)(Sz—n ozﬂ
n
car .
E(X)=m
et

car
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B R C )

L PR, ]——‘—E{i(xf—mi]a

i=1 n i=l
En tenant compte du fait que

| E[(X,-—m)(Xj—m)]=0 pour i#j 2 cause de

l'indépendance des variables aléatoires , on en déduit :

%Eé(xi-m)g(xi-m]‘*}=%(i~i};(xi-m)3]=iua
gl

Par conséquent

n—1

COV(E,S2)= }12 M

byOna:
= -1
CO‘P(X, Sz)zfnTlla

On cherche |1, pour une distribution de Poisson .
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b= 3 (k- E(X)P P(X = k)
k=0

avec
k oo k
P(X=k)=e* 2 o B(X)=The? Lo
k! Far ST
e_lii A =e et =1
(k-1 B
Donc
py= 3 (k-aPer s 3 (2 caa 3% - )t A
k=0 LS k!
k
""[Zk:" 3&21&1 BETh ,132)“
k=0 k! E=0 k! g Ok'
Ona
e 1k
IR
i=0 k!

512 = 3 i ~
2=V lr(k-1)+k]2
=0 k' ) ]k'
o ;Lk ) ﬂ.k
= +
kzﬂ(k_z) kzﬂ(k—l)’
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/12 i A‘k—Z Ai ﬂ'k-l
= . -+
2 (F-2) S (e-1)!

= 2% +Ae

S:P%; Z[k(k D(k=2)+3k(k- 1+k]_

k=0

_Z(k~3}-+;§z3 k 2)1 k:-l k-1)

YA apy AT
Zi-an >t Ay (1: 1!

= At +32%* + 1
£

i + -
*

by = et [ 22 +322 + 2 -3A( A +J.')+-3;€ A=2]

d'on

=4 Py

Cov(}_{, 52 ).= n—}-l- A

n

et

4.3. La moyenne de la population m vaut :

14243+, 4849
9

=35

La variance de cette population est:

o’ =';_[(1—5)2+(2ﬂ5)2+...+(9—5)2]

. |
=§(16+9+4+1+0+1+4+9+16)
=6,67

et lécart-type est: o=2,58

91
Nya C6 6'3' =84 facons de choisir six nombres parmi les

nombres de 1 a 9 . Chacun de ces 84 échantillons a une

e 1 :
moyenne X =— Zx[- ou les x; représentent six des nombres
i=1
dela?9,
Par exemple , si on cheisit 'échantillon (3,8,7,2,5,1), la
movenne qui lui correspond est

%= 3+8+?;—2+5+1 _4.33

On obtient ainsi 84 moyennes et la moyenne de la distribution
d'échantillonnage des moyennes notée 3 vaut: ‘

La variance de la distribution d'échantillonnage est:

2 _0*(N-n sl
o =—- ; N étant la taille de la population et n iy
n . t

X N-1 .
taille de l'échantillon . . r",f. 8
V3 ICHYE
%:6167(9 6) 0 41? VH
6 .

d'ou o5 = 0,645 ' L
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4.4, 11y a 9° facons de choisir six nombres parmi les
nombres de 1 4 9 ( le tirage étant avec remise ) ; chacun de

_ , z_1¢
ces 9% 531441 échantillons a une movenne X = —ij ou
i=1
les x;(i=1,...,6) représentent six des nombres de 1 4 9,
Par exemple , si 1'échantillon ( 4,3,4,5,7,8 ) est choisi , la
moyenne est :

' 4+3+4;—5+7+8=5'”

Nous obtenons ainsi 9° moyennes et la moyenne de la
distribution d'échantillonnage des moyennes est :

La variance de la distribution d'échantillonnage est :

.2
o'% =E—=6'—6‘Z=1,11
- on 6
car '
) )
o’ .—.E[(l_sf+(z—5)2+..,+(9-5)2]=6,67

L'¢cart-type O3 vaut: 03 =1,05

4.5. 1) L'échantillon est exhaustif et 1a taille n=40 est assez
grande ( n>30 ) , la distribution d'échantillonnage de la
moyenne suit une distribution normale de moyenne Up=m

et d'écart-type 0+ = N
ecart-ty - = —
X pnyN-1 T

m et N sont [a moyenne et 1a taille de la population .

a)Ona:

_ 10-us X-po 13—ps
P(10<X<13)=P( Hx< l'L"< Mx}

X % %
= P(u1 < Z<u2)
X-py
avec Z= suit une loi normale N{ 0,1 )
Ox
= 10-9,8 = 0,37
3,68\/300—40
V40 ¥ 3001
13~9.8%
= . =589
273768 [300-40
40 ¥ 300-1
Donc

P(10<X <13)= P(0,37 < Z<5,89) = ©(5,89) - ®(0,37)
=0,9999 -0, 6443
=0,3556

@ est la fonction de répartition de la variable aléatoire Z qul
suit une loi normale N{ 0,1)

b)Ona:

- X-uz 10-9,8
P(X<10)='P( d_”’% = J
X ) *

B 0,37 )=0,6443
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2) L'échantillon étant non exhaustif on a ¢

ECHANTILLONNAGE - ESTIMATION

99

Hg=m et Oy -2 dou:
v '
a)
—~ 10-9,8 X-p, 13-9,8
P(10<X<13)_P TEs < = <T®
40 ~n 40

= P(0,34 < Z <5,50)
. =®(5,50)~D(0,34)
=0,9999-0,6331 = 0, 3668

b}
X—po  10-p
(X <10) P[ z ¢ ”XJ
10—-9,8
40
=0, 6331

4.6. Pour une variable aleatmre X suivant une loi de Poisson

on a:

P(X:x):—’e_“" ;o x=0,1,2,...
X

ot A estle paramétre inconau,

Ona: .
AN -1 A% _ A5 2
L(xl,xz,...xn,}t)=—-—e €"...—e
! x5! x,!
n ;LJCf _1
— '8
i=l ¥

et

lnL=i(xglnl—ln(x,-!)-l)

i=l

" n
=AY x— In(x
i=1 i=]
On résoud l'équation :

Jdini 1 < .
=0 — ) x,—n=0 d'on
i

{ (a-m)®
3
= £ I
. f(x m, ) P
Ona
1 "—-E(
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et

__r R 2 2
lnL——51n21|:—§lncr - (x,—m)

)

] M:

On.iclf':rive lrfL par rapport 4 m et a ¢ et on annule ies
dérivées partielles . On obtient le systéme d'équations :

alnL_ L" x._m2=0
ity (L3 em)
JinL R

=0

[

_n 1 < 2 _
(;0'2 2 G 2(0_2)2 i=I.(xj_m) =0

La résolution de ce systéme donne les estimations :

1??
(P
et
2 L&y =y
a —ng{(xt x)
4.8, 0na: ’
1-p s1i x=0
Li(x,-,pjz{ t
r st x; =1

La fonction
L(x,p) estL{x,p) = Li(x,p) Ly (%, p)... L (%,. D),

= pk(l—- p)n—k
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Oﬁk'_—le'
i=1
al. _ n-
& (1-p) = P - K) (1= p) -1
op
il kK n—k
e pi(1-p) [—"—“J
p l-p
On en déduir
(_I‘:—.___n"kJ=0 ¢'est a dire
p 1-p
k
k(1-p)=p(n—k) ou p=;

4.9. On sait qu'd chaque valeur de n correspond une
distribution t particuliere . Quand n augmente , la distribution
t tend vers la distribution normale réduite . Elles sont
approximativement égales dés que n»>30

L) "
' h}
. ,

[ "\1.01, normale
// \gﬁ\Distributionr v=30
0 A R e L .
R ... Digtihution: v=4
/‘ . e “"u“‘ \mh‘

‘ = >
X

Fig. 4.1
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a) Au seuil 2=0,95 oncherche #, telle que

P(| Z| <u, )_= 0,95 olt Z, suit une loi normale N(0,1}.
La distribution de Z est symétrique par rapport a 'origine ;

P(|Z| <ty )=P(-uz <Z<uy,)
= (ug )~ @1y )
= O(ug )= [1~ @{u,)]
® est la fonction de répartition de Z ,
P(|Z| <ty )=2®(uy })~1=0,95

On obtient
1,95
Bu, }= Tg =0,975

La table de la loi normale N{ 0,1) donne u, =1,96

0,95

%

‘ 0,025
N ” [l)[/[ll

-1,96 0 1,96
Fig. 4.2

L'aire hachurée vaut 0,025.2=0,5 ;celle non hachurée vaut (3,95
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b) Au seuil de confiance @ =0,95 , on cherche u,
telle que P(|#]<u,)=0,95 ou t suit une distribution de
Student avec v =4(on v =30) degrés de liberté .

iy si v=4 , la dlStI’lbuthIl t étant symétrique par
rapport a l'crigine on a:

P(M <ua)= P('"ua <I<ua)= G(ua)_G(_uﬂt)

=2G{u, )-1=10,95
Donc '

_L95

G(uy) =0,975

G est la fonction de répai‘tition det,
La lecture de la table pour la distribution t donne u, =2,776

. 0,95

| 0,95 ' . ,
0,025 0025 0,025
i Ilm/ fl e
2,78 0O 2,78 -2,04 0 2,04

v=4 v=30

Fig. 4.3 &  Fig.- 4.4

ii) Si v=30 , le méme raisonnement que

précédemment donne G{u, )=0,975 et on lit dans la
table(distribution t de Student } wu, =2,042
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4,10. La variance de 1'échantillon aléatoire de taille n est :

1 —32
5t== Z(Xl- —X) . $?n'est pas un estimateur sans bials
n.
i=1

de 9.2 ; 0'2=V(X)=E[(X—m)2].Oncalcule E(Sz)

et
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n—1
Quandn — e« , ona: E(SE)=——0'2—>U2
n

Pour obtenir un estimateur sans biais de o’ , il fautr donc :

2o Mo 1 ¢y
i) X)

4.11. a) La fréquence d'échantillonnage centrée et réduite
espd P _fop
oy \/P(1~P)

Les bornes de l'intervalle de

n
= piu, | 2AP)

n

confiance sont :

2

1-p ou fz-Fp (1+ "‘J 2fp_ =

2
2 Uapr\1-—-
(f-p)y =—2 (
n
On résoud I'équaton en p , étant donné une valeur de f

observée :
1 2
p2[1+-"£J—p[~‘f&+2f-J+f2 =0
n n

Le discriminant A vaut:

) 2 2 2 -4 2 2
A=(“—”‘+2f] -4[1+u—“)f2 Mo 4ptu_ypite
n h M n ]
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d'on

2 2 2 2
(2f+u—“Ji\[E%+4f5‘i—4f2}fl
: ik 43 n n
= 3
2[1+Eﬁ]
H
2
2f+%2
n

b} 8i n est grand le terme —N " b
2(1+ ]

Uy

n

On transforme le second terme :

ECHANTILLONNAGE - ESTIMATION 107

4 2 2
U u u
\Jn%+4fi_4f2i

" no_ ug+4ﬁ'zué—4f2rzué
2 = : 542
) 1+ﬂx_ 4(n+ua)
n
_lul+4 ﬁm;;-il ol
4n® +8upn + 41}

Ona: ; )
wy+ 4 frl — 4 Pl ~ 4 il -4 fonul
40 +8uln+dul ~ 4n’

Denc le terme vaut :

\/Zﬂué—élfznuﬁ_w F=1)
4)12 _ucx n

Pour n grand , on obtient ;

B f(1-f)
p=[ftu, .

4,12, On a une distribution théorique d'échantillonnage

le carn>30 et © g 24 3,79
nermal B
X n o A/40

Donc me ]E—1,960'f,i+1,960'3[

162,56 <m < 177,44
m est compris entre 162,56 et 177,44 avec un seuil de 95% . On
a supposé qué la population est suffisamment grande pour
que le tirage puilsse étre assimilé & un tirage non exhaustif

Si on considére, le tirage exhaustif ( sans remise } ,ona:

_0 [N=n
N-1
o 2 780 =40
X~ Jao \ 780-1

et me]162,75 ; 177,25]

S
&

=3,70

4,13. Cn suppose qQue Ia taille de la population ( N=500]} est
suffisamment grande par rapport a celle de I'échantilion
{(n=38) pour étre dans les conditions d'un tirage non
exhaustif, _

Puisque n>30 , on utilise la distribution normale pour
construire l'intervalle de confiance pour la moyenne des
notes de la population et on considére que 5=2,82 est une
estimation de la valeur inconnue O .
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On aura alors

(e § 2,82
o’_—

By

a) A un seuil de confiance de 90%
me|X-1,6407 , X+1,640%]
7,90 <« m< 9,40
bl A un seuil de confiance de 95%
me]X-1,960; , X+1,960;]
7,75 <m < 9,55
c) A un seuil de confiance cle 99%
me]X-2,580; . X+2,580%]
746 <m < 9,84

4,14, a) On suppose que la taille N de la- population est
suffisamment grande par rapport 4 celle de I'échantillon
(n=58) pour &tre dans les conditions d'un tirage non exhaustif

—M , Comme n>30 , f-p
goon Of
normale N{0,1) et !

ona 0= suit une loi

pelf-1.9%a, , f+1,960,]

ou on estime p ( proportion de la popuiatiou favorable au
candidat) dans G, par bl .

, ;\/p(l-—p) =\[f(1—f) 11/0,52.0,48 0,066
n n 58

-

et pel0,39; 0,65]

b} Les bornes de l'intervalle de conflance sont ;

p=f+1,9 M
n
Il vient p—f=%1,9 FP(I_P)
n

(p-1) = (1,96)"‘ rliop)

2 2
w po(L96Yp(l-p) (1,960,505

(p- f) (0,5-0,52)°
La taille de l'échantiuon doit étre au moins égale 4 n=2401,

4,15. a) Les bornes de l‘intervalle de confiance sont :

3,65
m=X Tu, ; m=9,551u
f RNl
On considére que 5=3,65 est une estimation de la valeur
inconnue ©.
Pour ¢=0,95 eta v=n—1=9—1=28degrés de liberté , on

a:u, =2,306
On obtient alors l'intervalle cherché :
5}9,55 2, 306ﬁ 9,55+2, 3063—6—5-[

ou 6,74<m< 12,36

b) pour ®=0,99 eta v=8degrés de liberté on a
ttt, = 3,355 et on obtient l'intervalle :

me] 3.63 ; 9,55+ 3355%@[

ou 547 <m < 13,63
Si on applique la methode des grands é&chantillons , la
distribution sera normale et les bornes deviennent :

a) Pour @@ =0,95
}9 55-1, 96—3 63 .55+1, 3’65[
3 ' 3




110 ECHANTILLONNAGE - ESTIMATION.

ou 7,17 <m < 11,93

b) Pour a =0,99
]9 55 258% 9,55+ 258%5—[

ou 6,41 <m < 1269
On remarque que la préc1s1on est moindre avec la méthode
des petits échantillons qu'avec celles des plus grands.

4,16, 0Ona:

(Xl—Xz)_'ufl—'fz <. |=0.95
o ’
df[——fz
avec
«=196 ; “)ﬂ %2 =

4,‘0' + o2 1‘ G’
Xi-X X
2 2 nl

ou iy et 0; sont les moyennes et |'écart-type de la population
1 { composants produits par l'usine A } et m, et &, sont les

moyennes el 'écart-type e la population 2 ( composants
produits par l'usine B ).
S, =200etS, =230 sont des estimations des valeurs

inconnues o, et o, .

Les limites de confiance sont :

2 2 2 2
- = = = ez
(X{—X2)-uu G,% ;et(Xl—X‘Z)+ua .

oy moom

= 355,72
L 2 2 2 02
(Xl—Xz)+ua ﬂ 2 = (3400 -3000)+1,96 200 +23
Nmoom 180 134

~ 444,28
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et 355,72<y 5 <444,28

La différence des moyennes varie entre 353,72 et 444,28 avec
une probabilité égale 4 0,95 .

4,17, L'échantillon aléatoire de taille n suit une lei normale

m
ofn
N(0D,1}.

Une variable t de Student & k degrés de liberté s'écrit :
X~k

Y
Khi-carré (J{f) a k degrés de liberté
La variable aléatoir.

—1 S'2 " _
(n=1)5" [ on §% =1t (,X}mX)ZJ sui
(] 1 ‘

loidu ¥2 - & n—1 degrés de liberté .

(8]
N [m T] et donc la variable suit une loi normale
n

t= ol X suit une loi normale N(0,1) et Y suit une loi du

On conclut : _
X-m —
e Oln n_lé(X_m)*/E
(n—1)s'? 8
0.2
[=(X m)x/}?=(§—m) n—1 car Slzstz
S § o n—1

suit une loi de Student &4 n-1 degrés de liberté .

vooakfize
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CHAPITRE 5
TESTS STATISTIQUES
[ Introducton :

Soit une hypothése H, concernant une population .

Sur la base des résultats d'échantillons extraits de cette
population on est amené a accepter ou rejeter I'hypothése H

. Les régles de décision sont appelées tests statistiques .
H, désigne I'hypothése dite hypothése nulle et par H, on

note I'hypothése dite hypothése alternative .

Ona: H, vraie H, fausse
ou bien H,, fausse H, vraie

1 v a 4 solutlons dont seulement les deux premieéres sont
justes :
a} Hj estvrale etonachoisi Hy

b) Hj est fausse et on a rejeté H,
) Hy estvraie eton a rejeté H,
d) H| estvraie et on a choisi Hy

On distingue deux types d'erreurs :
a} Si Hj est vraie et on I'a rejetée , on dit que 'on a une

erreur de 18r€ espace . La probabilité de T'erreur delére espéce .
est notée « .

b) si H| est vraie et on a accepté H, , on dit que l'ona
une erreur de 2§ espéce . La probabilité de l'erreur de 2%
espéce est notée f§ . '

¢ est le seuil de signification du test et 1-¢ son seuil de
confiance ,
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11 Catégorles de tests :

1- Un test est dit d'hypotheése simple si on veut choisir
entre deux valeurs d'un paramétre 6 (6, et 8, );

Ona:
HO . 9 = Bﬂ
Hl N 9 = 61
2- Un test est dit d'hypothése multiples si :
a)
Hﬂ . B: 90
H : 68>8
test unilatéral 4 droite ou test de supériorité
b)
H : 6<6
ki

test unilatéral a gauche ou test d'infériorité
c)
HO H B = 90
H : 8=%09
test bilatéral
3- Un test est dit d'homogénéité si
Ho i B = 91
H . 8%6

olt 6, et 8 sont deux valeurs d'un méme parameétre
dans deux populations différentes .
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4- Un test est dit d'ajustement si

{HO L F(x)=Fy(x)
H : F(x)# Fy(x)

ot F(x) est la fonction de répartition de la variable

échantillonnée et F,(x) est la fonction de répartition d'une
variable aléatoire connue .

3- Un test est dit d'indépendance si :

Hy : XetYsont deux variables
aléatoires indépendantes

H, . XetYne sont pas des
variables indépendantes

II- i ! n !

La construction d'un test in'.lplique la détermination de-

la région critique W, de R" . La\raleur de o , erreur de 151€

espéce étant fixée ( en général ®w0,05 ; 0,01 ou 0,1 )
I'ensemble des valeurs de la varlable de décision qui

permettent d'écarter H, et de cholslr H, est dit région.

critique : le complementaire Wp de cette région critique est
dit région d'acceptation .

Ona:

P(Wo/Hy)=a ; P{WolHy)=1-a

P(Wy/H)=1-8 ; P(Wo/H)=p
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On extrait un échantillon aléatoire de la population et on
accepte H, si la valeur de la variable de décision appartient a

la région d'acceptation . Sinon on la rejette et on accepte H,.
Pour une valeur ¢ fixée , on maximise la quantité 1—f dite
puissance du test.

V- Test entre deux hvpothéses simples ( Méthode de
Neyman et Pearson }

On teste 7
HD . 9 = 90
Hi . 9 = 91
On fixe le risque de 1818 espéce o .

L(x,8)=L{x ,xé, ,X,,0) est la fonction de vraisemblance
avec X = (xl,.le;;f..,xn)

W, , région critique , est définie par':
=P(W,/ Hy)= jWU L(x,8)dx

On maximise la quantité

1-8= j L{x,6,) dx =p(Wo ! H,)

L(x,6,)
=JW0 !

Lix.8;)dx
L(x,@o (x O)

h

Pour maximiser 1—f , on cherche l'ensemble des points de¢

K" tels que :
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L{x.8) > K
L(x.6,) *

La constante K, est déterminée par :

jL{x,Bo)aix =0

A2K,
On teste

{HO ' 9=90

H ' 8<8, ou 0>6;, ou 924,

On fixe le risque & et on maximise la puissance du test 1— 2.
Le risque'1%T¢ espéce @ étant flxé , on définit pour chaque
valeur 9,-(6’; #90) une région critique W, . Si ces régions

sont identiques , le test est dit UPP ( uniformément le plus
puissant ) . Il n'existe pas de test UPP pour :

Hy . 0=6,
car sinon , il est UPP pour les deux tests
{HO:QZBO Ho: 8=Bﬂ
H : 8<8, H ' 08>8,

Ces deux tests sont UPP et différents 1'un de 'autre
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VI-Test d'homogénéité

A partir d'un échantillon de taille ny extrait d'une
population p; et d'un échantillon de taille n, extrait d'une
population p, , le test permet de décider entre :

Hy. 0,=6
H : 6=8

8, et 6, sont les deux valeurs d'un méme paramétre des deux
populations p etp; .

1- Test 'homogénéité de deux moyennes

Dans le cas ou les tailles des échantillons sont élevées
(m,n2 230) , les variables Xiet X2 ( correspondants aux
populations ppet p,) suivent les lois normales respectives ;

a.
N ml,-ffl—J et N{mz,—"’—)
Am v
olt m; et ¢; sont la moyenne et l'écart-type de la population

p{i=1,2)
La variable aléatoire (X 1— Xz) suit aussi une Joi normale

2
N[ml—-mz, i+ﬁ]

nl-nz

On choisit entre les deux hypotheéses . ' ' . o :
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H():ml =y
H o m#zm

. ou .
Hy.m —m=0
H : m-m=0

Si Hyestvraie, m —m; =0 et X1 — X2 suit une loi normale
73
N[O, —L.+2
On a alors :

ol

suit une loi normale N((,1).

. X1 - X2
On accepte H silavaleur z= T de 7 telle que :
g, | OF .
—_—
B
—U, <Z<U,

ol la valeur u, est obtenue par la lecture de la table de la loi
normale N(Q,1)
On rejette Hy si |Z|2u, . On dira que la différence est

significative entre X1 et X2 .
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Remarque
iy §i 0'12 et 0'% sont inconnues , on les remplace
par les estimateurs :

I 2

$T= X -X
1 n]—lgf( i ')
et
1 & _ 0 |
S'|2 = z (Xj — Xz) respectivement
=l

Comme les échantillons sont de tailles élevées on considére’
X —-X
que Z= ]2—22 suit une loi normale N(0,1)
S 5
_+_
noom

(Si Hy est viaie c'est & dire m —niy =0}

ii) Si les échantillons sont de tailles respectives

ny <30 etny <30, le test n'est plus valable car le théoréme.

central limite ne s'applique plus , Mais pour deux populations;
p, el p, suivant des lois normales N(m,q,) et N (mz,a_'z)_,-
respectivement' ayant des écarts-type O et 0, égaux ef,
inconnus, c'estadire oy =0;=0ona:

_ Xi-Xy _
- o
sl d

nom . l .

) |
suit une loi de Student & n) +n, —2 degrés de liberté ; 5° étant

I'estimation ponctuelle de ol .
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On accepte alors Hy si |f|<u, ol u,est une valeur

obtenue par lecture de la table de la loi t de Student-Fisher
(nombre de degrés de liberté¢ :m;+ny—2 ; seull de

signification: o )
2- Test d’homogénéité de deux proportions

Chaque individu des deux populations P; et P, peut

posséder ou non un certain caractére . On dit ce caractére est
présent en proportions p et p, dans les populations

P, et P, respectivement:

On test au seuil de significadon ¢

{Ho L P=D
H : p#p
ol
{Ho Cp—py=0
H : p-pp=0

De 1a population P, , on extrait un échantillon de taille #, . il
lui correspond une proportion f;(i=1,2)

St les échantillons sont de tailles élevées (n, 230 et n, 230),
le théoréme central limite permet d'affirmer que f; suit une

loi hormale N[pi, Ji’_:ﬁ:_} avec p;+g;=1 . La variable
: " ) . :

aléatoire f,—f, suit alors wune loi normale

B
B8 .
i ity

Si Hy est vraie , py—p, =0 et fi— fr suit une loi normale

1 1
. R

. . : . . S0
Mais puisque p est inconnu , on falt une approximation . Ca

it

estime p par f=M et done f,—f, suit uhe M&¥
11
normale N[O, [f(I1-f) —+— | ! et
no
Z= f1_f2 \

1 1
Jra=pf o]
hom
suit une loi normale N(0,1)
Soit u, la constante telle que P([Z| 2u, )=a .Onaalors :

P(lZi<uy)=1-u

fi=f i

On accepte Hy sila valeur z= de Z qét]
1 ‘
Fu=p) =] e
Ry Hy

relle gue s
—ly < T < Ug

. . Aol
On rejette Hy si |Z| > u,

i, est obtenue par lecture de la table de la loi normale N({'Jn,l).I -
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- Test " néi eux v.

Deux populations P, et P, supposées suivre des

distributions normales ont pour variances inconnues
d; et &, respectivement .

On teste au seuil de signification

Hy: ot =0}
H, : 0’?#022

On extrait de chague population un échantillon de tailie
m {pour P} ou n,(pour P, )

Soient

[onry

2 .
-uX|) I'estimation de c’.T,2

E
|
.

0

et

ot
g

— 2
(XJ;——X:) I'estimation de O';‘

n—12

[
1]
—_

Xi(i=1,2,_...,n1) et Xj(j':l,Q,...,nz) sont les valeurs
prises par les individus des échantillons des deux populations
et X| et Xz les moyennes respectives .

Soit

_ST
§3
HC' . F:l
H : F#1

F

Le test devient :

Si Hj est vraie (0’12 = o3 ) , la variable

Pl 1 = G377 = 2
1= Ssloy 83
suit une loi de Snédecor a i, —1 et n, —1 degrés de liberté .

On a donc :

st
or .
P(F< Fﬂ[*‘l.ﬂz_l } =]—CL’
2

¢ étant fixé | la valeur Fuﬁ—l,nz _; est obténue par lecture de la
table de Fischer -Schedecor au seuil & eta m—1 et n, —1

degrés de liberté .
S‘z
Si la valeur fzﬁ de Fcalculée est telle que f < Fp_j,

on accepte H, . On admet alors l'égalité des variances
inconnues .
Si f > Fo ., onrejette H

En pratique on met toujours au numérateur la plus grande des

deux quantités S’:?‘ et §'3 .

I - ]

1-Testdu y°

Soit un échantillon aléatoire de taille n extrait d'une
population et divisé en k classes d'effectifs respectifs
m.Ry,.... 7, et de probabilités respectives py, pa,..., P

théoriques.
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1l s'agit de tester

{HO : F(x)=Fy(x)
H, : F(x)#Fy(x)

Ou F(x) est la fonction de répartition de la ‘variable
échantillonnée et Fy(x) est la fonction de répartition d'une
variable aléatoire connue .

2
H,— N

La quantité 2(—"7‘)—
=1 np;

de liberté si np, est supérieurd 5.

suit une loi du xf,l 4 k-1 degrés

Si la variable aléatpire est continue , on associe une
probabilité p; ala 7™ classe en utilisant la densité de

probabilité .

Le seuil dé signification & étant fixé , on lit sur 1a table du ;{2
la valeur xf_l () en fonction du nombre de degrés de liberté

k—1 qui est le nombre de variables indépendantes . En effet
k

comme 2 n, = n , il suffit de connaitre en fait k — 1variables
i=]

Ona:
P(xi, <xi(a))=1-«a

2
;)

$i la valeur calculée yi = E('— est telle que :
= NP .

,75571 <?Ckz—1(a)
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on accepte 'hypothése d'ajustement c'est A dire Ho " slnon on

la rejette , la loi théorique proposée ne peut repr%ew
valablernent la distribution expérimentale .

oatyihey gt
On appelle la quantité np; effectif théorique.
P —
-T Kolmogor . ¥ §

Seit F(x) la fonction de répartition pour la popu'lafclon
et soit F,(x) la fonction de répartition empirique
{fréquence cumulée relative ) pour un échantillon de taille n

On détermine D, = Max|F,(x)-F(x)| et on compare cet'

écart a des valeurs critiques particulieres données par les
tables d{n).

On rejette Hy si D, 2d(n) 4 un seuil de signification &

Pour 0 =0,05 e n>80  ona: D, >0 |
- L
Pour ¢z =0,01 et n>380 D >1’63

"o
.

1,36 1,36
D, > et D >-—= définissent chacun une régiom

"7 n n
critique pour le seuil ¢ correspondant

T

O
VIII- Test d'in ce

Le test vise a rechercher s'il existe une ha.lson entre
deux variables aléatoires X er Y . On teste ! P

H, : X et ¥ sontindépendantes
H, : Xet Y nesontpas indépendantes
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Soit le tableau de contlngence représentant empiriquement
la relation des deux variables aléatoires

Yoy Yo ¥y Va Total
X

xl atd n“ nl-2 asnsitery HIJ teanranes nltj’ nl

.762 nzl Rzz --------- nzj rpmaasna nzq Hz‘

x!' H;l niz LI n*;,i ......... n‘lq nl

xp npl np2 anenarens npj ......... npq ”p.
Total ny | g | e | ony e | A H

LN

L'effectif théorique au rang (i, )} est ; = -n.J

car si Hjy estvraieona: p;=p,p; ; p. et p; sontles
probabilités marginales . '

L'effectif théorique au rang (7, f ) esl i np; py

i( ~npp;)

i=! npzpj

n
La quantité ?.’2 =z est une réalisation du

2
qu-l
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Sur I'échantillon on estime  p, et p ; Ppar respectivement

A . A n
LA p_j=~"— (ona{p-1)+(g—1) estimaticns )
n n

On cherche alors la quantité ;

qui est une réalisation du x(?‘pq)(q_l) a:
(p=1){g=1)=pg~1-(p~1}-{g—1) degrés de liberts .

Pour un seuil de signification & fixdona:
2 2
P(x < X{p-nyy- (&) ) =l-a

On accepte H, si y? < I(Zp—l)(q-l)(a) et on rejettera fi, dans
le cas contraire .

La valeur X(zp_i)(q_;](a) est lue dans la table du 2'2
fonction du seuil o et du nombre de degrés de liberts .

IX- Analyse de la variance ( effet d'un facteur }

Soient k  échantillons de taille n.,ny,...,1

k
respectivement (n=2n,-) . On suppose qu'un facteur A

influe sur les moyennes de distribution { les variances ne
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sont pas influées ) et que chaque échantillon issu d'une
population normale suit une loi normale  N{m;, o).

(On teste
Hy : my=my=...=m,
H 3 je{l.2,.. k} m #m;
Soit le tableau
Tableau 5.1
X ] Xi
Xz | Kaz Xiz Xia
Xl | Ximy X ini | Fn,
moyennes | X, | X X, X

En posant

(X %)
l -

. _
£
|
=
e
—+
X |-

k

i=] j=1 i=l jun {

ouT? =R+ 17
R’ : variance résiduelle

[? : variance due au facteur
o . 2, . o
La quantité — suit une loi du ¥, , 3 n—k degrés de liberté .
o

2 2
. e ; 2
Les quantités — et —j5 suivent des lois du ¥, ;| et _;(ffl

respectivement .
I n-k
St H, est vrale , o le(k—l;n—k) suit une loi de
Snedecor.
LZ n—k {ct)
On décide Hy si Ez—k—wlw:ﬁ: FOk-1n~k)

On rejette A si
FeF®(k-ln-k) on F®k-1n-k)

est obtenue par lecture de la table de Fisher-Snedecor et ¢ est
le seuil de signification fixé .
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EXERCICES

3.1, Quelle décision doit-on prendre dans le cas du test de 1a
moyenne d'une loinormale N(m, o)

Hy, : m=m,
H  m=m
¢ connu . Calculer la puissance du test,
Application numérique :
(Juelle hypothése doit-on retenir si 'échantillon donne :
a) x=31 by x=32

5.2. Un &chantillon de taille n=30 est extrait d'une population
suivant une loi normale N{m,¢)avec o=1,6
1- Tester
HO om= mo == 3
H  m>m
au seuil de significaton o =0,01
2- Déterminer & . Tracer la courbe de puissance .

3- Pour n=40 , construire la courbe de puissance
correspondante . -
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5.3 Un fabriquant affirme que la proporti\on de pieces
défectucuses produits par son usine s'éléve a p=0,08 ., Un
utilisateur pour pouvoir choisir entre les hypothéses :

Ay, : p=p;=0,08
H : p>0,08

préléve un échantillon aléatoire de taille n=110 . 11 choisit de
fixer le seuil de signification o a a=0,05.

1- Déterminer le senijl ¢ritique

2- Trouver 'erreur de 2° espéce R .

5.4. Reprendre les données de l'exercice 5.2 et tester:

Hy : m=m;=3 ; H @ m#m,

5.5. La durée de vie de composdnts électroniques provenant
d'une usine A suit une loi normale N{m, o, =30) et celle de

ceux provenant d'une usine B une loi normale
N{m,,0, =32) . la durée de vie d'un échantillon de taille

n; =150 provenant de l'usine A a pour moyenne x =1832
heures et celle d'un échantillon de taille n, =90 provenant

de 'usine B est x2 = 1840 heures .

Peut-on conclure , au seuil de signification de 5% , qu'il existe
une différence significative entre la durée de vie des
composants de 1'usine A et cellede B?

5.6. Une machine remplit des paquets de café . On préléve un
échantillon de paquets de taille » =120 de poids moyen

48,53grs et d'écart-type 2,8 grs . Le lendemain on préléve un
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autre échantillon de taille n, =270 de moyenne 50,08 grs et
d'écart-type 3,1 grs.

Peut-on conclure , au seuil de sipnification de 1% gu'il existe
une différence significative entre les poids moyens des
paquets ?

5.7. Soient deux populations gaussiennes F, et P, . On
suppose que my =my =m €l Oy =G, = ¢ . On extirait de
chaque population wun échantillon de taille » et n,

respectivement . Les moyennes respectives sont il el Xa.

Montrer que

Xi-Xs
ﬁnl—l)S’fﬂnz—l)S'% T 1
‘\ n1+ft2—-2 1 s

suit une loi de Student a n, +n, —2 degrés de liberté ,

5.8, Le poids d'un médicament conditionné en bhoites est
réparti suivant une loi normale N{m, &) . Deux échantillons

de tailles respectives n; =12 et ny =18 ont pour moyennes

x1=22,235 arset x2 =21,988 grs et  écarts  type

8 =0,18 grset ', = 0,23 grs respectivement .

Peut-on conclure que ces deux échantillons proviennent
d'une méme population pour un seuil de signification de 5% ?

5.9. Deux populations P, et P, d'étudiants se présenten{ a un

méme examen [inal de mathématiques . On préléeve un
¢chantillon de 13 n0tes de 12 population £, qui donne : 8; 12,5;

10,5;11; 5;:13; 19; 9,5; 9,5; 11,5; 11: 7; 10. Un échantillon de i0

notes de la population 2, dorne: 1Z,5; 115 8; 7 6; 10; 10; 9,5; 9;
10,5.

Peut-on admettre au seuil de signification de 5% que 1'écart-
type entre les moyennes des deux populations est significartif?

5.10. Un magasiu regoit pour la vente deux importants lots de
pléces électroniques ; I'un provenant d'un fournisseur A,
I'autre d'un foarnisseur B,

Du lot provenant du fournisseur A , on extrait un échantillon
aléatoire de 140 piéces et on trouve 18 piéces défectueuses . Du
lot provenant du fournissecur B, un échantillon de 58 piéces
donne 8 défectueuses .,

On veut savoir si le pourceniage de piéces défectueuses sont
différents & un seuil de signification de 5% .

5.11. On expérimente un vaccin contre une tialadie M sur
des animaux . Ua échantillon aléatoire de taille n; =380

animaux vaccinés montre que 42 d'entre eux ont contracte la
maladie . Un autre échantillon aléatoire de taile r, =113

animaux nen vaccinés montre que 76 d'entre eux ont contacté
la maladie .

Peut-on dire au seuil de signification de 5% que le vaccin est
inefficace ?

5.12. Soient deux populations [, et £, suivant des lois

' . , 2
normales de variance respective 0'12 et 03 . De chaque

population P; on extrait un échantillen de taille #,{i =1,2) .

2 =
Soient §'7 et §'; les variances estimées .
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2
Montrer que si 0; =0, , F= ng suit une loi de Snedecor
2

an -1 et ny—1degrés de liberté.

5.13. On préléve un échantillon de notes de physique de
chacune des deux sections A et B d’étudiants . On obtient :

Tableau 5.2

Section Al 12 [115] 6 10 11 55 [ 10,5 8
_13 14 12 1105] 11 |112,5] 11 9

[SectionB | 6] 12] 11] 8,5] 32] 9,5[10,5] 11] 15] 9,5] 8 |

1- Calculer les valeurs des estimations §'; et §'% des
variances inconnues des populations ( notes des étudiants )

2- Peut-on dire que les variances Cfﬁ et o5 sont
identiques au seuil de signification o=0,057

5.14. On értudie le relevé annuel d’absences d'un groupe
d'étudiants a un cours de mathématiques hebdomadaire .
On reléve :

Tableau 5.3
Nombre d'étudiants | Nombres de
absents x; - | semaines

I

NdatnNa— O
[
—rhooe o~
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1- Trouver le nomb-e x d'absents par cours .

2- Trouver la variance §° empirique du nombré

d'absents par cours .

3- Peut-on admettre que la distribution empirique
peut-étre ajustée par une loi de Poisson 7

4- Tester I'ajustement par un test du Khi-carré (;{2) a

un seuil de signification «=0,05.

5.15. Une machine fabrique des piéces en grand nombre . On

effectue un contréole en prélevant 100 échantillons aléatoires,

de 30 pieces chiacun . On obtient le tableau :

Tableau 5.4

Nombres de
piéces ‘
défectueuses par | O 1 2 3 4 5 6 7 1

echantillon: x; fay

Nombre de lots
n; 4 15 24 | 231 17 9 6 21gnji

[

_ 1
1- Quel est le nombre moyen x de piéces défectueﬁsﬂ_l I}&
Trouver la variance empirique  §° . ,r,r‘},

1

it o' )

o
e '!i!l‘ﬁ"
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2- Peut-on ajuster cette répartition empirique par une
loi binomiale 7?7 Vérifier l'ajustement a un seuil de
significatdon ¢ =0,03.

5.15. Les notes de mathématiques d'un groupe d'étudiants
lors d'un examen sont réparties selon le tableau :

5.17. On traite trois échantillons de malades atteints d'une
maladie M , selon leur classe d'age et leur sexe . On veut savoir
si I'dge et le sexe peuvent étre considéré comme des facteurs
indépendants a un seuil de signification de 5% .

Nombre de malades suivant le sexe dans les classes d'age:

Tableau 5.5
Notes Nombre Notes Nombre
X d'émudiants X d'étudiants
2<x <4 2 10€x<12 16
4<x<b 3 12<x <14 7 12
6<x<8 8 l4sx<16 9
8<x<10 14 16<x<18 4

Tatbleau 5.6
‘Ager A
A<30ans |30<A<6] 60<A Total
Sexe
Hommes 58 90 49 197
Femmes 14 17 | 14 45
Total 72 107 03 242

1- Par quelle loi de probabilité on peut procéder 4 un
ajustement de la distribution empirique propcsée . Trouver

l'estimation des parametres de cette loi .

2- Vérifier l'ajustement par un test du ,752 4 un seuil de

signification o =0,05.

3- Vérifier l'ajustement par le test de Kolmogorov a un
seuil de significarion = 0,05 .

®

5.18. Soit le tableau suivant représentant les notes obtenues
par quatre étudianis A , B, C, D en mathématiques ( M} ,
physique { P )} et en chimie { C ) lors de trois examens . On
suppose que les notes sont normalement distribuées et gue les
variances sont égales .

Tableau 5.7.

Etudiants .
Matiéres A B C D
M 11 12 13 12
P 8 11 11 10
C 11 14 12 11
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Tester |'hypothése selon laguelle les moyennes des
populations ne sont pas significativement différentes au seuil

de signification de 5%.

SOLUTIONS DES EXERCICES

5.1. Soient x la moyenne de I'échantillon de taille n et
F(x,m) la densité de probabilité

1 (x-m)?
f(xsm)=a—vr2——nexp _WJ

Les fonctions de vraisemblance L(x,}no) et L(x, my ) sont:

L(x,my)= £ (.m0 ) f{x3,mm0 ). f {2, mq)

() el e

et

L
Il faut trouver 1'ensemble des points tel que : m%fﬂ 2K,

soit
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ny —m -
"'156_2—0[2"35_(’"1““%)]20

En supposant que m; —my >0 { la démarche reste la méme si
on suppose 1, —my < 0) on obtient :

1 [ 2Cc* ]
x2—|m+my+
in m, —my

1Cc?

par A . La région critique
m —my

On désigne L[ml +my+
2n

W, est I'ensemble des points tel que x 2 A . On décidera H, si

la moyenne x de Péchantillon est supérieure 3 A,
A est détermine par la résclution de l'équation

a= P(f,qo = A) oll XHO est la varlable aléatoire X dans

I'hypothése H; . On a aussi :EHI0 suit une loi normale

o . Xu,—my
N| my,— et =~ suit une loi normale N(0,1).
( 0 «/E) o/n

La lecture de la table de la loi normale N(0,1) donne

A-my

alidn .

On en déduit A .

La regle de decision est:

six<A on décide Hj; c'est & dire m = my

six=A on décide H| c'est a dire m =, .

my AW,
Loi d&
Fig. 5.1

La puissance du test est 1- 8=p(W,/H) . Cest la
probabilité de décider H, et H, est vraie , c'est a dire x> A

Y ; o
mais ¥, suit une loi normale N m,—
Vn
S . . R XH
%o P
RN
’/ a
m

Fig. 5.2
Ona:

P(Xn, 2A)=P{§H‘ M A‘"‘IJ

o/\n  ocivn
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=P(Z2ug)=1-8

ot Z suit une loi normale N{0,1) . La lecture de la table de la
loi N(0,1} donne @,
Application numérique . On détermine W, c'est & dire A pour

savoirsi x> A ou x<A.

Ona:

A=y, L= 3041650 = 31,08

“Vn V25

Comme x =31 dans le 1¢Tcas , on décide H, c'est a dire
m=m, (car x=31<A=31,98)
Dans le second cas x =32> 31,98 = A , on décide H;(m =m,}

Pour la puissance du test 1- 3 ona:

L _A-m_31,98-34 o
P arn T 6/426 ’

1- f=P(Z2-1,68)=1-P(Z <-1,68)=1-®(-1,68)

. =®(1,68)=0,9535 ot @ est la fonction de répartition
de Z .

et f=0,0465 .

La puissance du test 1— 8 =0,9535 est forte . On décidera H ,

quand elle est vraie , dans 95% des cas .

5.2. 1- Le test est paramétrique . Soit % la mOyenﬁe de
I"échantillon . La régle de décision est:

Ondécide H, si x<A
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ou H si x2ZA , Aestle seuil critique
On a : x suit une loi normale N[m i) = N(3' i)

{) » '\/H ) ;—'—30

[ X-3 A-3
P < = =0,
(1,6/\/30 1,6[«]30} 0,99

A-3
plzs——"=-_|=0,99
( 1,6/«./’30J

ol Z suit une loi normale N(0,1)
La lecture de la table de 13 loi normale N(0,1) donne :
A-3

= =2.33
1,6/+/30

On obtient A= 3,68 . On décideH,, si x < 3,68
ou H, si x23,68.
2- La valeur du seuil critique A = 3,68 reste la méme

pour toute valeur de m > m, =3 appartenant a 'hypothése
H, ;le test est un test upp .

Le risque 3 est une fonctionde m: B = B{m)

ﬁ(m)=P(W0fi1])=P(Y<A1H1)

La puissance du test 1— (m) devient alors :
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1-g(m)=P(X2 Al H)

]
]

(szfm‘)mo)

P(X23,68/m>3)

- 1,6
Comme X suit une loi normale N| m, ona:
( V30 ]

1—ﬁ(m)=P( X-—m S 3,68—1}1)

1,6/+/30  1,6/+/30

. 3,68—-m _3,68-m
1,68/+30 0,292

et

En donnant A m des valeurs particulieres on dresse le tableau
suivant puis on construit la courbe de puissance .

Tableau 5.8

m t Blm) | 1-8(m)
3,2 1,64 0,9495 | 0,0505
3.4 0,96 (0,8289 | 0,1711
3.6 0,27 0,6443 | 30,3557
3,68 ¢ 0,5 0,5
3.8 0,41 | 0,3409 | 0,6591

4 -1,09 | 0,1379 | 08621

4,2 -1,78 | 0,0375| 0,9625 .
4,4 -2,47 | 0,0069 | 0,9931
4,6 -3,15 | 0,0008 )| 0,899 2
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L1
IETEN |
oo

3
|

1- f(m)

1-
0.9
0,81
0,7
0,61
0,571
0,47
0,3 4
0,2+
0,1+

LT 1T 1T 171 .
3,2 3!3 3,4 3,-6 3!8 4 4,2 4:4 4,6

Y

Fig. 5.3 i

Le test conduit a accepter H| quand m = 4,4 dans 99% des cas
et a accepter H| quand m = 3,4 dans 17% de cas seulement .

3—31'n=400naA=2,33—%+3=3,59
et

1- f(m)=P(X >3,59/m>3)
s0it

L 358-m 359 —m
T 1,6/4/40 0,253
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On dresse le tableau donnant les valeurs de 1-B{m) en
fonction de m puis on constrait la courbe de puissance ( dans
le précédent systéme d'axes )

Tableau 5.9

m t A(m) | 1-B(m) m t B(m) | 1-&(m)

3,2 1,54 | 0,2382| 0,0618| 4 -1,62 [ 0,052¢ 00,9474
34 | 0,75 [0,7734| 0,2266| 4,2 | -2,41 | 0,008 0,9920
359 © 05 | 05 || 44 |-3,20]| 0,007|0,9993
361 -004] 0484) 0,510)% 4,6 | -3,89 ih)] ' 1N
3,8 | -0,83 |0,2033| 0,7967

5.3, 1- Soit f la proportion de piéces défectueuses trouvées
dans i'échantillon aléatoire de taille n = 110.
On décide Hy si f<A et H sifzA ol A est le seuil

critique . :

o P0=008 A
h WO

=P(f=Alp=0,08)

PO(I_pU))

On sait que f suit une loi normale N ( Pos

avec pp =0,08

d'oll a=P(f=Alp=008)

f—Po > A-pm

\/po(l—_po) _-JPO(I_pO)

- R n

=P

1-pl z<— AP0 |-1-0,95=0,05
Po(l—Po)

7 suit une loi normale N(0,1}
1a lecture de la table de 1a loi normale N(0,1) donne
A-pp

Pu(l—Po)
1,

=1,645
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et
A= 1,645493—018—;0—0'92 +0,08=0,1226

H, si f<12,26%

On décide
et

H si f212,26%

2- La valcur de A reste la méme pour toute valeur de
p>0,08 | Le test est un test UPP
Le risque de 2°espéce R est une fonction de p:R=R(p}
B(p)=P(Wo!H )=P(f<A/p>0,08)

et

1-8(p)=P(f24A/p>0,08)

Comme f suit une lof normale N [ P, MJ ona:
‘ n

-p . 0,1226—
1-B(p)=P fop ., L
\[P(I—P) \/p(l-p)
n h
Soit
0,1226-p
p(l-p)
H M

avecn=110

En donnant 4 p des valeurs particuliéres on trace la courbe de
puissance

- Tableau 5.10

D t R(p) 1-B(p)

0,09 1,21 | 0,8849 | 0,1151
0,10 0,80 | 0,7881 | 0,2119
0,11 0,42 0,6628 | 0,3372
0,12 0,08 | 0,5319 | 0,4681

0,1229 0 0,5 0,5
0,13 -o,zé 0,4129 | 0,5871
0,14 | -0,53 | 0,2981 | 0,7019
0,15 | -0,80 0,211'9 0,7881
016 | -1,07 | 0,1423 | 0,8577
0,17 | -1,32 | 0,0934 | 0,9066

0,18 -1,57 | 0,0594 | 0,94006
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1-R(p) - .
R On est amené a
- accepter H,
- {pour p=0,18)
1 - dans 94%des cas
- , et dans 11% des cas
0,8 - {pour p=0,09)
0.7 - on accepte H,
05
0,3 4
01 4

T 1T 1T_F 1 1T 1 p
0’090’1 0:1 1 0,12 0;130’14 0’150,16 0;170,18

Fig. 5.4

5.4- L'hypotheée H, se décompose en deux hypothéses
HI] , Hl '1

H‘l < Mg
H '; tm > mg
La région d'acceptation de H, est définie par :
o' =P(is A'tm=m)
relativement au test H' etpar:

o' =P(X2A" Im=m) :

relativerment au test H",
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" a
Avec o' = =E ‘on a dong

0.01_,, X-3 A3
2 1,6/4/30 1,6/+/30

P zwﬁ =0, 005
1,6/+30

ol Z suit une loi normale N{0,1} . La lecture de la table de la
loi normale N(0,1} donne :

A'-3 :
——=2,58
1,6/7~30

d'olt

c'est 4 dire

1,6
A'=-258"— +3=225
V30

De la méme facon on cherche A" .
On a:

M:P(fz,q")xp( X=3 , A3 )

>
2 1,6/+30  1,64/30
ou
A"=3
PlZ<——— |=0,995
[ 1,6/@]

ot Z suit une lol normale N(0,1). La lecture de la table de la loi
normale N(0,1)donne :

A"-3
LI, V1
16/v30- 7
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d'ol
A= 2,58—11-6——+3:3,75

30
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5.5. Il s'agit du test

Ho . ml“nléto
H : m=-m#0

La variable aléatoire -:’El —~ X1 suit une loi normale

2 L2
o 0

R
On a: o
x1—x2=12
et
2 2 2 2
E’L+&=\j£+£=4,17
nl n2 150 90

L'intervalle d'acceptation de Hj est:

‘ P(|Z|<uy)=1-u
(X =Kz}~ (m = m,)

2 2

g, O
J_I_erz
By

suit une loi normale N(0,1) avec my —m, =0

La regle de décision est :
On décide

Ho sl |Z| < U,
et
H st |Z|2u,

Ona @=0,05 et P(|Z|<u,)=0,95. La lecture de la table
de Ia loi normale N(0,1) donne #, =1,% .
La valeur calculée de z de Z est:

1

=% =7 88
ST

et (I
B8 > u, =1,96

4,
1=2,
On rejette H; .

5.6. Les échantillons de taille m, et n, sont suffisamment
¢levés pour pouvoir affirmer que les poids moyens X et X2
suivent une lot normale N{my. o) et N(m,,03)
respectivement.

Hc. v M = 0

il s'agit du test
H : m=-m=0




154  TESTS STATISTIQUES

La variable aléatoire E — fz suivent une loi normale :

La valeur de EI—EZ est:
x1—x7 = 48,53-50,08 = —1,55

et I'écart-type

7 3
o] o

L4272 estestimé par:
B M

2 2 2 2
"_1+&=\F’8) REA T
n  mp 120 270

L'intervalle d'acceptation de  H est:

P(|Z|<ug)=1-0r

oh
Xi-X
Z= 12 “— suit une lol normale N(0,1)et ¢ = 0,01
S O
___+_
Boon

La régle de décision est:

On décide
Hy si [ZI < Uy
et ¢
H  si |Z|2u,
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On a:
P(|Z]<u,)=0,99

d'olt u, = 2,58 obtenue par la table de la loi normale N{Q,1}.

La valeur calculée 7 de Z est:

_-1,55
7 0.3176

=—4,88

et

2] = 4,88 >2,58 = u,

On rejette Hy . On conclut qu'il y a une différence
significative entre les poids moyens des paquets .

5.7. On sait que si X suit une loi normale N((},1) et Y suit une

vk
'\/? Sult une

X
foi du Khi<arré (%7 ) a k degrés de libert¢ , £ =
loi de Student & k degrés de liberté .

On a:
— R . 0']
X1 suit une loi normale M| m, T
Hy
et
Vo o . )
X suit une loi normale N| m, ,T
y
donc

o ) ot o2
X1 — Xz suit une loi normale  N{ m —m;, 2,2
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Comme my=n, =i el G3=0,=0 , Xi— X2 suit une loi

normale !
N o,q}cz(ldr-l—J
oo

et par conséquent :

X1-X2

——1—-—1~ suit une loi normale N(0,1)
gt
o

Les é&chantillons suivent des lois normales et ils sont
indépendants ; on déduit que :

Z =

(m—1) (n,-1) .,
1012 $E=Y, et ';’rg si=v,

. . . 2
suivent des lois du Xfl-l et xi;—l ol S|12 et §'5 sont les

1 & =2
estimations de of et o}, 8] = E(X--—Xi)

”f—1j=l

{n - iy — ~-1)§'7 ~-1)8'3
YI+Y23(”;21)5.]2+("2621)S-§:("| ) 1;2("2 )S'3
1 2

suit une loi du xﬁl g2 ¢

On conclut que @

i_E__W .
Y+,

suit une loi de Student a n) +n, —2 degrés de liberté .
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el _ _
Xi—-X»
A
c.l—+—
f = HJ nz _
\/(nl—l)S'er(nz—l)S'%
0.2
El—fz
(m—=1)8T+(n,-1)83 1 1
nl+n2""'2 nl nz

5.8. La distribution ¢tant une loi normale N(m, Cl') , on

désire savoir g§'il v a une différence significative entre les
moyennes inconnues my et m, . On suppose que |'écart-type

inconnu @ esttelque 0=0, =G,

On teste :
HO . mi_mzzo
H :m-m=#0

La variable aléatoire El - ?2 suit une loi normale

2 2
N m]—mz, _c')l""—o-—z =N ml_mz,o' "l"'i
moom | mmy ) s

La variable aléatoire : o b
X-X
r= N S suit une 10l da
(m-1)ST+{(n,-1)8'3 [T 1 o
n +n2 -2 hy Ay

Studenta n; +n, —2 =12+18 -2 = 28 degrés de libertd =k




158  TESTS STATISTIQUES

Pour k = 28 et &t = 0,05 , la valeur de u, ( tabulée) est:

Uy =2,048 car Pfltl<u,)=1-e=0,95

On décide
Hy @ si|t|<u,
et
H, :si|t|2u,
Comme la valeur de t calculée est :

. 22,235-21,988
\/(12—1)0,0324+(18—-1)0,0529 \ji+i
12+18-2 1218

=3,132

Ona:$=3123>u,=2,048 ; donc on rejette H, . La

différence est significative entre les moyennes . Les deux
échantillons ne proviennent pas de méme population .

5.9. On suppose que les notes des étudiants sont distribuées
suivant une loi normale N(m, o) . On désire savoir s'l ¥ a
une différence significative entre les moyennes inconnues
m, et m, des deux populations respectives Py et P; . On

suppose que les écarts-type o et O, sont tels que
O =0,=0.

Les notes dans les deux populations suivent des lois normales
N(m, a,) et N(m,,0,) respectivement

j— [8) *
X suit une loi normale N [ml . #-J

m
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< , a
X2 suit une loi normale N[m2 , —]

v

avec
n =13 et n, =10

}_fl —Xz suit une loi normale N| m —m,, o L+-l—
hy

La variable aléatoire

et

) X - X
(n—1)8F +(ny —1)5'3 1
n +a,—2 ooy

suit une loi de Student & n| +ny —2 =21 degrés de liberté ,

La régle de décision est :

on décide
Hy si Jt|<u,

et
H) si|t|zu,

avec u, = 2,080 ( valeur tabulée pour k nombre de degrés de
liberté égal & 21 et & seuil de signification égal 4 0,05 )
Comme

] - | 13 _
st Z(X,.-X)Z=i2[z}g?u13x2]=4,84

i=l
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et

1 &

§'i= (X‘—X)2=l Y X2-10X" |=3,725
Hy—17 ! 9| &=
2 j=1 J=1

La variable aléatoire { prend alors la valeuy .

o 9,88-9,35 0,603
\flz.4,84+9.3,725\[l+i
21 1310

On décide Hj, . Au seuil de signification de 5% , la différence

n'est pas significative entre les moyennes my et m, des deux -

populations .

5.10. La variable aléatoire  f| = f, suit une loi normale :

N[p;-l’z’\/f(l_f)(i_]+%ﬂ

ol f, et f, sont les proportions de piéces défectueuses dans

les échantillons provenant des lots des fournisseurs A et B
respectivement .

Comme le test est :

{Ho P p—p =0
H : p-p#0

ou p et p, sont les propertions de piéces défectueuses dans.
les populaticns ( lots fournis par A et B } respectives .
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On déduit f; = f, suit une loi normale

Moqpu-rfeL)

La valeur prise par f, = f; est:

18 8
—fy = 2= 0,009
fr=ta 140 58

celle de f est:

f:n]fl+n2f2 =0,132

O
lavaleur z de |Z|= 11~ 1o est:
11
Jio-n[ et ]
Ay i
: = |—D,009|1 1 =0.17
\j0.132(0,868)[—+—)
140 58

Comme
P(|Z|<uy)=1-a=0,95

On décide
H[] si |Z|<Ha

et
H]_ Si |Z|2Ma
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La lecture de la table de la loi normale N{0,1} donne :
u, =1,96  pour @ =0,05

Ona:
z:0,17<1,96=ua

La différence n'est pas significative entre les proportions
p et p, . On accepte H .

5.11. La régle de décision est

On décide
Hy : pp=-py=0
ou

Hl N pl“"p2¢0'

Ou p, et p, sont les proportions d'animaux malades parmi les

animaux vaccinés et non vaccinés respectivement .
La variable aléatoire  f| — f, suit une loi normale

N p,—p;,\/f(l-f)(n—ll+é)]

ot f| et f, sont les proportions d'animaux malades parmi les
animaux de ['échantillon d'animaux vaccinés et celui
d'animaux non vaccisés respectivement, p,—p, =0 etoit

= nf + nfa
fl] +n2
On a donc ;
7= h-h sult une loi normale N(0,1) )

vo-rfez)
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==

On décide
H, si |Z|<ua

H si |Z|2u,

Comme

P(|Z|<uy)=1-0=0,95,
1a lecture de la table de la loi N{0,1) donne u, =1,96

La valeur de z de Z donne :

0,148

J0,611(9,389)[-8%+L]

113

=_2.078

On a

2| =2,078>1,96 =

On rejette Hj,.

Au seuil de signification de 5% , la différence entre les
proportions est significative . 11 y a 95 chances sur 100 pour
que cette différence solt significative .

5.12. On sait que :

-1
(“1 . }S'2=Z§|-—1
g
et
|
( 2 bl )S.§=x§2—l

suivent une loi du Khi-carré et que la variable aléatoire F a
pour forme :
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1
§3=1 (y-—;c,ge)2 =5,72
2 10 5
_ xkl ifkl =1
kl,kz - xz ﬁ{k 0 :
£y 172 2- on suppose que les notes sont distribuées suivant
ung loi normale . '
ou k et k, sont les nombres de degrés de liberté . On teste au seuil de signification ¢f :
ZZ
Le rapport "{1 vaut : H, : o5 =03
nz—1
? H : o) #0,

Bt _(m-1)8] o

1 - 5 > Ona:
Ko -1 o (n,=1}5'3

t P(F<Fd ) =1-2=0,95
e

ST Xa 4"(“1"1)
E%= ;l’; Jf(nz—l) zF“‘l_l."z-l(car of:gg)
g —

La régle de décision est

On accepte
Hy si F<Ffo
5.13.1-Ona: et :
1 16 1 Hl si Fz‘nfl:xwl,nz—l
xa=—3 x;=—(12+11,5+...49)
16 ;5 16 La valeur F]‘;ffo obtenue par lecture de la table de Fisher-
Snedecor auseuil a=0,05 et 2 15 et 10 degrés de liberté est:
= 10,47
7 1 16 - ) F'g,m =2,54
SIA=_ x.—xa4) =5,52
15 izt( ‘ On obtient donc :
et
1 U 1 ; £=1,036<2,54 = F&%
xs=ﬁ§:y,r:ﬁ(6+12+-..+8) 1310
sl On accepte H, . Au seuil de signification de 5% la différence
= 10,27 entre les variances O‘i et cr% n'est pas significative ,
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5.14,1-Ona:
On dresse le tableau ( avec n= Zn,- =32)
;_g‘n"x"_7.0+11.1+8.2+3.-3+2_4+1.5 '
E"' 32
i ’ Tableau 5.11
= 1,53 absences
3.
2 X P(X=k)=p, L np;
P
=i %
an 0 0,2165 7 6,928
i
1 0,3312 11 10,598
__7.02+11.12+8.223.32+2-42+1.52_(1 53)2
- 32 ’ 2 0,2534 8 8,1088
= 1,62 absence 3 0,1292 3 4,1344
3- On sait que si une variable aléatoire X suit une loi de
Poisson . Ona: E(X)=V(X) 4 0,0494 2 1,5808
On peut admettre que la distribution empirique peut-étre 5 0,0151 1 0,4832
ajustée par une loi de Poisson de paramétre 4 =1,33.

4-Pour A =1,53 ona: Les effectifs np; doivent étre supérieurs & 5. On regroupe les

derniéres classes . ' '

s (1, 53) .

P(X=k)=e P
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On dresse un autre tableau :

Tableau 5.12

b i
TESTS STATISTIOUES W

L.e nombre & de degrés de liberté est : k=4 11 :"[50(&
est le nombre de classes statistiques et on a estimé un seul
parameétre 1)

7 Snx
X; n; np; n; —np; 2 M T =32 e -—‘317*—;1 arametire estimé
i i D; i Pl (”@‘"P;‘) np; ‘ 7, = ™ =x=4 P ¢ estme
Pour 2= 0.05 et & = 2, la lecture de la table du y? donne :
7:(0,05)= 5,991
0 7 6,928 | 0,072 | 0,0052 | 0,00075 On obtient
z _ — 2
1 11 |10,5984| 0,4016 | 0,1613 [ 0,01521 | xE=00BT6<S5991=2(005)
. On accepte I'hypothése d'ajustement par une loi de Poisson.,
2 8 8,1088 | -0,1088 | 0,0118 | 0,00145 515
3,4,5 6 6,1984 | -0,1984 | 0,0394 | 0,00635 I-Ona:
- Z” 80+15.1+ 242+ 23.3+.,42.7
, TS T 100 =293
Total| 32 ; 0,02376 "
' 2
- ot 57 Z,:”fx" P 40°+151° +24.2% ...+ 27 296"
: X h 100 ’
La val 2 caleulé : '
valeur du - calculee est 5 = 2,59

' 2
=3 =) o 036

2- On choisit p la proportion de piéces détachées
{ . hy ’_‘

défectueuses p=30=0,0983. Si l'on doit utiliser

P( 2% < xf(a)) =]l-a=0,95 directement latable delaloi binomiale, on utilise Ja let’ '

La régle de décision est : ,
On accepte {'"hypothése d'ajustement si: -

2 2
Xe < xi (o)
Sinon on la rejette
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B(30;0,10) . Il reste évident qu'on peut utiliser la loi
B(30;0,0983) et utiliser une machine programmable .
On a:
P(X =k)=Ck(0,10)(0,90Y° " = p,
Tableau 5.13
xX; 7 P ap; | B TR (ny —np; z(n;;npi)z
np;
0 4 0,0424 | 4,24 | -0,24 | 0,0576 0,0136
1 15 | 0,1413 | 14,13| 0,87 | 0,7569 | 0,0536
2 24 0,2277 ] 22,77 | 1,23 1,5129 0,0664
3 23 0,2361 | 2361] -0,61 | 0,3721 0,0158
4 17 0,1771 1 17,71 -0,71 | 0,5041 0,0284
5 9 0,1023 | 10;23| -1,23 | 1,5129 0,1479
& o 0,0474 1 4,74 1,26 1,5876 0,3349
7 2 | 00180 1,80 | 02 0,04 0,0222 -
Total | 100

Les effectifs calculés np; doivent étre supéricurs a 5 . On

regroupe les classes .

-
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Tableau 5.14

2
n — np;

x; LA np; (";‘ ——npl-}z(_i_p':“)ﬁ

np;

o1 19 18,37 | 0,3960 t 00,0216
2 24 22,77 1,5129 | 0,0664
3 23 23,61 0,3721 0,0158
4 17 17,71 0,5041 0,0284
S 9 10,23 1,5129 0,1479
6;7 8 6,54 2,1316 | 0,3259
Total 100 o o 0,606

La vaieur du j{é calculée est:

5 (n—np,)’
Xe=3 ~——1=0,606
i

np,

Le nombre k de degrés de liberté tient compte des deux
relations qui déterminent la lol binomiale ;

d.m =100 et

2 X

i

o

=2,95
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( en supposant que dans tous les calculs on a utilisé p = §,0983

et non 0,1)
Le nombre de degrés de liberté estdonc k= 6-2=4

Cna:

% =0,606 < ¥3(0,05)="9, 488
On accepte 'hypothése d'ajustement par une loi binomiale .
5.16. 1- La forme de l'histogramme des fréquences permet

d'affirmer qu'on peut proposer un ajustément par uné loi
normale

Tableau 5.15.

Notes Centre de
x classe n; fj
X
2sx<d 3 2 0,029
4<x<6 5 5 0,071
6<x <8 7 8 0,114
B<x <10 9 14 0,2
l12<x<14 13 12 0,171
14<x<16 15 ? 0,129
17 L5857
16€x <18 4 0.05
Total — 70 i

t

0,3+

0,21

0,11

0 5 >
2 4 & 8 16 12 14 16 18 *
Fig. 5.6,
Les parameétres de la loi normale sm et o sont estimés pr

X et §.

X = =10,69

s2e ¥ (x-3) =(3,45) =11,%

n- l i
L'ajustement est fait par une loi normale N(10,69 ; 3,45}

: 2- On teste la validité de l'ajustement par une loi
normale de densité de probabilité .

(x-10,69)%
2.(3,45)

1
F =5
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Les probabilités Pla < X <b)= p, sont calculées au moyen de
la table de la loi normale . ,

Tableau 5.16.
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2

Notes Effectif (n,- —hp; )
o m; | Plasdsb)=pl mp; | n—np; np;

2<x<d 2 0,0203 | 1,421 | 0,579 0,2359

4<x<b 5 0,0607 | 4,249 | 0,751 0,1327

6<x<8| 8 0,1337 | 9,359 | -1,359 0,1973

8<x<10 14 0,2001 | 14,007| -0,007 | 0,000003
1W0<x<1 16 0,2273 | 15,911 0,089 0,0004%9
12=x<14 12 | 0,1835 | 12,845| -0,845 0,0556
14 x <16 9 0,1067 7,49 1,531 0,3129
l16<x <18 4 0,0448 3,136 | 0,864 0,238

Les effectifs calculés  np; doivent étre supérieurs 4 5 .

On regroupes les classes ;
Tableau 5.17

NO; “ ﬂi P np; ——( i )2
. ' np;
2<x<06 7 0,081 5,67 0,3119
6<x<8 8 0,1337 9,359 0,1973
8L x <10 14 0,2001 | 14,007 (,000003
[0<x<12 16 0,2273 15,911 3,00049
12<x <14 22 0,1835 12,845 0,0556
14<x <18 13 0,1515 10,605 0,5409
Total 70 1,1062

La valeur du ){% calculée est;

xE=1,1062
Le nombre de degrés de liberté k est :
k=(6~1)-2=3

car on a deux parametres estimés m et o’ par x et §2

Y =170

respectivement et =
A un seuil de signification o =0,05 ona:

¥i(o)=7,81
Ona:
x5 =1,1062 < 7,81 = %2 (o)

On accepte 'hypothése d'ajustement par une loi normale
N(10,69; 3,45 )

3- On vérifie 'ajustement par le test de Kolmogorov.

Tableau 5,18

centre
de classe F. (x) FC:):P(MJ | Fp(x)=FC)
*i
3 0,0286 0,0203 0,0083
5 01 0,081 0,019
7 0,2143 0,2147 0,0004
9 0,4143 0,4148 0,0005

i1 0,6429 0,6421 0,0008
13 0,8143 0,8256 0,0113
15 0,9429 (,9323 0,0106
17 1 _ 09,9771 0,0229
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L'écart-type maximum est !
D, =F,(x)-F(x)|=0,0229
La valeur critique d, correspondante est (pourn = 70 )
d, =0,15975
d, est donnée par la table du test de Kolmogorov - Smirnov
pour &¢=0,05 et n=70.

Onra:
D, = 0,0229 < 0,15975 = dn

On conclut que l'hypothése de normahte ne doit pas étre
rejetée . A

5.17. On forme un tableau d'effectifs. théoriques . Il ¥ a
197

242

cherche donc les 81,4% de 72 :107 et 63 { nombre total de
malades selon la tranche d'ége ] et on compléte le tableau
puisque les sommes marginales restent les mémes . On trouve:

— =381,14% d'hommes ( ou le total des malades ) . On

En 38,62 19;710? 87,1 ;
242 242

Tableau 5.19

Age=A ;
Sexe A<30 130<A<60] A>060 Total
Hommes 58,62 87,1 51,28 - 197 i
Temmes 13,38 19,9 11,72 45

Total 72 107 63 242
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e méme tableau aurait pu étre twouvé en concluant les

45
—ZIE =18,6% de femmes ( ou le nombre totai de malades ) puig
on compléte le tableau de la méme fagon que précédemment

On calcule :

nin 2
. 2]
S
2 _
xC_EE PR
I .,7 (Y

n

2 (58-38,62)° (14-13,38)2+

p +(14~11,72)2
c—

(58,62) 13,38 11,72
=1.099
Le nombre de degrés de liberté est:
(p-1)(g-1)=(2-1)(3-1)=2

ol p est le nombre de lignes du tableau et q le nombre de
colonnes .

La lecture de la table du 3 {a) ob a=0,05 donne :
73 (o) =5,991

On accepte |'hypothése suivant laquelle la répartition des
malades par classes d'dge n'est pas affectée par leur sexe .

3.18.Cn a:

Xi =%(11+8+11)=10
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Ka=—(12+114+14)=12,33

— )|

X3

—(13+11+12) =12

L

}"{4=%(12+10+11)=11

IIx

= =11,33
12

-ef

=

On calcule :

¥ (% -X) =(10-11,33)2 +(12,33-11,33)" +

[

+{12~11,33)% +(11-10,33)* =3,3267

E(Xu'z')z

4

puis

Pour cela on fait varieridel a4,

X(x,-% | =(11-10 +(8-10)* +(11-10)* =6

J

3 (X, - %) =(12-12,337 +(11-12,33)* + (14 ~12,33)°

J

= 4,6667

Z(ng —f3)2 =(13-12)" +(11-12)* +(12-12)* = 2

1

E(X“J'_X"‘)

J

f (121 (1011 +(11-111 =2

d'ol

T (X-%:) =6+4,6667+2+2 14,6667
i

On forme le tableau ( avec @ =0,05}

Tableay 5.20.

Source de | Somme | Degrésde| Carré Rapport
variation des liberté moyen F
carrés
9,98
Expliquée 9,08 k-1=3 k-1
3,33
14; ?_ F3;B:1’8:
Résiduelle 14,67 n-k=8 n—k
1,83
Totale 24,66 a-1=11
Le test est:

Hy : m=my=m=m
H, : Les moyennes m;, m,, m, el my ne
pas égales .
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La valeur tabulée FzE 8) = 4,07 est supérieure a la valeur f

calculée { f=F;5=1,82 ). On accepte I'hypothése Hj .

peut considérer les quatre échantillons comme provenant de

Ia méme populauon ( puisque les populations suivent une lcn
norma.le et ont méme variance ) .

CHAPITRE &

REGRESSION SIMPLE - REGRESSION MULTIPLE

Ww&d&bﬁi

Soient deux variables X et Y . On recherche une
fonction f telle que f(X) soit aussi proche que possible de Y
en moyenne quadratique . Le cas le plus utilis¢ est le modéle
linéaire ;

Y=f(X)=cX+8+¢

ot £ est la variable résiduelle représentant l'écart entre la
valeur ajustée et la valeur observée . On estime les ceefficients
e et 3 de telle sorte & remplacer la série d'observations

(x,»a y;) i=1,...,n par une équation du type :
Y=aX+b
En admertant que le modéle Y = aX +b+£ est vrai, on estime

les ccefficients @ et § de ce modéle . Pour chaque

abservation (x,-.y,-) ., la valeur calculée y: =ax;+b par le

modéle estimé ne coincide pas en général avec la valeur
y; = ox; + ff+ £ observée . -

2- Méthode des moindres carrés
Soient deux variables X et Y lies par une certaine relation .
Les points (.9 )h{x. ) (200) ol

x, ety (i=1,2,...,n) sont les valeurs prises par X etY
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respectivement et n la taille de l"échantillon , représentés

dans R? forment un nuage de points { diagramme de
dispersion ) . La représentation graphique se fait par une
courbe continue ( dite courbe d'ajustement } approchant le
nuage de points . Entre les deux variables X { variable

explicative ) et Y ( variable expliquée } la relation y= f(x)
peut étre linéaire ou non linéaire .

a) Droite de régression .
Parmi toutes les droites d'équation ¥ = aX +b qui approchent
le nuage de points, celle qui vérifient la propriété :

Z()’f—“xi_b

=l

) minimale

donne le meiflleur ajustement au sens des moindres carrés .
Les constantes a et b sont données par la résolution du
systeme :

On obtient :

et
n n 5 on n
b_ =1 i=| i=1 =t
- n n 2
"[E%?]—(ZX.J
i=l i=]
v
* D
- M y=ax+d
¥i
Lot A
"
¥; =i b .
-+ o A’
¥
~1 M,
— = -
0 X, Xy X, X, X
Fig. 6.1

ol

Y=aX+b

_ Cov(X.Y)
V{X)

La droite de régression (1)) de Y en X a pour €quation :
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et
b=y—-aX

La droite de régression (D' de XenYa pour équation :

‘ X=d ¥+b
ol
. Cov(X,Y)
v(r)
et
b=X-a'7Y

Les droites {D} et (D") passent toutes les deux par le point
(X.¥) |
bl Aj bali

La parabole d'ajustement du nuage de points
(xl,yl),(xz,yg },...,(xn,y,,) a pour équation :

Y=aX*+bX +c

ol les constantes a, b et ¢ sont données par la résolution du
systéme ;

. i a
Cn+b2x,- +azx,~2 = iyi
=] i=1 i=1
n H n o
LS s epfadeada =5
i=1 i=l i=

Cixf +bix? +aixf = ix,-:y,«
i=1 i=1 i=| i=1

.

< Autres ajustemnents .
On utilise souvent des ajustements autres que linéaire . On
peut citer :

* Y=gy+aX+aX . . +a,X"
Fonction du nl€ME deprés . Les ceefficients ag.q;,....q, sont

obtenus par la résolution du systéme de n équations 4 n
inconnues .

raU+a12x,-+a22x,-2+...+a,,2x,’-' =Yy
aOij-&-alExf +azzxf+...+an2xf'“ = E«’ﬁ'}’,’

%2%" +a12E'*‘+asz?”+---+aan?” =247

* V=ab*
Fonction exponentielle . Ce modéle se linéarise en posant :
Z=logY
On obtient -
Z=loga+bX
1
wn Y=
aX+b
Hyperbole : Ce modéle se lin¢arise en posant !
1
Z=—
Y
On obtient
Z=aX+b
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* ¥V=uax’
Fonction puissance . Ce modéle se linéarise en posant :

Z=logY et T=logX

On obtient
Z=loga+bT

- ff

Dans toute la sujte , il n'est question gue de liaison

fonctionnelle linéaire .
La régression de Y en X donne 1'équation :

Y=aX+b

Le ceefficient de corrélation r est défini par: .

_SXY_

2 (5= x)(3=v)

1

r=r

Y58, [E(xi—;)iz(

Clest la mesure de dépendance entre les variables X et Y.

Remarques: Ona:

A -lgr<l

b} r=1 ou r=-1 si tous les points observés se

trouvait sur une méme droite .

<)
trouvent prés d'une méme-droite .

d) r=0 dans le cas ol il y a indépendance entre X et Y .

la réciproque est fausse

Yi—¥

FI

r=1 ou r=—1 si tous les points observés se

2

REGRESSION SIMPLE - REGRESSION MULTIPLE lﬁ 1

Syy = Cov(X,Y) est dite covariance de X et Y

Sy et 8, sont les écarts-type de X et Y respectivement .,

Y v X
R
+
f
~
11:4':“ ~t 4
N R '3
T e Yy Ty " >
NGRS % 0 X
" dwf‘!q\’ ¥ X
ot
Fig. 6.2 Fig. 6.3 "
Ty oy
Y‘ + b4 o
v .
o
N,
¥ '/
¥ : y 7
4y
o + f ]
4
J.% b —
\"'. x x
0 ~ Do “| . i
IR T3 )
iai fi e
Fig. 6.4
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Pour le calcul de Tyy OR utilisé la formule :

 aSa(Ea)E)
o \/[nzx?—(zx,.)l][nzﬁ_(Eyi)z]

L'équation de la droite d'ajustement , au sens des moindres
carrés ,deYen X, Y=aX+b s'écrit:

Pour les données d'un tableau d'effectifs 4 double entrée on
utilise la formule :

i—%ny(xi—g)(y_f“;)
’ J[%ii(-zﬂ[ j;n.,-(yj—i)z}

ceefficients de la droite de régression

Soit le modéle linéaire 4 une équation :

2| —

Y=ax+f+¢
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ou Y est la variable expliquée , x la variable explicative ot £
la variable résiduelle représentant I'4cart entre la valeur
ajustée et la valeur observée ,

Les ceefficients a et b estimateurs de & et R sont obtenus par
Ia méthode des moindres carrés . La précision de l'ajustement
est définie par la somme des carrés ;

Z(J’i_axs‘b)z =§s?

Le modéle calculé est :
y=ax+b:

Le modéle théorique initial est :
y=0x+f8+e¢

On suppose :

a) X etY observées sans erreur : X, et & ne sont pas
COrrélés .

b) E(E,-)=O N V

3
c) E(Efé‘j)“—-() , SLE#E]
d} g; suitune loi normale N(0, &)

e) V(g) =E((€‘- _E(%))z) = E(sf): V(e)
indépendante de { '

g E(e,/X)=0: V(g/X)=0? i=1,.,n
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Ona:
Ela)=a
E(b)=p
IL'estimateur a est une variable aléatoire normale . La
a-E(a)

variable aléatoire suit une loi normale N (0,1) avec

o{a)

o (a)=V(a).
On construit un intervalle de confiance pour le ceefficient &
si o(a) était connu . On estime o{a) par S{a).

S

B

1 n
§% = Y &
n—zi 1

S{a)=

| e

a—E(a)
S{a)

liberté ; il en est de méme pour

Le rapport suit une loi de Student & n-2 degrés de

b-E(b)
“MS—_(ET ou S(b) est

estimateur de a(b) .

| —
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On construit{ un intervalle bilatéral symétrique au seuil de
signification ¢ :

p| —u < —« i \—l—a
%;n—2 S(a) En-—2)
et
b—f
— — < =1-a
P Zin=2 S(b) u%;nfz

La valeur u, eést lue dans la table de ia loi de Student 4 n-

Hi
2
2 degrés de liberté .

- 1 n

a) Premiére méthode : Pour une distribution normale

de X et une distribution normale de Y on teste 'hypothése p=0
{ p ceeftficient de corrélation entre les variables X et Y )

caractérisant 'indépendance totale comme suit ;
P est estimé par r et 'hypothése 0 =0 sera rejetée lorsque :

Ivn-22u,

-
v1—r? 772

La valeur u, est lue dans la table de la loi de Student .
—n—2

2

HEN
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b} Deuxiéme méthode : $'il existe pas de liaison

fonctionnelle entre X et Y , la variable aléatoire Z = Argithr

I
— | .Ona:
Vn—S]

suit une loi normale N( 0,

pllZl<u, |=1-a
2

L'hypothese de l'existence d'une liaison fonctionnelle entre X
et Y est accepté si :

lZIEua

2

Les valeurs u', sontlues dans la table de la loi normale N{0,1)

2

u, =ty Vn=3

&
22

car Z~/h—3 suit une loi normale N(0,1)

1I- [ - R
LTIPLE :
Soient p+1 variables Y,X,,Xz,...,Xp ot 'Y est la

variable a expliquer et les X, {i=1,...,p) , variables

explicatives , sont linéairement indépendantes . La liaison est
décrite sous la forme : :

Y=fg+oX +o,X+. .+, X, +€

On estime les paramétres de 1'équation par la méthode des
moindres carrés pour obtenir une équation du type :

Y=b+o X+, X, +...+ta, X,

2- EBguaton de régression. La corrélation multiple est la
corrélation qui existe entre au moins trois variables . Le
medele linéaire & trois variables s'exprime sous la forme :

Y=o,X,+0,X, +b

OuY,X, et X, sont les variables considérées et a,a, et b

sont des constantes .
Cette équation est dite éguation de la régression linéaire de Y

en X; et X,.

On note Par X1, Xay,.... X|;»... les valeurs prises par x| et par
X315 X33s-ees Xgpse. 108 valeurs prises par x, . Les valeurs
prises par Y sont notées ¥, Yaseees Yypaees

On estime les ccefficients a;,a, et b par la méthode des
meindres carrés en cherchant le minimum de la quantité :

]

H(a:,az,b) = Z({’x"alxn"az-"zf ‘b)z

i=l
ol n est le nombre d'observations .
Le minimum de H{a,,4,, b) est atteint pour :

dt(a,.a;,b) _0
3&1,

BH(al,alz,b) -0
da,

oH(a,,a;.b)

=0
ob :
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I en résulte les trois équations suivantes ;

M n n
nb+aa§‘,xlf +422x2,- = Z}’i
i=1 i=1 i=1

n n n i}
2 _
) bZ Xty Z X ta Z XXy = 2 XY
i=l =l i=1 i=

L3 " n n
2 .
bez; +a12xuxzs+az§lxz; = sze}.’;
=1 =1 i=1 1=1

r

L

La résalution de ce sysiéme donne ;

_ Cov(X,,X,)Cov(X,,Y)-Cov(X,.Y)V(X,)
NP AR EN

_ Cov(X,,X,)Cov(X,,¥)~ Cov{X,, Y)V(X,)
M Covi (X, X, )- V(X )V(X;)

b=y—-ax1—a;xz2

2- Coefficient de corrélations multiple et partielle

Le ceefficient de corrélation linéaire multiple est défini par :

2 2
S \Kryxl -I--ry,t2 ‘2ryx1-"y12rx112
12 =

Z
.1—rx].t:
ol ru . Fy, et 7., sont les ccefficient de correlation

linéaire des variables Y et X, Yet X, et X, et X,

respectivement . Le ccefficient de corrélation partielle entre

Yet X) noté r,, . estdéfini par:
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Pyx) ~ Fyxg Ty

Tyxg,ug = \/(1 _ r.sxz )(1 _ rim )

Le ceefficient de corrélation partielle entre Y et X, noté

2
ry-xﬁ,.\:l

est défini par :

ryxz - J"yx 1 r—*’lxz

f‘yn.xz = \j(l - rf’_xl )(1 - r.%zil )

Le ceefficient de corrélation partielle entre X, et X, noté
est défini par : )

rxl x,¥

Pz = Dy sy

Poy vz = \K] _ri' )(1—’”5;2 )

Les relations entre les ceefficients de corrélation multiple et
partielle sont données par :

1—",2;x1x2 :(1"ﬁx| )(l_rﬁxz-"l)
1—3"32,1;1,52 = (1"";2 )(l_rixl-n)

l_riuxz = (1—!‘3”2 )(l_rfl Iﬁ'y)

3. Intervalles de confiance le modéle de régression
multiple décrit une liaison de la forme : o

Y=gX+. .+t X, + f+e
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ou (i =1,...,k} sont des parameétres fixes , § une constante
et £ un terme aléatoire .

Le modéle 4 trois variables est :
Y=oX +o,X, +f+¢

A un échantillon de taille n correspond un systéme de n
équations :

Yo = O Xy, + 0 Xy, + f+ g,
On suppose :

a) Les variables Y, X, X, sont observées sans erreur .
b) E(g;)=0 , ¥,=L...,n

o) V(&)

i

,z'i,’(&‘-z):cr2 , ¥.=1,....n

i

d) Cov(si,sj‘)=0 V.=j; Lj=1,..n

e) E(g;/X})=0 ; V(g/X)=0c® ; V,=1,...n
f} &; suit une loi normale N(0, &)

On note par b,a;,a; les estimateurs de f,a; et @, . Ces

estimateurs sont choisis par la méthode des moindres carrés .
On a:

E(b)=f; E(a)=0a, et E(a)=a,

Comme pour le modéle de régression simple , les variables :

= Slt;l) lS(;z)z

suivent une loi de Student 3 n-2-1 degrés de liberté et

;{—uu 3<Tk<ua‘ ]:1—0:  k=1,2

—t— —in-
2

2

ou i, ; est donné par la table de la loi de Student .
~ —n— .

2
Les valeurs § (al) et § (az) des estimateurs se calculent par

les formules :

SZ
Sla)= o
Z{xti—xl) (1 rflxz)
i=1
et
32
S(az) - - .3’-1142"'2
Y (m=m) (1-7%,)
i=1
Avec
. —\2
F
2 =f§f(y ) 1_rfw"'rizy_zrmzrxwrx:y
R n—3 l—r,z,] %

B8 Y |
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(3.-7) EXERCICES
= &= 3 '(1_r§KIXI)
i 6.1 Montrer que le ceefficient de corrélation linéaire r est tel
5 que:—-1£r=l '
3 variance résiduelle estimée .

Vy.xian
6.2 Soit un nuage de points :

M{-(xs-,yi) S

Montrer que la dreite d'ajustement de Y en X au sens des
moindres carrés s'écrit

. Y=aX+5b
olt
_Cov(X,Y)
V(X)
et
b=Y—-aX

6.3 Trouver les ccefficient a et b de la droite d'ajustement
Y=aX+bk au sens des moindres carrés pour un nuage de
points (xi-,yi) : chaque point ayant pour nombre
d'cbservations n;; ; Lj=1,...k.

6.4 Soit un échantillon aléatoire de taille n . Montrer que la
variable aléatoire

a—-E(a)=a—a
S{a}  S(a)

suit une loi de Student 4 n-2 degrés de liberté .
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6.5 Montrer que :

suit une loi de Student a n-2 degrés de liberté si les variables
aléatoires X et Y sont distribuées normalement et
indépendantes . r est le ceefficient de corrélation linéaire .

6.6 Soit la série des 12 mesures suivantes ;

Tableau 6.1

Yill5]25] 2 2| 3| 4] 435|145 4| 5|55

1- Trouver l'équation (D) d’ajustement , de Y en X , an
sens des moindres carrés.

2- Trouver 1'équat_ion (D') d'ajustement . de X en Y, au
sens des moindres carrés .

3- Calculer le ceefficlent de corrélation linéaire entre X
etY.

4- Trouver un intervalle de confiance bilatéral
symétrique pour les ceefficients a et b ({ de 1a droite (D} ) & un
seuil de signification «=10,05.

6.7 Le tableau suivant donne pour 100 érudiants les notes de
mathématiques (X} et de physique (Y}
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Tableau 6.2
X
Y 45X<6 | 65X<8 | 83X<10 | 10sX<12| 12¢x<14| 143X<16] Total
4y <h Z 1 3
6<¥<8 4 7 1 12
g<¥ <10 9 9 1 1 20
10gra12l 9. 18 8 10 45
12=¥<14 3 1 7 1 12
14£Y<16 1 1 5 1 8
Total 24 39 11 24 1 1 100

1- Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X
etY

2- Peut-on envisager une liaison linéaire entre Y et X .

3- Indiquer l'équatlon de la droite d'ajustement linéaire
deYenX.

4- Tester I'hypothése d'indépendance des deux
variables aléatoires X et Y en utilisant le test du
coefficient de corrélation a un seuil de signification
ax=0,05 . On supposera que les notes de
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mathématiques cu de physique sont normalement
distribuées .

6.8 Déterminer un ajustement exponentiel , au sens des
moeindres carrés , de la série suivante :

Tableau 6.3
X 52 60 71 90 115 200
¥ 60 50 35 30 20 10

6.9 Un mélange d'huile et de solvant { furfural) est préparé a
divers taux { en pourcentage valumique ) pour déterminer sa
température critique de dissclution . On obtient les résultats
sulvants :

Tableau 6.4
Taux de ‘
solvant 10 20| 30| 40| 50| 60| 70| 80| 90
¥volumigue
Température
critigue de| 651 1004 125] 1401 147( 1427 133{ 115| 55
dissoluton

1- Représenter le nuage de points .

2- Trouver l'équation de la parabole d'ajustement an
sens des moindres carrés . .

3- Déterminer les wvaleurs de tendance pour les
différents tanx et comparer avec les valeurs réelles ,
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4- Estimer la température critique de dissolution si on
utilise un taux de solvant égal 4 63% .

€.10 On mesure l'indice de viscosité en fonction de la
empérature lors de l'extraction de certains composés dans
1'huile moteur . On obtient le tableau : ‘

Tableau 6.5
Température 80 90 100 110
Indice de| 82 89 96 a7
viscosité

1- Trouver un ajustement , au sens des moindres carrés ,
par une fonction puissance .

2- Estimer l'indice de wviscosité a température 100 et
comparer avec la valeur réelle { 96)

6.11 Soient trois variables Y, X| et X, . Montrer que les
ceefficient a;,a, et b de I'équation d'ajustement , au sens des
moindres carrés , ¥ =@ X, +a, X, +b s'écrivent sous la forme:

_ Cov(X,. X, )Cov(X,,Y) = Cov( X, Y)V(X,)
“e Cov® (X, X, )= V(X )V(X,)

_ Cov(X, X, }Cov{X,,¥) - Cov( X, ¥Y}V(X))
T o (X %) - VXV ()
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b=V-aX -a,X;

6.12 Trouver les ceefficients a4,a,,4y et b de 1'é¢quation
d'ajustement au sens des moindres carrés de Y en X, X, et
X5

Y= al.Xi +a2X2 +agX3 +b

6.13 On mesure les propriétés physico-chimiques des
raffinats obtenues de 'extraction avec l'ajout du condensat au
solvant { furfural ) & température constante . On obtient le
tableau suivant:

Tableau 6.6

Ccndensat /

fulfural l

Poids/poids |
{Y)

Rendement
(%)

(%) 77,8 81 | 835 85

0 0,05 0,10 0,05

Indice de

viscosité
( Xz) 26 97 997 . 100

1- Trouver Il'équation d'ajustement , au sens des
moindres carrés , de Yen X, et X:

Y=611X] +a2X2+b

2- Calculer les coefficients de corrélation multiple .
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SOLUTIONS DES EXERCICES

6.1 On caleule la quantité  E[(X— E(X))-4 (¥ - E(Y))]

E[(X-E(x))-A(v-E(r))] =

E[(x- E()) -22(X - EQONY - E(N)+ 2 (¥~ E(Y))?]
= E[(X - E(X))*|-2AE[(X - E())(Y - E(V))]

+ PE| (Y- E())]

Cette guantité positive est considérée comme un trinOme du
2°degrésen A .
Le discriminant A'<0 s'écrit:

& = E[(x - E(X))(Y - E(D)T -

E[(x- E(X))]|B[(¥- E(y))?] <0

On obtient

Cov(X.,Y) <1

vixyv(r)~
et finalement
I¥] = Cov(X,Y) <1
SXSY
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Ly a égalité , c'est a dire :

r==+1 j(COV(X, Y)=SXSy)
si

X-E(X) et Y-E(Y)
sont propartionnelles soit :

X-E(X) =k[Y-E(Y)]

6.2 On veut minimiser

n

H(a,b)= 2 (5 -ax-b)

i=l

2

Ce minimum est atteint si les dérivées partielles de H{a,b)
par rapporta @ et a b sont nulles .

oH(a.b) _ 9% (v—axp) _
da da

—ZZ(y;—a,i;—b)xf =0
Zx,-yi —azxf —bz x =0

dH{a,b) d (¥ —ax,—b)
T ob

‘22()’5"”@_5’):0

2)};—021(;—}1!):0

et
2

=0
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On obtient le systeme de deux €équations 4 deux inconnues :

nb+ad x =3y,
b2x1'+a2xi'2 = le'yi

La premiére équation du systéme donne :

a 2";‘ _ 2)’;’
n n

C'est A dire ; B
b+tax=yeob=y—ax

la deuxiéme ¢quation s'"écrit :

le&ﬁ

n

Z*l&@

el

bx+a

ou

(y ax)x+a

Iy e 2\ ly, 5
(1327 )<L a5

Sachant que :

et
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On déduit :

aV(X)=Cov(X,Y)
La fonction :

H(a.b)= Y3 —ax,-b)’

est minimale pour :

_Lov(X¥) L payoaR
V{X)

Eneffet:  V(a,b)eR?

H(a,b) 2H[—-—~—~—— y

6.3 La droite cherchée est telle que :

H(a.b)=Y,(y;—ax,—b)n; minimale

i

On doit avoir :

JdH(a,b)
EP
dH(a,b)
© ob =0

ou bien:
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bZnUﬁ-aanxj =anyj
i , =
bznu :+a2"u A Z"!_ﬂ XY

Sachant que :

£=32x 5 y= Z*—y,

M. -
V(X);—:fof——xz ; Cov(X.,Y)= 2"—" -xy

i

en divisant par n ( nombre total d'observations } les deux
équations du systéme , on obtient :

b+ax=y
naxl 1
™ (Tha
bx+a2——-—2rzijxiyj
Y

La premiére équation denne b= ;— ax
La deuxiéme eéquation s'écrit :
(y ar)x+ zn,JxJ = Zx!yj-
nog

B
ou

| -
R

Ou encore

aV{X)=Cov(X.,Y)
d'olt e résultat:

_ Cov{X,Y)
T V(X)

b=y—ax

6.4 On sait que suit-une loi normale N(Q,1) . Mais

og(a)
comme I'écart-type o(a) est inconnu , on 'estime 4 partir de
la variable aléatoire : '

2
On a . La variable z e suit une loi du ;{,f_z ( Khi-carré a

n-2 degrés de hberte ) c'est A dire ;

n—2

0_2

§% suit une loi du ;{f_g

Mais :

2, e —y2
n-232=(n—2)5 fg‘(xi—x) (n- 2)Sz(a)

o /3 (x-5) o’ (a)
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D'autre part la variable aléatoire T =

Student a k degrés de liberté si X suit une loi normale N(0,1) et

Y suit une lei du xf .
On conclut que 1a variable aléatoire

(a—a)/ o(a)
\/(n—Z)Sl(a)i o*(a)

suit une loi de Student a n-2 degrés de liberté ,

_ a—&
S(a)

6.5Cna;
2 (-3 =T (s-y+y-3)
=2 0=+ Zr-3) 12X (0i-3)(>-5)

Par définition de la dreite d'ajustement v=ax+4 ,0ona:

Y (5-7)=0
S (-3 =S -y + 2 (y-3)

En remplacant y et ; par leur valeur en fonction de
x; el x on peut écrire ;

Z(y,; —})2 =z(ax‘-+b—a§—b)z = azz(ici- ;)2

dol

X\@ suit une loi de j
'\f? h

Sachant que

Y (3-3) (5 -%)

a=

et

Z(xf‘E)Z |
2 [E()’f*

i

Y (x-

On obtient :

pRE] ‘E)(x:'

)22(%‘;)2

Z(:v-i)E:[

On peut écrire donc :

E("i*;)z

_.;)] — rzz(yi _;)2

(-3 =S -+ (5 =3)
S(y=5"=(1-)X (3 —>)

ou

La variable aléatoire

X (n-y)

n—1

suit une lgi du ;{,%_1

La variable aléatoire

DIEE) IS YO

1.

suit une lgi du xf
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La variable aléatoire

D s )

n—2 n—2
suit une loi du xf_z

On conclut que le rapport

X (y-5)
—
S (i-y)

n—2

( si les variables X et Y suivent des lois normales et sont
indépendantes ) suit une lei de Snedecor a
k=1 et ky =n—2 degrés de liberté: F,, ,.

Mais ce rapport vaut :

¥ (y-3)

1 _r(n-2)
Z()’f’y)z 1-7*
n->2

Donc la variable aléatoire

r*(n-2)

1—#°

suit une loi de Snedecor F|,_, ; mais comme

Fl.n—Z = (tn—Z )2
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ou t, suit une loi de Student a k degrés de liberté , on déduit

que !
.

n—>2

i= >
1-r
suit une loi de Student A n-2 degrés de liberté

1,

6.6 1- L'éguation de la droite (D) s'écrit : y=aX+b. Les
ceefficients a et b sont donnés par Ia résolution du systéme :

bata) x;=3.
2
bei +a2xi = Zx,-yi
Pour la commodité des calculs , on dresse le tableau :

Tableau 6.7

X Yi x} X Vi y.2

1 1,5 1 1,5 2,25

2 2,5 4 5 6,25

3 2 9 4] 4

4 2 16 8 4

5 3 25 15 9

6 4 ' 36 24 16

7 4 49 28 16

8 3,5 o 28 12,25

9 4,5 81 40,5 20,25

10 4 100 40} 16

11 5 121 55 25

12 5.5 144 66 3025 |
25 =T8[ Y y=411 le_zz > xy= Z)’i2=

' 650 317 161,25
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Le systéme devient :

12b+78a=41,5
78b+650a =317

d'oli l'estimation aetb:

2= 12.37~78.41,5 ~0.33
12.650-78.78
b= 41,5.650-78.317 ~1.31

12,650-78.78

et I'équation de la droite (D) s'écrit :

y=0,33x+1,31

2- L'équation de la droite (D") s'écrit :
X=aY+b

Les ccefficient a et b sont donnés par la résolution du
svstéme : -

bn+a Yy, = 3, %
blzyi+a]2,y:'2 =35

On estime a, et b par:

=n2xfyf-2xf-2y;
”2 yiz_(zyi)z

2]

b = zxizy'iz_zyizxi}’i
n (X )

d'on1

_ 12.37-78.41,5
12.161,25-(41,5)"

a

3

78.161,25-41,5.317
= 5 =3,72

Léquation de la droite (D') s'écrit donc :

x=2,67y-2,72

3- Le ceefficient de corrélation linéaire Yy €St:

- aniys—(Zxa-)(Eys)
W Z (S yn T (T o)

rxy

d'ol
B 12.317-78.41,5
12,650 787 4/12.161,25 - (41,5)}

ny

4- On cherche d'abord :

=0,938
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Tableau 6.8

% y=ax+b | g =(y-y)
” 1,5 1,64 0,0196
2,5 - 1,97 0,2809

2 2,3 0,09

2 2,63 0,3969
3 2,96 0,0016
4 3,29 0,5041
4 3,62 0,1444
3,5 3,95 0,2025
4,5 4,28 0,0484
4 ' 4,61 0,3721
5 4,94 0,0036
5,5 5,27 0,0529
Total | o 2,117

On a:

1

S=—2,117=0,2117
10

et
i

i=1

On détermine ensuite S{a) et S{b)

(x,-x) =Ex,—2—%(2xi}2 #650—%(78)2 =143
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2117
Slate ot 0,2

e

= 0,0177

1
L, 8asp

20,2117 - 4 ~ =0,1303
12 143

On désire un intervalle de confiance bilatéral symétrique au
seuil @ = 0,05. On doit avoir done ;

#

< ou =1-2 20975
2

—H-2
2

ol u,est donné par la lecture de la table de la loi de Student:
{nombre de degrés de liberté k=2-2 = 10) : », =2,228.

On construit les intervalles de confiance an seuil de
confiance 0,93 poura et b :

0,33-2,228.0,0177< a <0,33+2,228 0,0177
' 0,29« g <0,37

1,31-2,228.0,1303< 5 <1,31+2,228.0,1303
1,02<b < 1,6
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6.7 Etant dans un cas de données groupées , on considére que Ona:
les différentes valeurs de X et de Y coincident avec les centres
de classe. 1 — -
On obtient le tableau : Cov(X,Y)= ;Z”fj(xa _x)(yj _)’)
ij
Tableau 6.9 1 1 . 1 A
= ;E”«'f"%‘ T 2, ;Eﬂm
ij i i
. Xl 5 7 9 11 13 15 i
1 i
G 5 1 3 = ! gs30——L 784 1050
7 4 7 1 12 100 100 100
9 9 9 1 1 20
11 9 18 8 10 45 =298
13 3 1 7 1 - 12
15 1 1 S 1 3 1 v 1 , =2
n; |24 | 39 11 | 24 1 1100 V(X)= ;Zm.(x; - x) =;Z";.I.- -
non | 120 | 273 99 264 13 15 784 i :
w2 | 600 | 1911 891 | 2304 | 169 | 225 | 6700 1 )
2wl 1900 | 2709 | 1125 | 3212) 169 | 225 | 8530 ZEGTOO_U’M) )
i
=553
x| my | ow 1 -2 1 , 2
- RO R V(r)=—3n;(y-y) == Znyi->
i n< ns
Y i J
- ” 22 - L 11556 (10,5
7 84 588 560 =100 —(10,5)
9 180 1620 1152
11 495 5445 | 3883 . = 5,31
13 156 2028 1560 drou:
15 120 1800 1290 5 08
n, Foom—— = (),55
J 1050 11536 8530 xy \/mm
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2- 1 n'y a pas de raison de penser qu'il v a une relation
linéaire entre X et Y (r=0,55}

3- 1l existe toujours une droite , ajustée par la méthode
des moindres carrés , d'équation y=aX+b . avec:

b=Fax et amCOED)
V(X) -
On obtient alors :
a=§’§§=0,54 ; b=10,5-0,54.7,84=6,27

L’équation de la droite cherchée est :
v=054x+6,27

4- On utilise deux méthodes .
alOna:

r 0,55
t= Nn—12 = ’ V100-2 =6,52
:,]1—0,552 \

1—r®

Pour & =0,05 , la valeur t,  lue dans la table de la loi de

=2
2
Student est i, =0,1966.
, E;Vi—z
et ltl =6,52>0,1966= e R
&

P

L'hypothése p =0 ( caractérisant l'indépendance totale) est
rejeteée

b) La variable aléatoire Z = Argth r suit une loi

normale N(O,ﬁ) .0na

p(|Z100-3| <1y ) = 1@ =0,95

On obtient par lecture de la table de la loi normale N(0,1}),
H,=1,96 . Comme Z = Argthr =0,62 ( pour r = 0,55) , on

déduit 0,62.4/100-3 =6,11>1,96.
On conclut que 'existence d'une Haison fonctionnelle entre X
et Y est une hypothése acceptée

6.8 La fonction d'ajustement est de la forme : ¥ = BA* qu'on
peut écrire aussi: Log¥ = LogB+ xLogA . En posant :

Log¥=V ;, LogA=a et LogB=0b,onobtent:

V=uax—+b
On forme le tableau :
Tableau 6.10

X v; = Logy, E;Z X1V
52 1,778 2704 92 464
60 1,699 3600 101,938
71 1,544 5041 109,629
90 1,477 8100 132,941
115 1,301 © 13225 149,618
200 1 40000 200
Exj=588 Zv!: Ex,-zz Exjv,'=
8,799 72670 786,59
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Les ceefficients a et b sont donnés par la résolution du
systéme :

bntay, x =3 v
{bzxi+a2x‘? =3 x5V
qui s'écrit :
{6b+588a =8,799
3886 +72670a = 786,59

d'oli les estimations aet b ;

o 6.786.59-588.8,799
6.72670 - (588)"

==0,005

- 8,799.72670436,529.588 Lo
6.72670 - (588)

Apres avoir déterminé a et b on déduit A et B.

A=10"=0,99 ; B=10"%=0912
L'équation de I'ajustement exponentiel s’écrit alors :
Y=91,2(0,99)"

= 91,2840,[]1):
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L.l |

e —

0

6.9

30 60 70

1- Représentation du nuage de points

90 100 115 150

Fig. 6.5

170

ot
2000 *

10 20 30

40 50 o0 70
Fig. 6.6

C sl AR
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2- On désigne par X le taux de solvant et par Y la La résolution du systéme ¢

température critique de dissolution.

L'équation cherchée est de la forme ¥ = aX” + bx +c¢ ot a,b et
¢ sont les solutions du systéme d'équations !

cn+b2x,- +a2x,-2 = ¥
ey, x; +392xl-2 +a2xf =3 x
czxf +52x,-3 +a2xf = foyi
Pour la commodité¢ des calculs , on choisit la valeur médiane

}(( tagx de solvant & 50%) pour origine des abscisses , c'est 4 dire

9c+60a = 1022
605 =23

60c+T08a = 5169
donne

a=5,339 ' b=0,383 ; c=149,147
L'éguation cherchée s'écrit alors :

Y =-5,339X% + 0,383 X +149,147

ol I'on a pris l'origine X=0 au temps de 50% variant de 10% en

) 109% .
On obtient le tableau :
Tableau (_5.11 * 3-.0n dresse le tableau de comparaison suivant :
X, % x.'z x? x? Y x?)’f Tableau 6.12
) ' Taux de Yi { reel)
'3 16050 16 -04 256 -260 ] 1040 solvant J:,» Tempémture ¥
. G -27 81 -300 900 (Sovolumique) critique de estimé
-2 125 4 -8 16 -250 500 dissolution
-1 140 1 -1 1 -140 140 10 4 6_; 62,191
0 147 . ,
0 0 0 a 0 20 -3 100 99,947
1. 142 1 1 142 142 30' iy 125 127,025
2 133 4 8 16 266 | 532 40 1 140 143’425
3 115 9 27 81 345 | 1035 50 0 147 149’147
4 55 16 64 256 220 880 60 1 142 144’191
~ — T — - 70 Z 133 128,557
2x=| = Zai=| Eal=| =] X | by 80 3 115 102,245
0 1022 | 60 0 708 | -23 | =5169 90 4 55 65,255
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150 3

146 Y

130 4 ” Y

120 ® ¥

110 - / AN

100 - v/ Ny

90 - / N

L0 N

701 wf . \

60 _ [] 2

50 *
1 ] i [ 1 { 1 1 1 b
10 20 30 40 50 60 70 80 90

Fig. 6.7

4- 5 le taux de solvant vaut 65% , il correspond a une
valeur x=1,5 d'oir - :

Y =-5,339(1,5)" +0,383(1,5) +149,147
Y =137,71

€.10 1- On note X la température et par Y lindice de
viscosité. On veur trouver une fonction de la forme : Bx? = Y.

Ona:
In¥F=InB+Alnx
En posant ;

InY=u ; InB=b et lnx=v

On obtient :

w=AV+b

REGRESSION SIMPLE - REGRESSION MULTIPE}

(On forme le tableau :

Tableau 6.13

v:' = ln xj u!- = ]n y‘ VE-Z
4,382 4,407 19,202 19,311
4,5 4,49 20,25 20,205
4,605 4,564 21,206 21,017
4,7 4,575 22,09 21,503
3 =18,187| 3w = 18,036 Y v} =82,748 ¥ v,u;=82,036

Les constantes A et B sont données par la résolution du
systéme :

{bn+A2vi =¥
bz v +AE’v,-2 =ZV-:'”;‘

4b+18,187A=18,036
18,187+ 82,7484 = 82,036

C'est a dire :

On obtient :
_4.82,036-18,187.18, 036 _

=0,55
4.82,748—(18,187)

et
b= 18,036.82,748-82,036.18,187 _

~ =2,02
4.82,748—(18,187)
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L'équation s'écrit alors 4= 0,55v+2,02
La fonction d'ajustement cherchee est: ¥Y=7,54x"%

. 2- A température x=120 , on trouve une estirmation de Y:
¥ =7,54(120)*% =104, 94

Cette valeur ne correspond pas avec celle de Y réelle
expérimentale qui vaut 96 . Ceci montre qu'une relation peut
ne pas étre satisfaite pour une valeur de x n'appartenant pas
a l'intervalle d'étude .

Dans ce cas Tintervalie d’étude est: [ =[80,110]

6.11 En calculant et en annulant les trois dérivées partielles
par rapporta 4, , & a, ctab de:

H
H(ahazrb):Z(yi_al-x]:'_aQIZi_bJE

i=1

ou n est le nombre d'observations , on obtient le systéme de
trois équations :

nb+a32xu +a22x2,- = Ey,-
blef+al lez. “"‘122 XXy = lejyi
bY, Xptay ) XXy +ay 5= 5

En divisant par n la premiére équation du systéme on a
directement :

b=?—dlfl _aziz

Les deux autres équations sont divisées par n et résolues
simultanément :
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2
G—al?ﬁ _02;2);+a1 2 +a, 2 ity _ 2. 0%
i I n
Z x]lx21 +a, lezi = 2 A2i¥;

H o

ou

(zxn_;f] [2 R = 2N S

)
[Exhxh ;1;2]+a (ZI%E __; J Z'ery: I
n
C

-.-.y_rz

a V(X )+ aCov(X,, X, } = Cov(X,,Y)
aCov(X;, X, )+ a,V (X, )= Cov(X,.Y)

d'ol:

Cov{X,, X, )Cov(X,,Y)-Cov(X,,Y)V(X;)
Cov® (X, X, ) - V(X,)V(X,)

CI]2

Cov(X,, X, )Cov(X,,Y)-Cov(X,,Y)V(X;)
Cov* (X1, X, )=V (X, )V(X;)

by =
6.12 On cherche a minimiser la fonction ;

n
H(al,ﬂg,ﬂg, ) 2( T Xy Ay Xy a3x3,-b} ,h

i=1

R+ N
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ol Xy, %y, %y (i =1,...,n) sont les valeurs prises par les
variables x;,X, et x; respectivement ; n étant le nombre
d'observations .

En annulant les dérivées partielles de H(al,az , a3,b) par
rapporta a,,a, , 4y ¢t b:

S, o,
aaj 3b

IH

da, B

day

0, 0

On obtient :

2 YeXi: 4y E xazg - “zz %2 "332 A% = bZ x; =0

3 i — @ X Ry — Gy 2, X3 = 0y 3, Ny — b2 Xy =0
1 3 ooy = 3 Xy — g D Ky — Ay 2%y b D xy =0
Lzyi—allei _azzxzs—%zxs‘x—bﬂ =0

ou bien

‘an+a12x“+azzxzi +a32x3i =Zy£-
be“ +a zxﬁ +a, quxze +a3 Z XyiXy = z X1 Yi
4

bZ X ta 2 XX ﬂzz x%,. +a32 Xai¥a = D, X

HbZ Xyt Z Xy Ty 2 XyiXy + 3D, Xy = Z XY

11 reste a résoudre ce systéme de 4 équations 4 4 inconrnues .

6.13 1- L'équation d'ajustement au sens des moindres carrés
s'écrit: ¥ = X + X, +0 .

Les constantes a;,a; ¢t b sont la solution du systéme
d'équations :
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nb+aq, Zx“ +ay th- = Zy,-

bz X); +a 2 xlzi +a, Z XXy = Z XY

bz Xyt a Z X):%; +a22x§£ = szl-yj

On forme le tableau :
Tableau 6.14

i K| Fai xﬁ x%; XeYe | %X | XX yi-2
0 77,8 96 |usze| 9516 0 0 | 74688

0,05| 81 | 97 § 63611 0409| 4,05 4,85 | 7857 c.002s

0,10 83,6 99 | cosese | 9801 8,36 9,9 | 82764

0,01

0,15| 85 | 100 | 7225 | 10000 | 12,75| 15 | 8500 %0225

38426 252,16 29=,?5 32102.2

3 2_744 268278

PRADIEAIDIES DIEH DI R Rl R D

0,035

Le systéme d'équations devient ;

4b+327,4a,+392a, = 0.3
327,45 +26827,8a, +32102,24, = 25,16
3925 +32102, 2a, +38426a, = 29,75

La solution du systéme est :

a=0,008 ; a,=0,021 ; b=-2,064
L'éguation cherchée s'écrit :

¥=0,008x +0,021x,-2,64

2- Le coefficient de corrélation linéaire multiple est :
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1-r?

: 3
.= Py TPy = 275 Py Py
¥rpxy
A %2

On calcule d'abord les ceefficients de corrélation linéaire Yy, o

Ty, €0 Ty

Ona:

nY, Yk -4(2_)?;)(2-’51;)
\/(szf_—(zb’f)z)(”zxﬁ—(lef)z)

h2]

4.25,16-0,3.327,4

= : =0,986

(4.0,035-(0.3)? )(4-26827.8-(327,4)°)
= "Z’J’st;—(Zy;)(szf)
o = (Enf )2 A - (E o))
_ 4.29,75-0,3.392 0,989

- J(4.0,035-(0,3)? (4. 38426 - (302)°)

- Y Xy —(Z X,-)(th-)
\/(nzxﬁ_-_(z xli)?)(nzxzzi _(Exz,- )2)

rI]_IQ
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_ 4.32102,2-327,4.392 0975
\/(4.26827,8—(327,4)2)(4.38426—(392)2) ’

Par conséquent:

10,9867 +0,9897 ~2.0,986.0,989.0,579
wry 1-0,979°

= 0,9857

2- Les coetficient de corrélation partielle sont :

T
_ v~ Tywg Tapxs
el T =0,5893
(1=ri J(1-70m)
oy =il g 6974
yez x| 1 2 1 2 '
Ty “Teyx
et
Frixg = Py Moy —0.1559

rxlxz,y:\/ﬁ—f‘irl)(l—riz)
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—ii X
m
P(X=x)=
m| 05 1,0 15 2 2,5 3 35 4 4,5 5 5,5
X

1 G,6065 | 03673 | 0223 | 013531 O00B21{ Q0498 | 00302] CO0i83 | Golln [ 00067]  OGH1
1 0,3033 03679 | 03347 | 02707 | 020s2| Q394 ] OMGT | 00732 00500 | DO3FF| DOZ25
2 o0rsa| o389 o0.2510| 027 | 02565 0220} 01850 01465 | Q1125 0842 0.061B
3 o026 | 00613] oa2ss | osacd| ©02138] or2en| 02158 00954 01687 | 01404 0,1033
4 00016 | 00153 | 00471 | owoon2 | 01336 olcs0| 01888 ) G1954] 01898 ) ©1755| o0.1s54
5 ogooz | oo0dr | 00141 | oo3eL| O0GGEE w008 | {aF:2 R 045631 00708 ] 01755 94714
F 00005 | cooas | ooizo] oozre| oosed] owrTif cavdz| cozam | ooaaez] o
7 40001 | 00008 | Q0034 | 000 002164 003851 0,0595 | 00824 00044 01234
& o001 | 00009 SO0ir | 000811 Go169| Q0298 | 00463 | 00653 08840
9 ouonz | o009 | 00027 | geoee| 00132 [ 00232] 0.0383] 00519
16 o000z goous | oooz3| oaoss [ oorda | ooisi| o02es
11 000 1 0060021 appoT| 00019 | 00043 00821 ¢O143
12 oo | ooz | oocoe ] oo | 00034 ¢0068.
13 00000 | 00002 ) 40006 | 00013 o0,0018
14 uooor | 0002 [ o0008] 0,0011
1% 0000t | 00002] 00004
16 000011 0
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TABLES STATISTIQUES 39

Loi de 12 (K.Pearson)
2 .
p(xv Ex): o.pourv=10 ; «=0,01 ona;:
pxh 223,21)=0,01
Table 2 x
y 0,900| 0,500 0,100 0,050 | 0,025| 0,010 | 0,005
Fonction réparti i
- - 1 0,0158 0,455 2,71 3,84 5,02 6,63 7.8
I Ver un X 2 0,211 1,380 4,61 5.99 7,38 9,21 10,60
3 0,584 2,366 6,25 7,81 935 11,34 12,84
2 4 1,064 3,557 7,78 2,19 11,14 13,18 14,86
o S 1,61 4,251 2,24 11,07 12,83 - 15,00 16.75
6 2,20 5.35 10,64 12,59 14,45 16,81 18,55
P (x)=—— j e 2 dt 7 2,83 6,35 1202 | 1407 | 1601 | 1848 | zo.28
;‘21‘1 8 3,49 7.34 13,30 15,51 17,53 20,09 21,96
9 4,17 8,34 14,68 16,92 19,02 21,67 23,59
10 4,87 9,34 15,99 18,31 20,48 23,21 Z5,19
11 5,58 10,34 17,28 19,68 21,92 24,73 26,76
X 0.00 0.01 0,02 0.03 0.04 0,05 0.06 0.07 0.08 0.09 12 6,30 11,34 18,55 21,03 23,34 20,272 28,30
0.0 0.5000 | 05040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.559¢ | 0.5239 | 05270 | 05319 | 0.5359 13 7,04 12,34 19.81 22,36 | 2474 27,69 29,82
a1 05398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 05596 | 05636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.57s3 14 779 1334 2106 2168 | 2612 3914 3132
0.2 05793 | 0.5832 | 0.587: | 05910 | 0.5048 | 05987 | 06026 | 0.0064 | 0.6103 | 0.6141 : ' . ; : . ’
0.3 06178 | 0.6217 | 06235 | 06203 | 08331 | 0656 | caps | 0.6443 | 0.6480 | 06517 15 8.55 14,34 22,31 25,00 27,49 30,58 32,80
c.4 06554 | 0.6591 g ggﬁg 8 ggg; g.{;égﬁ g.%gg 0. 6?7% g.gigg 8.(;:;33 8'?559 16 9,31 15,34 2354 76,30 28,85 12,00 34,27
0.5 0.691% 06950 5 N 0.712 . A ., 4 13
C.6 0.7257 | 07290 | 0.7324 | 0.7357 { 0.7289 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7540 : ; {3'32 i?gj ggg; %gg.?, g?;g gi‘gi 327?}
o7 07580 | 07611 | 07642 | 07673 { 0.7704 | 0.7734 | 07764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852 g , > ’ =3 ' !
0.8 0.7881 | 0.7910 | 0.:7939 | 0.7967 { 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.B133 19 11,65 18,34 27,20 30,14 32,85 36,19 38,58
0.9 0.8159 | 0.8186 | 212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.828% | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389 0 12,44 19,24 28,41 31,41 34,17 37,57 40,00
1.0 08413 | 0.8438 | 0.5461 | 0.8485 | 0.8s08 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8509 | 0.8621 ;
1.1 0.8643 | 0.8665 | c.8686 | 08708 | 0.8720 § 08740 | 0770 | 08790 | 0.8810 | 0.8a30 21 13,24 20,34 29,62 32,67 35,48 38,93 41,40
1.2 0.8349 | 0.8569 | 0.3888 | 0.8907 | 0.8925 ] 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8097 | 0.901s 22 14,04 21,34 30,81 339092 36,78 40,29 42,80
1.3 8.3032 0.9949 | 02066 | 0.9082 1 0.9099 | 0.9115 | 0.9131 | £.9147 | 09162 | 0.9177 23 14,85 22,34 32,01 35,17 38,08 41,64 44,18
1.4 19z | 0.ozo7 f 00222 | 09236 | 09251 | 69265 | 09279 | 09202 | 09306 | 0.0319 )
Us | 03332 | 09345 f 09357 | 09370 [ 00387 | 09394 | 00406 | 09414 | 0.9423 | 0.9a41 4 15,66 23,34 | 3320 | 35,42 3936 | 4298 | 4556 ‘
LG 09452 | 0.9463 | £.9474 | 09484 | 09495 | 00505 | 09515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545 25 16,47 24,34 34,38 37,65 40,65 44,31 46,9% . :
1.7 09554 | 0.9564 | 09573 | 0.9582 § 0.9291 | £.9599 | 0.9608 gaﬁ 16 | 0.9625 | 0.9633 6 17,20 25,34 35,56 38,89 41,92 45,64 48,29
1.8 09641 | 0.9649 | 0.9650 | 0.9664 1 09671 | 09678 | 59680 .9G93 | 0.9699 | 0.9706 27 18,11 26,34 36,74 40,11 43,19 46,96 49,64
1.9 02713 | 0.9719 | 05726 | 0.0732 | 0.9738 | 09744 | 0.9750 | ©.9750 | 09761 | 0.9767 o8 1894 3734 3702 4134 4446 4828 50:99
20 05772 | 09779 | 09783 | 09788 1 0.9793 | 00798 | 0.0803 | 09808 | 00312 | Q.O817 2% 19,77 28,34 39,09 42,56 45,72 49,59 52,34
21 00821 | 09826 | 09830 | 0.9834 | 0.9838 | 09842 | 00846 | 0.9850 | 0.9854 | 0.9857 30 20,60 29,34 40,20 43,77 46,08 50,89 53,67
22 09861 | 0.0864 | co8es | 00871 | 09875 | 00878 | 0.op81 | 0O824 | 0.2887 4 0.9890
23 0.9893 | 0989 | 09898 | 09001 | 0.9904 | 09906 | 09905 | 00911 | 00913 | 0.9916
14 00918 | 09920 | 09022 | 09925 | ©.9927 | 09929 | ng931 | v.ussl | 0.9934 | 0.9936
25 08038 | 0:8940 | 0.9541 | 0.9943 | 0.9945 | 09946 | 05048 | 0.9959 | 0.9851 | 09952
26 09053 | 0.9955 | 09956 | 0.9957 | 0.9959 | 00960 | 0.0961 | G.9962 | 0.9963 | 09904
27 0.9965 | 0.0966 | 0.9967 | 0.996& | ©.9969 | 09970 | 0.0971 | 0.9972 | 0.9973 | 00U
2.8 09974 | 0.9975 | 0.9976 | 0.9977 | 0.9277 | 00978 | 0.0979 | ©.9979 | 0.9980 | D)
L9 0.06081 | 0:59R2 | 0.0082 | 0.9983 | 0.0984 | 0.0924 | 00085 | 0.9925 | 0.9986 | 0uusy




STATISTIQUES

TABILES STATISTIQUES 241

Loi t de Student
v 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005
1 3,087 G314 12,706 30,821 63,057
2 1,886 2920 4,303 6,905 9,925
3 1,038 2,353 3,182 4,541 5,841
4 1,533 2,132 2,776 3,747 3,604
5 1,470 2,018 2,571 3,385 4,032
& 1,440 1,943 2,447 3,142 3,707
7 1418 1,895 2,365 2,398 3,495
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
11 1,363 1,796 2,201 2718 3,106
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,047
16 1,337 1,746 2,12¢ 2,583 4,921
17 1,333 1,740 2,110 2,5672 1,898
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,361
20 1,325 1,725 2,085 2,528 2,845
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831
22 1,371 1,717 2,074 2,508 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797
s 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787
6 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771
8 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750
40 1,303 1,684 2,021 2,473 2,704
60 1,290 1,671 2,000 2,390 2,660
120 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617
oo 1282 1,645 1,960 2,320 2,576

La table donne : p(f,2x)=a

Exemple: Pour ¢ =0,025 et v=10 on a:

Pt >2,228)=0,025 ; p{h, <~2,228)=0,025 ;
P(|no| 22.228) = 0,05

Table 5
Loi de Fisher - Snedecor
P(F(vl,vz) Ex)z o
Exemple pour a=0,03
vw=5, n=10 onax=3,33
=005
Vi
1 2 3 4 5
Va
1 161,4 199,5 2157 224,6 230,2
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01
4 7,71 6,94 6,59 ©,39 6,26
5 G,G1 5,79 5,41 5,19 5,05
6 5.99 5,14 4,79 4,53 4,39
7 5,59 4,74 4,35 4,42 3,97
8 5,32 2,46 4,07 3,84 3,69
9 5,12 426 3.86 3,63 3,48
10 4,96 410 3,71 3,48 3,23
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20
12 4,75 3,88 149 3,26 3,11
13 4,67 3,80 1,41 3,18 3,02
14 4,50 3,74 2,34 3,11 2906
15 4,54 3,68 1,29 3,06 2.90
16 4,49 3,63 1,24 3,01 2,85
17 4,45 3,59 2,20 2,9 2.81
18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77
19 4,38 3,52 1,13 2,90 2.74
20 4,35 2,49 3,10 2,87 2,71
21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68
22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,60
23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,641
24 420 3,40 3,01 2,78 2,60
25 4,24 3,38 2,99 2,76 2,60
26 4,22 237 2,98 2,74 2,59
7 421 3,35 2,96 2,73 2,87
28 4,20 134 295 2,71 2,56
29 4,18 133 2,03 2,70 2.84
30 417 1,32 2,92 2,69 2,53
40 4,08 3,23 2,84 1,601 2,43
60 4,00 315 276 21,52 2.37
120 3,02 3,07 2,68 2,45 2,29
oo 3.84 2,99 2,60 2,37 2.21
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Table 5 {sujpel
W1
v G 8 12 24 i
2
-1 234,0 238,9 2439 249,0 254,3
p 19,33 19,37 19,41 19,45 19,50
3 8,94 8,84 8,74 8,04 8,53
4 6,16 6,04 591 3,77 5,03
5 4,95 4,82 4,68 4,53 4,36
6 4,28 4,15 4,00 3,84 3,67
7 3,87 3,73 3,57 3,41 3,23
8 3,58 3,44 3,28 312 2,93
9 3,37 3,23 3,07 2,90 2,71
10 3,22 3,07 2.9 2,74 2,54
11 3,09 . 295 2,79 2,61 2,40
12 3,00 2,85 2,69 2,50 2,30
13 2,92 2,77 2,60 2,42 2,21
14 2,85 2,70 2,53 2,35 213
15 .79 2,64 2,48 2,29 2,07
16 2.74 2,59 2,42 2,24 2,0
17 2,70 2,55 2,38 2,19 1,96
18 2,66 2,51 1,34 2,18 1,92
12 2,63 2,48 231 2,11 1,88
20 2,60 2,45 2,28 2,08 1,84
21 2,57 2,42 2,25 2,05 1,81
22 2,55 2,40 2,13 2,03 1,78
23 2,53 2,38 2,20 2,00 1,76
24 2,51 2,36 2,18 1,98 1,73
25 2,49 2,34 2,16 1,96 1,71
26 247 2,32 2,15 1,95 1,69
27 2,46 2,30 2,13 1,93 1,67
28 2,44 2,29 2,12 1,91 1,65
29 2,43 2,28 210 1,90 1,64
30 2,42 2,27 2,09 1,89 1,62
40 2,34 2,18 2,00 1.79 1,51
GO 2,25 2,10 192 1,70 1,39
120 217 2,01 1,83 1,61 1,25
o0 2,09 1,94 1,78 1,52 1,00

Table 5{ suite 2)
o =0,01
I 1 2 3 4 5
V2
1 4052 4999 5403 5625 5794
2 98,4% 99,00 99,17 99,25 99,30
3 34,12 30,81 29,46 28,71 28,24
4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52
5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97
6 13,74 1091 9,78 9,15 8,75
7 12,25 2,55 8,45 7,85 7,45
8 11,26 8,65 7,59 7.01 6,63
G 10,56 8,0% 6,99 6,42 6,06
10 10,04 7,58 6,55 5,99 5,64
11 9,65 7,20 6,22 5,67 5,32
12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06
13 2,07 6,70 5,74 5,20 4,86
14 8,80 6,51 5,56 5,03 4,69
15 B.68 6,38 5,42 4,89 4,56
16 8,53 6,23 5,29 477 4,44
17 8,40 G111 3,18 4,67 4,34
1% 8,28 6,01 5,05 4,58 4,25
19 818 593 5.01 4,50 4,17
20 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 .
21 8,02 5,78 4,87 4,37 “d,04
22 7,94 5,72 4,82 4,31 3,90
23 7,88 5,66 4,76 4,20 3,94
24 7,82 561 4,72 4,22 3,90
25 777 557 4,68 4,18 3,86
20 7,72 5,53 4,64 4,14 3,82
27 7,68 5,49 4,60 4,11 3,78
28 7,04 5,43 4,57 4,07 3,75
20 7,60 542 4,54 4,04 3,73
30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70
40 7.31 5,18 4,31 3,83 351
60 7,08 4,98 4,13 3,65 3,34
120 6,85 4,79 3,95 348 3,17
o0 6,04 4,60 3.78 3,32 3,02
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Table 5 (sujle3)
¥ [ W 12 24 =)
vy
1 5859 5981 G106 6234 G366
z 99,33 9936 99,42 99,46 99,50
3 27,91 27,49 27,05 26,60 26,12
4 15,21 14,80 14,37 13,93 13,46
5 10.67 10,27 9,89 9,47 2,02
G 8,47 8,10 7,72 7.31 6,88
7 7,19 6,84 6,47 6,07 5,65
8 6.37 6,03 5,67 5,28 4,86
9 5,80 5,47 5,11 4.73 431
10 5,39 5,06 4,71 4,33 39
11 507 4,74 4,40 4.02 3,60
12 4,82 4,50 4,16 378 336
13 4,62 4,30 3,96 3,59 3,16
14 4,46 4,14 3,80 3,43 3,00
15 4,32 4,00 3,67 3,29 2,87
16 420 3,89 3,5% 3,18 2,75
17 4,10 3,79 345 3,08 2,65
18 4,01 3,71 3,37 3,00 2,57
19 3,94 3,63 3,30 2,52 2,49
20 3,87 3,50 3,23 2,86 2,42
21 381 3,51 317 2,80 2,36
22 3,78 3,45 312 275 2,31
23 371 3,41 3,07 2,70 2.28
24 367 3,36 3,0% 2,68 2,21
25 3,63 3,32 2,99 2,62 2,17
26 3,50 3,2¢ 2,96 2,58 2,13
17 3,56 3,26 2,03 2,55 2,10
18 353 3.23 2,90 2,52 2,06
79 3,50 3,20 2,87 2,49 203
30 3,47 317 2,84 2,47 2,01
40 329 2,99 2,66 2,29 1,80+
60 3,12 2,82 2,50 2,12 1,60
120 2,96 2,66 2,34 1,95 1.38
oo 2,80 2,51 2,18 1,79 1,00
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Table &
Transformation Z = Argthr.
r=1hz exemple r=0,4219 pour z=0,450
z=1,570  pour r=10,9170 _,
v, 5,01 g0z 0,08 004 0,05
0.0 0.0100 0.0200 0.0300 0.0400 0
. . .0500
0.1 0.1096 0.1194 £.1293 0,1391 0.1489
0.2 0.2070 0.2165 0.2260 0.2355 0.2449
0.3 0.3004 0.3095 0.3185 0.3275 0.3364
0.4 0.3385 0.3969 0.4053 0.4136 0.4219
0.5 0.4699 0.4777 0.4854 0.4930 0.5005
0.6 0.5441 0.5511 0.5580 0.5649 0.5717
0.7 0.6107 0.6169 0.6231 0.6291 0.6351
0.8 0.6696 0.6751 0.6805 0.6858 0.6911
0.9 07211 0.7259 0.7306 0.7352 0.7398
1.0 0.7658 0.7699 0.7735 0.7779 07818
1.1 0.8041 0.8076 0.8110 0.8144 0
. . 817
1.2 0.8367 0.8397 0.8426 0.8455 o,m&w
1.3 0.8643 0.8668 0.8692 0.8717 0.8741
1.4 0.8875 0.8896 0.8917 0.8937 0.8957
1,5 0.9069 0.9087 0.9104 0.9121 0.9138
L6 0.9232 0.9246 0.9261 0.9275 0.9289
1.7 0.9366 0.9379 0.9391 0.9402 0.9414
1.8 0.94763 | 094884 | 094983 | 095080 | 0.95175
1.9 095709 | 095742 | 095873 | 095953 | 0.96032
2.0 0.96473 | 096541 | 096609 | 096675 | 0.96739
2.1 097103 0.97159 0.97215 0.97269 0
! _ .97323
2.2 0.97622 | 097668 | 097714 | 0.97752 o.ﬁwmm
2.3 098049 | 098087 | 098124 | 0.98161 | 098197
2.4 098399 | 098431 | 098462 | 098492 | 0.98522
2.5 098888 | 0.98714 | 008739 | 098764 | 0.98788
2.6 0.98924 | 098945 | 0098966 [ 098387 | 099007
2.7 099118 | 099136 | 099153 | 099170 | 0.99185
2.8 099278 | 099292 | 099306 | 099320 | 099333
2.9 0.99408 | 0;99420 | 099431 | 0.99443 | 099454




246 TABLES STATISTIQUES TABLES STATISTIQUES 247

Table 7
Jable 6 (suite) Test de Kolmogorov-Smirnov
D, = sup|F,{X) - F(X)|
7, 006 | 0,07 | 008 | 000 | 0,10 h = 8up| F (X) = F(X)
Valeurs de [}, telles que o = P( D, <d, )
0.0 0.0599 0.0699 0.6798 0.0898 0.0097
0.1 0.15806 0.1684 0.1781 01877 (.1974 T o )
0.2 0.2548 0,2636 0.2729 0.2821 02913 n \\ 0,80 0,00 0,95 3,99
0.3 0.3452 0.3540 0.3627 0,3714 0.3800 1 0,90000 0,95000 0,97500 0,99500
0.4 0.4301 0.4382 0.4462 0.4542 04621 2 0,68377T 0,77639 0,84189 092929
0.5 0.5080 0.5154 0.3227 0.5299 0.5370 3 0,56481 0,63604 Q,70760 0,82900
0.6 0.5784 D.5850 0.5915 . D.5980 0.6044 4 0,49265 0,56522 0,62394 0,73424
0.7 0.6411 0.0169 0.6527 0.6584 (L6840 5 0,44G98 0,50945 0,56328 0,66853
0.8 Q.6963 Q.7014 0.7064 0.7114 Q7163 [} 0,41037 Q46799 051920 061661
0.9 0,7443 0.7487 0.7531 07574 07616 7 0,35148 0,43607 0,48342 0,57581
1.0 0.7857 0.7895 0.7932 0.7969 (.8005 & 0,35831 0,40962 0,45427 0.54179
. 9 0,33910 0,38740 0,43001 0,51332
1.1 “,8210 0.8243 0.8275 0.8306 0.8337 10 0,32260 0,36866 0,40925 0,48893
1.2 0.8511 0.8536 0.8565 0.8591 0.8617 11 0,30829 0,35242 0,39122 046770
1.3 0.87064 0.B787 0.8810 0.8832 0.8854 12 0,29577 0,3381> 0,37543 0,44993
14 08977 (.8996 0.9015 0.9033 0.0051 13 0,28470 0,32549 0,30143 0,43247
15 0.9154 0.9170 0.9186 0.9201 0.9217 14 0,27481 0,31417 0,34890 0,41762
1.6 09302 09316 09329 0.9341 0.9354 15 . 0,26588 0,30397 0,33760 0,40420
1.7 09425 0.9436 0.9447 0.9458 0.945681 15 0,25778 0,29472 0,32733 0,39201
1.8 0.95268 0.95332 0.954490 0.95537 0.95624 17 0,25039 0,28627 0,31796 ,38086
1.9 0.20149 0.96185 0.96259 0.96331 0.96403 18 0,24360 0,27851 0,309306 0,37062
2.0 096803 -} 0.968065 0.96926 3.96984 C.97045 19 0,23735 0,27136 0,30143 0,36117
20 0,23156 0,26473 0,29408 0,35241
z2.1 0.97375 097426 097477 {.97526 C.97574 21 0,22617 0,25858 0,28724 0,34427
2.2 0.978464 097888 | 097929 Q97970 |* 098010 22 022115 0,25283 0,28087 0,33666
2.3 0.98233 098267 0,08301 (.98335 0.983467 23 0,21645 0,247406 0,27490 0,32954
2.4 0.98551 0.98579 0.98607 0.98635 0.98861 24 0,21205 0,24242 0,26931 0,32286
2.5 0.088:2 | 098835 0088538 (L.98B&1 0.98203 25 0,20790 0,23768 0,26404 ,31657
2.0 0.99024 0.29045 0.29064 0.99083 0.99101 26 0,20399 0,23320 0,25907 0,31064
2.7 0.99202 099218 0.99233 0.99248 0.99263 27 0,20030 0,22868 0,25438 ,30502
2.8 0.99346 099359 099372 0.99384 0.99396 28 0,19680 0,22497 0,24993 0,29971
29 0,99464 0.99475 099485 0.99493 0.99505 29 0,19348 0,22117 0,24571 0,29466
' 30 0,19032 0,21756 0,24170 (,28987
3 0,18732 0,21412 0,23788 (,28530
v 32 0,18445 0,21085 0,23424 (,28094
33 0,18171 0,20771 0,23076 27677
34 0,17909 0,20472 0,22743 027279
35 0,17659 0,20185 0,22425 26897
36 0,17418 0,19910 0,22119 0,26532
37 0,1718% 0,19646 0,21826 0,26180
38 0,16906 0,19392 0,21544 ,15843
39 0,16753 0,19148 0,21273 25518
40 Q,16547 0,18913 0,21012 0,25208
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table 7 i1 .
. a

n 0,80 0,50 0,95 0,99
41 0,16349 0,18687 0,20760 0,24904
42 0,16158 0,18408 0,20517 0,24613
43 0,15074 0,18257 0,20283 0,24332
44 0,1579¢ 0,18053 0,20056 0,24060
45 0,15623 0,17856 0,19837 0.23798
46 0,154587 0,17665 0,19025 0,23544
47 0,15293 0,17481 0,19420 0,23208
43 0,15139 0,17302 0,19221 0,23059
49 0,14987 0,17128 0,12028 0,22828
50 0,14840 0,10959 0,18841 0,22604
51 0,14697 0,16796 0,18659 0,22386
52 0,14558 0,16637 0,18482 0,22174
53 (0,14423 0,16483 0,18311 0,21968
54 0,14292 0,16332 "0,18144 0,21768
55 0,14164 0,16186 0,17981 0,21574
56 0,14040 0,16044 0,17823 0,21384
57 0,13919 0,15906 0,17669 0,21199
58 0,13801 0,15771 0,17519 0.21019
59 0,13G686 0,15639 0,17373 0,20844
oo 0,13573 0,15511 0,17231 0,20673
61 0,13464 0,15385 0,17091 0.20506
62 0,13357 0,15263 0,10250 0,20343
% 0,13253 0,15144 0,16823 0,20184
&4 0,13151 0,15027 0,16693 0,20029
65 013052 0,14913 0,16567 0,19877
GG 0,12954 0,14802 0,16443 0,19729
67 0,12859 0,14693 0,16322 0,19584
68 0,12766 0,14587 0,16204 0,19442
GO 012675 0,14483 0,16088 0,19303
70 0,12586 0,14381 0,15975 0,19167
71 0,12499 0,14281 0,15864 0,19034
72 012413 0,14183 0,15755 0,18903
73 0,12329 0,14087 0,15649 0,18776
74 0L,12247 0,13993 0,15544 0,18650
75 012167 0,13901 0,15442 0,18528
76 0,12088 0,13811 0,15342 0,18408
77 0,12011 0,13723 0,15244 Q,18290
78 11935 0,13636 0,15147 0,18174
79 (,11860 0,13551 0,15052 0,18060
80 0,11787 0,13467 0,14960 0,17949
81 011716 0,13385 0,14868 0,17840
a2 0115645 0,13305 (,149779 0,17732
83 0,11576 0,13226 0,14691 0,17627
24 0,11508 0,13148 ,14605 0,17523
85 011442 0,13072 0,14520 0,17421

q.

/D. 0,80 0,90 0,05 0,09
86 0,11376 {,12997 0,14437 0,17321
87 0,11311 0,12923 0,14355 0,17223
88 0,11248 0,12850 0,14274 0,17126
&9 0,11186 0,12779 0,141495 0,17031
a0 0,11125 0,12709 0,14117 0,16938
91 0,11064 0,12640 0,14040 0,16846
a2 0,11005 0,12572 0,13965 0,16755
93 0,10947 0,12306 0,13891 0,16666
94 0,10889 0,12440 0,13818 0,16579
95 0,10883 0,12375 0,13740 016493
95 Q10777 0,12312 0,13075 0,16408
97 0,10722 0,12249 0,13606 0,16324
98 0,10668 0,12187 0,13537 (0,16242
99 0,10615 0,121206 0,13469 16161
100 0,10563 0,12067 0,13403 0,16081

n>100 | 1.073vm | 1.223/n | 1.358vn | 1.629+n
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