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Exercice 1. I) Soit F' = {a, b, ¢} un ensemble.

a)
a€eF | oul
a CF | non
{b} € F | non
{b} C F' | oui
@€ F | non
@ CF | oui

b) Décrire les ensembles :  P(F)et F' x F.

P(F) = {0, {a},{b},{c}. {a,b},{a,c},{b,c} {a,b,c}}
FxF = {(a,a),(a,b),(a,c),(ba),(bb),(bc),(c,a),(cd),(cc)}.

IT) Soient E un ensemble, A, B et C, trois parties de .

a) si AC BAlors CB c C4

Soit x € OB,

rcCE = (r¢BAz€E)
(xr¢ ANz € FE)carACB
= x¢cCh.

Donc si A C B alors CE c C4.

b) Soit (z,y) € (AU B) x C,

(x,y) € (AUB)xCexe(AUB) ANyeC
& (reAVzeB) Nyel

& (xeANyel) VvV (xeB ANye()
& (x,y) € (AxCO)V(x,y) € (BxC)
<

)V
r,y) € (AxC)U(BxC(C).



Donc (AUB)x C=(AxC)U(BxC).
o) CU™P = cAuCE.

Soitz € CY'"P),
€ OV o (¢ ANB)A(z € E)
& (x¢ Avae ¢ BYA(x € E)
& (¢ ANz eE)V(r¢ BNz €E)
& relpvreCl
& zeCiuct.

Donc C{*"P) = c4 U CB.

Exercice 2. 1. le graphe representatif de R

2. RestréflexivecaronaVx € E, 2Rz

0RO, 3R3, 4R4 et 5R5.

3. R est symétrique caron a Vx,y € F, Ry = yRx

0RO = 0RO
0R4 = 4RO
3R3 = 3R3
4R4 = 4RA4
5R5 = bHR5
OR5 = 5HRO
3RS = HR3.



4. R n’est pas antisymétrique car par exemple, on a 0R4 et 4R0 mais 0 # 4.
5. R n’est pas transitive car par exemple, on a 0R5 et 5R.3 mais 0K3.

Exercice 3. a) Sur Z, on considere la relation A definie par :
x Ay < x+ yest pair,
la relation A\ peut s’écrire :
rANy<s kel x+y=2k.
Montrons que A est une relation d’equivalence.
i) Réflexivité de A : Soitz € Z. On a
r+r=2x, dk==x
Donc Vx € Z, x/\ x. D’ou la réflexivité de A.
ii) Symétrie de A : soient x,y € Z tels que x A y. Montrons que y A z. On a
rAy = JkeZ:x+y=2k
= Jke€Z:y+x=2k
= yAuw.
Donc Vx,y € Z,x A y = y /A z. D’ou la symétrie de A.
iii) Transitivite de A : Soient x,y, z € Z tels que x A\ y et y /A z. Montrons que = A z. On a

AT dkeZ:x+y=2k.(1)
et = et
yAz ki €Z:y+2=2k...(2)

=

= dkky€Z:x+z=2k+2k —2y

= Jdky€Z :x+z=2ktelqueky =2(k+k —y)€Z
= x Az

DoncVz,y,z € Z,x Ayety A z= x A z. D’ou la transitivité de A.
De (i), (ii), (iii) on a A est une relation d’equivalence.
b) Déterminons la classe d’équivalence de O et 1.

0 = {z€Z,2/N0}
= {x€Z 3k eZ:x=2k}

|
I

{r €Z,x A1}
= {z€Z,3keZ:x+1=2k}
= {rv€Z,3kel:x=2k—-1}



¢) Déterminons I’ensemble quotient Z/ A\ .
Par définition, I’ensemble quotient Z /A est I’ensemble des classes d’équivalence pour la
relation A. Pour identifier cet ensemble, on va déterminer quelque classes
d’équivalences.

D’apres la question précédente, on a
= {r€Z,3keZ: x=2k}
= {r€Z,3keZ: x=2k—-1}

—=| O

etona
2 = {x€Z,3kel:xz=2k—2}
= {rv€Z3kecZ:z=2(k—-1)}
= {z€Z 3k €Z: =2k}
=0
3 {reZ Ik eZ:x=2k-3}

= {r€Z,3keZ :x2=2k—-2-1}
= {r€Z3keZ :z=2(k-1)—-1}
= {2€Z 3K €Z:x=2k -1}
=1
On peut remarquer que tous les éléments en relation avec 0 sont les entiers pairs, tandis que tous
les éléments en relation avec 1 sont les entiers impairs. Donc
Z)N ={0,1}.
Exercice 4. a) Sur N2, on considere la relation S definie par :
(a,b)S (b)) @ att =b+a,
Montrons que S est une relation d’equivalence.
i) Réflexivité de S : Soit (a,b) € N%.. On a
a+b=b+a.
Donc V (a,b) € N?, (a,b) S (a b) D’ou la réflexivité de S.
(

ii) Symétrie de S : soient (a,b), (a b') € N?tels que(a, b) S (a',b').
Montrons que (a b ) (a,b). On a

(a,b)S(a/,b/> = a+b=b+d

4

b4+d =a+b (symétrie de I’égalité)
a +b=1"b +a (commutativité de I’addition)

(a’,b’) S (a,b).

4

Y

4



Donc V (a, b) , (a/, b/) e N2, ( (a', ') ( b ) (a,b). D’ou la symétrie de S.
iii) Transitivite de S : Soient (a, b) (a', b)), (a”, b’ ) € N? tels que (a,b) S (a/, b/) et
(a ,b ) S (a b ) Montrons que (a,b) S (a/ b”) On a
(a,b)S (a',b') a+b =b+ad..(1)
et = et
(a',b))S (a",0") a+b =b+a..(2

(1) +(2) = a+b'+(a'+b"):b+a’+(b'+a~)
= a+b =b+a
= (a,b)S(a”,b”),

Donc V (a,b), (a’,b), (a",b") € N% (a,b) S (a',b') et (a',0) S (a”,b") = (a,b) S (a”,b").
D’ou la transitivité de S.
De (i), (ii), (iii) on a S est une relation d’equivalence.

b) Déterminons la classe d’équivalence de (1, 1).

(1,1) = {(a,b) € N? (a,b)S(1,1)}
= {(a,b) eN*,a+1=b+1}
= {(a,b) € N*, a = b}.

Exercice 5.
a) Sur |1, +oo[, on considere la relation 7 definie par :

<50
r2+1 7 Y241

Ty &

Montrons que 7 est une relation d’ordre.
i) Réflexivité de T : Soitz € |1, 4+00[. On a

T .7
r24+1 " 2241

Donc Vz € |1, 400, T x. D’ou la réflexivité de 7.



ii) Antisymétrie de T : soient z,y € |1, +o0[ tels que =Ty et yT « . Montrons que y=x. On a

zTy =1 < P
et = et
yTx A0S 7
N Ty
?2+1 7 yP+1 7 2241
Zz )
RO RS R
:>x(y2+1):y(x2+1)
= wy+r=yr’+y
= wyf+or—yr—y=0
= 2y —yr’+rx—y=0
= zyly—a)+x—y=0
= —aylr—y)+rz—y=0
= (z—y)(—2y+1)=0
= (z—y)=0V(—2y+1)=0
= r=y

car x,y € |1, +oof entraine (—xy + 1) < 0 c-a-d (—zy + 1) # 0.
Donc Vz,y € |1, 400, zTy et yTx = x = y. D’ou I’antisymétrie de 7 .

iii) Transitivite de 7 : Soient z,y, z € |1, +o0[ tels que Ty et yT z. Montrons que 7 z. On a

Ty 2 < ()
et = et
yT z yg—yﬂ < 2211...(2)
T Y z
1) et (2) = < <
(1) et (2) P+l 7T yr 41T 2241
N x < z
2417 2241
= 27z

Donc Vz,y,z € |1, +oo[, xTy et yT z = 2T z. D’ou la transitivité de 7.
De (i), (ii), (iii) on a 7 est une relation d’equivalence.

b) Cet ordre est-il total ?

Soit z%ﬂ < ﬁ et alors x7 y, soit # < et alors y7 x. Donc c’est une relation d’ordre

total.

L
z241

Exercice 6. a) Sur R?, on considere la relation S definie par :
(a,0)S(c,d) & a<cetb<d

Montrons que S est une relation d’ordre.



i) Réflexivité de S : Soit (a,b) € R%. On a
a<aethb<b.

Donc V (a,b) € R?, (a,b) S (a,b), d’ou la réflexivité de S.
ii) Antisymétrie de S : soient (a,b), (c,d) € R? tels que (a,b) S (¢, d)et (¢,d) S (a, b) .
Montrons que (a,b) = (¢,d). On a

{ (a,b) S (c,d) { la <cetb<d]

et = et
(¢,d)S (a,b) [c<aetd <}
la <cetc<d]

= et
b<detd <]

= a=cetb=d
= (a,b) =(c¢,d).

Donc V (a,b) , (c,d) € R?,(a,b) S (c,d) et (c,d) S (a,b) = (a,b) = (¢, d), d’ ol I’antisymétrie
de S.

iii) Transitivite de 7 : Soient (a,b), (c,d), (e, f) € R? tels que (a,b) S (¢, d) et (¢, d) S (e, f).
Montrons que (a,b) S (e, f). On a

(a,b) S (c,d) [a<cetb<d]..(1)
et = et
(c,d)S (e, f) [c<eetd< f]...(2)

(1) et (2) = [a<c<eetb<d<f]
= a<eethb<f
= (a,b)S (e, f).

Donc ¥ (a,b) (¢, d) , (e, f) € B2, (a,b) S (c,d) et (¢, d) S (e, f) = (¢.d) S (e, f), d’od
la transitivité de S.
De (i), (ii), (iii) on a S est une relation d’equivalence.

b) Cet ordre est-il total ?

L’ordre S n’est pas total (il est pariel) : en effet, les deux couples (0, 8) et (3, 7) ne sont
pas comparables. On a

8 £ 7=(0,8)8(3,7)
3 £ 0= (3,7)8(0,8).



