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Exercice n° 1. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Donnons leurs négations

(a) Comme la proposition (\/§ = —3) est fausse, donc la proposition

est aussi fausse.
La négation :

(=32 =9I A (VO==3)] = [(-3)* #9] V (VIO # -3)].
(b) Comme la proposition (\/% = 6) est vraie, donc la proposition
(| -8 = —8) V (V36 = 6)]

est aussi vraie.
La négation :

(|~ 8= —8)V (/36 = 6)] <= [| — 8] # —8] A (V36 # 6)].

(¢) La négation :

FreR, 22=-9 <= [VzecR, 2°#-9.

Ona(VzreR, z*>0),donclaproposition (Vz € R, % —9) est vraie. Par suite,
[z eR, 2*=-9

est une proposition fausse.

(d 3z eR, (x—1)(z+ 3)<0]estune proposition vraie. En effet, pour x = 0 par exemple,

(x—1)(z+3)=(0-1)(0+3)=-3<0.

La négation :

[FzeR, (z—1)(z+3)<0<=VzxeR, (z—1)(z+3)>0.

(e) La proposition [Vz € [3,+o00[, x* > 9] est vraie. En effet, soit z € [3, +o0o[. Comme la

fonction
f:r R — R
x — 22
est croissante, alors
r>3 = f(z)> f(3)
= z2>0.

La négation :

Vo € [3,+oo[, 22>9] <= [Fxc[3,+ocf, 2°<9].



(f) La négation :

VzeR, (x—1)(z+1)#0]<=[FTreR, (rx—1)(z+1)=0].

La proposition [dz € R, (x — 1)(z + 1) = 0] est vraie. En effet, prenons x = 1 par
exemple, on a
(z—1D(z+1)=1-1)(1+1)=0.

Par suite, la proposition
Vz eR, (x—1)(x+1)F#0]
est fausse.

(g) Laproposition [Vz € R, Jy € R, 22 < y] est vraie. En effet, Pour x € R, on pose
g prop
y=2%+1¢€ R. Donc
<ty l=y.

La négation :

VzeR, JycR, z2<yl<=[FrcR, VycR, 22>y

(h) La négation :

ByeR, VreR, 22<yl<=[VWeR, 3IrecR, 22>y

La proposition [Jy € R, Vz € R, x? < y| est fausse. Il suffit de montrer que sa
négation est vraie. En effet, Pour y € R, on pose 2 = (y + 3) € R. Donc

1
=y ty+ 2y

Exercice n° 2. Soient P, () et R trois propositions.

1. En utilisant la table de vérité, montrons que

(P= Q) <= (Q = P).

PlQ|P|Q|P=Q| Q=P
17110]0 1 1
1701011 0 0
O|1]11]0 1 1
0O]0]1]1 1 1

On remarque de cette table de vérité que les propositions (P = Q) et (Q = P) ont la
méme valeur de vérité (elles sont vraies en méme temps et elles sont fausses en méme
temps), donc elles sont équivalentes.

2. Donnons les négations des propositions suivantes :

(@) P=Q,
P=(Q < PVQ
<~ PAQ
— PAQ.
(b) PV (QAR).
PV(QAR) < PA(QAR)
<~ PA(QVR)



3. Considérons la proposition
S:"WneN, (n®#n)= (n>2)"
(a) Donnons la négation de la proposition S.
S:7"3IneN, [(n® #n)A(n<2).

(b) Montrons que la proposition S est vraie. Il suffit de montrer que la proposition S est
fausse. En effet, La proposition (n < 2) est vrai sin = 0 oun = 1. Mais dans ces
deux cas, on a bien n? = n. C’est a dire que la proposition

S:[BneN, [(n*#n)A(n<2)]
est fausse. Par suite, la proposition S est vraie.
Exercice n’ 3.
1. Soit n € N*. Montrons par contraposition que
[(n* — 1) n’est pas divisible par 8] = [n est pair].
Il s’agit de montrer que
[n estimpair] = [(n® — 1) est divisible par 8].
On suppose que [n est impair] et on montre que [(n® — 1) est divisible par 8]. On a

nestimpair — JdkeN:n=2k+1
= JkeN:n?=4k>4+4k+1
= JkeN:n?—1=4k® + 4k.

On distingue deux cas : si [k est pair], alors 3/ € N : k = 2[. Par suite,

n?—1 = 4(20)% +4(20)
= 161* + 8l
= 8, (avecl’ = (21> +1) e N.

Donc [(n? — 1) est divisible par 8§].
Si [k est impair], alors 3m € N : k = 2m + 1. Par suite,

n?—1 = 42m+1)>+42m +1)
= 4(4m* +4m +1)+8m+4
= 16m*+16m + 4+ 8m + 4
= 16m*+24m +38
= 8m/, (avecm' = (2m? +3m + 1)) € N.

Donc [(n? — 1) est divisible par 8§].
Finalement,
[n estimpair] = [(n® — 1) est divisible par 8].

2. Soient x,y € R. Montrons par contraposition que
(zy —D(z—y) 0=z’ +y+ 1) # y(e® + z+1).
Il s’agit de montrer que

vy’ +y+1) =y@@®+r+1) = (2y — 1)(z —y) =0.



On suppose que z(y* +y + 1) = y(z? +x + 1) et on montre que (ry — 1)(z —y) =0.On a

(P +y+1) =y +ar+l) = aw’taytar=yr’tyr+y
vy —yrP+x—y=0
ryly—z)+z—y=20

(y —x)(ry—1)=0
—(y—z)(zy —1)=0

(zy — )(z —y) =0.

FEELy

Soient x,y € R. Montrons par contraposition que

[(x #11) A (y # —10)] = (xy + 10z — 11y — 10 # 100).
Il s’agit de montrer que

(xy + 10x — 11y — 10 = 100) = [(x = 11) V (y = —10)].

On suppose que (zy + 10z — 11y — 10 = 100) et on montre que [(x = 11) V (y = —10)].
Ona
xy+10x — 11y —10 =100 = 2y + 10z — 11y —110=0
= :C(y—i-lO)—ll(y—i—lO):O
= (y+10)(x —11) =
= [(y+10)=0]V [(:r —11) = 0]
= (x=11)V (y = —10).

. Soient x, y € R. Montrons par I’absurde que
@#y)=@+y-1)#@-1F+1)

On suppose que

(EZy A+ —-1)=(@-1)Fy+1)

Ona
+D)(y—1)=(@x-1)(y+1) = zzy—os+y—l=ay+z—y—1
= 20+4+2y=0
= 2(y—2)=0
— y—x=0
—> y = z (ce qui est une contradiction, car = # y).

Par suite, on a pour z,y € R
(#y)=@E+Hy—1)#@@-y+1).

. Montrons par I’absurde que la proposition

5
P. VieR, \/9—1—1'57534—%

est vraie. On suppose que

5
Jdxr € R¥, \/9+x5:3+%.

VIFT D =3+2 = 9+a5=9+2) 44

= x = 0 (ce qui est une contradiction, car z € R*).

Donc P est fausse. Par suite, on a

5
Vo e R, \/9+$57é3+%.



5. Soient a, b > 0. En utilisant le raisonnement par 1’absurde, montrons que

On suppose que

Ona

IS
j=l

a(l+a)=0(14+0)

a+a?=0b+10b

a?—b+a—-b=0

(a—0b)(a+b)+(a—0)=0

(a—b)(a+b+1)=0

a+b+1=0 (cara #b)

a+ b= —1 (ce qui est une contradiction, car a,b > 0).

1+b 1+a

ey

AV
o

Par suite, on a pour a, b
a b b
1+ 1+a

Exercice n° 4. 1. Démontrons, en raisonnant par récurrence, que

Vn € N, sz ontl _

P(n)

Pourn =0,o0na
0
Zz =20 —1et20t —1=2_1=1.
k=0

Donc

0
PPAEARE
k=0

Autrement dit, P (0) est vraie.
Soit n € N. On suppose que P (n) est vraie, c’est a dire

Z 2k ont+l _

et on montre que P (n + 1) est vraie, c’est a dire

n+1

Z Qk 2n+2

Ona
n+1

ZQk — iQk 4 2n+1
k=0 k=1

— 2n+1 — 1+ 2n+1
=22" 1
=ont2 1.

Finalement, Vn € N, Y 2k = 2nfl — 1.



2. Démontrons, en raisonnant par récurrence, que
Vn € N*, [3 x 52"~ + 2%"7%] est divisible par 17.
Il s’agit de montrer que

VneN, 3k eZ:3 x5 +2%2 =17k,

-~

P(n)

Pourn =1,0na
3x 514252 =17 =17x 1,
Donc
Jk=1€Z:3x57+2372 =17k

Autrement dit, P(1) est vraie.
Soit n € N*. On suppose que P (n) est vraie, c’est a dire

Ik eZ:3x5" 42072 =17k
et on montre que P (n + 1) est vraie, c’est a dire
' € Z: 3 x 52 4 28 = 17k

On a
3 % 52n+1 + 23n+1 = 3Ix%25% 521171 + 237172 % 8

= 3 x (8+17) x 5271 423772 « 8

= 8(3x 5¥ 71 42372) 4 17 x 3 x 521
= 8x 17k +17 x 3 x 521

= 17K avec k' = (8k + 3 x 5> 1) € Z.

Finalement, Vn € N*, [3 x 52"~ 4 23772] est divisible par 17.

3. Soit x un réel positif. Démontrons, en raisonnant par récurrence, que

VneN, (1+z)">1+nz.

P(n)

Pour n =0, on a
(1+2)0°=1,etl+0x=1.

Donc
(1+2)">1+0.x.

Autrement dit, P(0) est vraie.

Soit n € N. On suppose que P (n) est vraie, c’est a dire
(I+x)">14+nx
et on montre que P (n + 1) est vraie, c’est a dire
(1+2)"™" > 1+ (n+ 1)z
Ona

142" = (1+2)(1+a)
> (1+2)(1+ nx)
= 1+nz+x+na’
= 1+ (n+ 1)z + na?
> 1+ (n+ 1)z, (carnz® > 0).
Finalement, Vn € N, (1 + )" > 1 + nxz.



