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Exercice 1. I) Soit F' = {a, b, ¢} un ensemble.

a)
a€F oui
a CF | non
{b} € F' | non
{b} C F | oui
@€ F | non
g CF | oui

b) Décrire les ensembles :  P(F)et F x F.

P(F) = {0,{a},{b},{c},{a, b}, {a,c}, {b,c},{a,b,c}}
FxF = {(a,a),(a,b),(a,c),(ba),(bb),(bc),(c,a),(ecd),(cc)}.

IT) Soient F un ensemble, A, B et C, trois parties de .
a) si AC BAlors CB c C4?
Soitz € CB,
re€Cp = (r¢ BAz€E)
(¢ ANz e FE)carACB
= x¢cCh.

Donc si A C B alors CE c C4.

b) Soit (z,y) € (AUB) x C,

(x,y) € (AUB)xC<ewze(AUB) NyeC
& (reAVzeB) Nyel

& (reANyelC) VvV (xeB ANye()
& (r,y) € (AxC)V(x,y) e (BxC)
<

z,y) € (AxC)U(Bx ().

~— ~—

Donc (AUB) xC =(AxC)U(BxC).
o) CYMB = cayCB.



Soit 2 € CY*P),

CY"®) o (¢ ANB) A (z € E)
(x¢ AVae ¢ B)A(z € E)

(x ¢ ANz e E)V(x¢ BNz €FE)
reCpvaeelCh

reCpulh.

te e

Donc C{'"P) = c4 U CB.

Exercice 2. 1. le graphe représentatif de R

2. RestréflexivecaronaVx € E, xRz

0RO, 3R3, 4R4 et 5R5.

3. R est symétrique caron aVz,y € E, xRy = yRx

0RO = 0RO
0R4 = 4RO
JR3 = 3R3
4R4 = 4R4
OR5 = 5HR5
OR5 = 5RO
3RS = HR3.

4. R n’est pas antisymétrique car par exemple, on a 0R4 et 4R0 mais 0 £ 4.
5. R n’est pas transitive car par exemple, on a 0R5 et 5R3 mais 0K3.

Exercice 3. a) Sur Z, on considere la relation A définie par :
x Ay < x+ vy est pair,
la relation A\ peut s’écrire :

rANy<s kel x+y=2k.



Montrons que A est une relation d’équivalence.

i) Réflexivité de A : Soitx € Z.On a

r+ax=2r = dk=x€Z:x+x=2k
= Az

Donc Vx € Z, x/\ x. D’ou la réflexivité de A.

ii) Symétrie de A : soient x,y € Z tels que = A y. Montrons que y A z. On a

xAy = JkeZ:x+y=2k
= dkeZ:y+x=2k
= yAu.
Donc Vz,y € Z, x Ay = y A x. D’ou la symétrie de A.

iii) Transitivité de A : Soient x, y, z € Z tels que x A y et y /A z. Montrons que z A z.

On a
x Ay dkeZ:x+y=2k. (1)
et = et

yAz ki €Z:y+z=2k...(2)

(+(2) = Tk ke€Z:x+y+y+z=2kk+2k
= dkki€Z:x+z=2k+2k —2y
= dkh€Z:x+z=2ktelqueks =2(k+k —y) €Z
= Az

DoncVx,y,z € Z,x A yety A z= x /A z. D’ou la transitivité de /.
De (i), (ii), (iii) on a A est une relation d’équivalence.

b) Déterminons la classe d’équivalence de O et 1.

0 = {z€Z zA0}
= {x€Z,3keZ: x=2k}
{2k/k € Z} = 2Z

=
|

= {ze€ZxA1}
= {z€Z,3kel:x+1=2k}
= {v€Z3keZ:x=2k—-1}
{2k - 1/k € Z}



¢) Déterminons ’ensemble quotient Z/ A\ .

Par définition, ’ensemble quotient Z//A\ est I’ensemble des classes d’équivalence
pour la relation 2. Pour identifier cet ensemble, on va déterminer quelque classes
d’équivalences.

D’apres la question précédente, on a
= {z€Z,3keZ: x=2k}
= {ve€Z 3IkeZ:x=2k—-1}

=l 3l

etona

]
|

{re€Z,3keZ:x=2k—-2}
= {zve€ZIkeZ:xz=2(k-1)}
= {ze€Z 3k eZ:x=2k}
=0

-2 = {z€Z,3IkeZ x=2k+2}
= {z€Z3keZ :x2=2k+1)}
= {2€Z, 3K =k+1€Z:2=2K}
= 0

wl

= {z€Z,3k€Z:x=2k—-3}

= {z€2,3keZ . xv=2k—-2-1}
= {zx€Z,3kecZ :z=2(k—-1)—-1}
= {re€2,3K €l x=2k -1}
=1

-1 = {z€Z,3keZ x=2k+1}

= {z€2,3keZ . c=2k+2-1}
= {z€Z3keZ z2=2(k+1)—-1}
= {z€Z,3IKeZ:x=2k -1}
=1

On peut remarquer que tous les éléments en relation avec 0 sont les entiers pairs, tandis que tous
les éléments en relation avec 1 sont les entiers impairs. Donc

7]\ ={0,1}.
Exercice 4. a) Sur N2, on considere la relation S définie par :
(a,b) S <a/,b/> Sa+b =b+d,
Montrons que S est une relation d’équivalence.
i) Réflexivité de S : Soit (a,b) € N%.. On a
a+b=0>b+a.
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Donc V (a,b) € N2, (a,b) S (a,b). D’ou la réflexivité de S.

ii) Symétrie de S : soient (a,b), (a', b/) € N? tels que(a, b) S (a/, b/).
Montrons que (a',b') S (a,b). Ona

(a,b)S(al,b/> = a+b=b+ad
= b+d =a+0b (symétrie de Iégalité)
= d +b=10 +a (commutativité de I’addition)
N (a’,b’) S (a,b).
Donc V (a,b), (a',b') € N, (a,b) S (a',b') = (a',b') S (a,b). D’ol la symétrie de S.
iii) Transitivité de S : Soient (a,b), (a’,b) , (a",b") € N* tels que (a,b) S (a’,b') et
(a’,b') S (a”,b"). Montrons que (a,b) S (a”,b"). Ona
(a,0)S (a',b) a+b =b+a..(1)
et = et
(a',b)S (a",0") a+b =b+d.. (2

(1) +(2) = a+b'+<a’+b”):b+a'+<b'+a~)
= a+b =b+a
= (@)s(d"b').

Donc V (a,b), (a',b), (a",b") € N% (a,b) S (a',b') et (a',0') S (a”,b") = (a,b) S (a”,b").
D’ou la transitivité de S.
De (i), (ii), (iii) on a S est une relation d’équivalence.

b) Déterminons la classe d’équivalence de (1, 1).
(L1) = {(a,;b) €N?, (a,0)S (1, 1)}
a,b) €N, a+1=b+1}
b) € N°, a = b}

=1
=1
{

Exercice 5.

a) Sur |1, +oo[, on considere la relation 7 définie par :

x Yy
< ;
»2?4+1 " y?+1

Ty <

Montrons que 7 est une relation d’ordre.
i) Réflexivité de 7 : Soit z € |1, +oo[. On a

x x
<
z24+1 7 2241




Donc Vx € |1, 400, T x. D’ou la réflexivité de T

ii) Antisymétrie de 7 : Soient x,y € |1, +oo| tels que Ty et y T x . Montrons que y=z. On a

I'Ty zQL-HSy;{H
et = et
yTx A0S 7
N Ty
?2+1 7P+l T 2241
T Y
T P21 g+l
= z(+1)=y(2*+1)
:>xy2+x:yx2+y
= 2l +r—yr* —y=0
= 2y —yr’+r—y=0
= zyly—x)+x—y=0
= —azylz—y)+x—y=0
= (z—y)(—2y+1)=0
= (z—y)=0V(—2y+1)=0
= =y

car x,y € |1, +oof entraine (—xy + 1) < 0 c-a-d (—zy + 1) # 0.
Donc Vz,y € |1, 400, zTy et yTx = x = y. D’ou I’antisymétrie de 7 .

iii) Transitivité de 7 : Soient z,y, z € |1, +o0[ tels que Ty et yT z. Montrons que 7 z. On a

zTy 2 < e (D
et = et
yT z yQ—il < ZZH...(Q)
T Y z
1) et (2) = < <
(1) et (2) P+l T yr 1T 2241
N T < z
z2+1 7 2241
= z7Tz.

Donc Vz,y,z € |1, +oo[, xTy et yT z = 2T z. D’ou la transitivité de 7T .
De (i), (ii), (iii), on a 7 est une relation d’équivalence.

b) Cet ordre est-il total ?

Soit 55 et alors y7 x. Donc T est une relation d’ordre
total.

y oy T
< et alors =7y, soit 20 <

Exercice 6. a) Sur R?, on considere la relation S définie par :

(a,0) S (c,d) < a<cetb<d



Montrons que S est une relation d’ordre.
i) Réflexivité de S : Soit (a,b) € R%. On a
a<aethb<b.

Donc V (a,b) € R?, (a,b) S (a,b), d’ou la réflexivité de S.

ii) Antisymétrie de S : soient (a,b), (c,d) € R? tels que (a,b) S (¢, d)et (¢,d) S (a, b) .
Montrons que (a,b) = (¢,d). On a

{ (a,b) S (c,d) { la <cetb<d]

et = et
(¢,d)S (a,b) [c<aetd <}
la <cetc<d]
= et
b<detd <]
= a=cetb=d
= (a,b) =(¢,d).

Donc V (a,b) , (c,d) € R?,(a,b) S (¢, d) et (c,d) S (a,b) = (a,b) = (¢, d), d’ ol I’antisymétrie

de S.

iii) Transitivité de 7 : Soient (a,b), (c,d), (e, f) € R? tels que (a,b) S (¢, d) et (¢, d) S (e, f).
Montrons que (a,b) S (e, f). On a

(a,b) S (c,d) l[a<cetb<d]..(1)
et = et
(c,d)S (e, f) [c<eetd< f]...(2)

(et (2) = [a<c<eet b<d< f]
= a<eetb<f
= (a,b)S (e, f).

Donc V (a,b), (c,d), (e, f) € R?, (a,b) S (¢,d) et (¢,d) S (e, f) = (c,d) S (e, f), d’ou la
transitivité de S.
De (i), (ii), (iii), on a S est une relation d’équivalence.

b) Cet ordre est-il total ?

L’ordre S n’est pas total (il est partiel) : en effet, les deux couples (0, 8) et (3, 7) ne sont pas
comparables. On a

8 £ 7=(0,8
3 £ 0= (3,7)8(0,8).



