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Maths 1 Ensembles, relations et applications

1 Logiques et méthodes du raisonnement mathé-
matiques

2 Ensembles, Relations et Applications

2.1 Ensembles
2.2 Relations

2.3 Applications
2.3.1 Généralités

Soient E et F' deux ensembles :

1. On appelle application f de E dans F' une relation de E dans F' dont tout
élément x de E on lui correspond un et un seul élément y de F'.

2. E est appellé E 'ensemble de départ ou des antécédants.
3. F est appellé 'ensemble d’arrivée ou des images.
(a) x est dit antécédant de y par f (dans E).
(b) y est appelé 'image de x par f (dans F') et on le note f(x) = y.

4. En général, on schématise une application f par

f+E—F

Remarque 2.1.

1. Deux applications f et g sont égales si leurs ensembles de départ sont égaux
(en le méme ensemble de départ E), leurs ensembles d’arrivée sont égaux (en
le méme ensemble d’arrivée F') et si Vo € E, f(z) = g(z).

2. L’ensemble des couples {(x, f(x))/x € E} est une partie de I’ensemble F x F,
qu’on appelle graphe de 'application f.

Exemple 2.1.

On définit lapplication identité par

ldg : E — E
x> Idg(x) = .
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Maths 1 Ensembles, relations et applications

On définit l'application constante par (c une constante de R)
f:E—F
r— f(z) =c
On définit application suivante
fR—{-1} =R

fo(x):xil.

2.3.2 Restriction et prolongement d’une application

Définition 2.1. Soit £’ un sous ensemble de E et f : E — F une application.
L’application g : E' — F telle que Va € E, g(z) = f(x) est appelée la restriction
de f a £’ et on dit aussi que f est le prolongement de g a F.

2.3.3 Injection, surjection et bijection

Définition 2.2. Soit f : E — F une application.

1. On dit que f est injective si tout élément y de F' posséde au plus un an-
técédent x de E par f. Donc deux éléments différents de E ont des images
différentes de F' par f, autrement dit :

Ve, o' € B, f(x)=f(2') = z=2,
ou d’une maniére équivalente
Vo, o' € E, v #1' = f(zx) # f(a).

2. On dit que f est surjective si tout élément y de F' posséde au moins un
antécédent x de E par f, c’est-a-dire :

Vye F,3x e E: y= f(x).

3. On dit que f est bijective si f est a la fois injective et surjective, et on écrit
Vye F,lz e E: y= f(x).

Propriétés

1. f est injective < ’équation y = f(x) admet au plus une solution.

2. f est surjective < 'équation y = f(x) admet au moins une solution.
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3. f est bijective < I'équation y = f(x) admet une et une seul solution.

Proposition 2.3. Soient f : E — F et f: F — G deux applications, alors on a

1. gof est injective = f est injective.

2. gof est surjective = g est surjective.

3. gof est bijective = f est injective et g est surjective.
Exemple 2.2. Soit f : R — R définie par f(x) = x + 1. Montrons que f est
injective : soit x,x' € R, on a

flx)=f(") = z+1=2"+1
= =21,

donc f est injective.
f est aussi surjective. Il s’agit de trouver un élément y de R qu’a d’antécédent par
f. Iciil est facile de voir que U'on a toujours f(x) =y=z+1=>z=y— 1.
Exemple 2.3. Soit f: R — R telle que f(z) = 3z + 5.

1. f ainsi définie est-elle injective ? surjective ? bijective ¢

Corrigé

1. Soit f:R — R telle que f(x) =3z +5 :
(a) Soient x,2" € R, on a

flx)=f(") = 3x+5=32"+5
= 3z =32

= =21,

donc f est injective.
(b) Soity € R, on a

flx)=y = 3x+5=y
= 3Jr=y—5
y—>

M

alors Vy € R, dx = yT_S tel que f(x) =y. Donc f est surjective.

(c) f injective et surjective, donc f est bijective.

En pratique Si f : E — F est donnée.
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1. Pour savoir si f est injective, on suppose f(x) = f(2') et on montre que
x=ua.
2. Pour savoir si f est surjective, on se donne y € F' et on cherche une solution
x € E de I'équation f(z) =y.
3. Pour savoir si f est bijective, on montre que f(x) = y posséde une unique
solution x € F.
Exemple 2.4. 1. On considere

fllR%R

z — 2

(a) On a fi(z) = fi(a') =1 et f; n'est donc pas injective.
(b) Comme y = —1 (y <0) n’a pas d’antécédent, f; n’est pas surjective.
2. On considere
f2 Rt - R
T — 22,
(a) On a fo(x) = fo(2') = a? =2* = 2 =2 car x,2/ > 0.
fa est donc injective.
(b) Comme y = —1 n’a pas d’antécédent, fy n’est pas surjective.
3. On voit de meme que
f3 R — R+

z — 2
, o . L.
n’est pas injective mais elle est surjective.
4. Dans le cas

f42]R+—>]R+

T a2

est injective et surjective, elle est donc bijective.

2.3.4 Composition des applications

Définition 2.4. Soient E, F' et GG trois ensembles et f: E — F, g: F' — G deux
applications. On appelle application composée de f et g, 'application gof : E — G
définie par

Vo € E, (gof)(z) = g(f(x)).
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Exemple 2.5. Soient les applications suivantes :

fR—R
T — 2,
et
g:R—R
r— x4+ 1
Alors,

gof :R—=R, z— gof(z) =g(f(x)) =9g(2x) =22+ 1.
fog :R—=R, z+— fog(z) = f(g(x)) = f(x +1) =22+ 2.

2.3.5 Applications réciproques
Définition 2.5. Soit f : F — F une application bijective, alors il existe une
application notée f~! définie par
fTLF = E ety = f(x) & a=f"y),
appelée application réciproque de f.

Remarque 2.2. Notons que si f est bijective alors f~! est aussi bijective et

(f =1

Théoréme 2.6. Soit f : E — F une application bijective, alors son application
réciproque f~! vérifie
fof ' =1Idpet frof = Idp.

On rappelle

Ildp : E— F
x> Idg(x) = .

Proposition 2.7. Soient f: E — F et G : F — G deux applications, alors on a
1. [ et g sont injectives = gof est injective.
2. f et g sont surjectives = gof est surjective.

3. f et g sont bijectives = gof est bijective et (gof)™' = f~log™.

Exemple 2.6. Soit f : R — R telle que f(z) =z — 2.

1. Montrer que f est bijective et donner son application réciproque f~1.
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Corrigé
1. Soit f: R — R telle que f(x) =x —2 :
(a) Soient x,2' € R, on a

r—2=1a -2

r=2x,

—
~—~
g
I
=
H\
~—
¥

4

donc f est injective.
(b) Soity € R, on a

f@)=y = z-2=y
= r=y+2,

alors Yy € R, 3o =y + 2 tel que f(x) =y. Donc f est surjective.
(c) f injective et surjective, donc f est bijective.
(d) f est bijective donc il existe f~' : R — R et

f@)=y=z-2=y=r=y+2

donc
iy =z=y+2

et on écrit :

FLRSR
y— [ y) =y +2

2.3.6 Image directe et image réciproque

1. Image directe : Soit f : £ — F une application et A un sous-ensemble de F
(A C E). On définit 'image directe de A par 'application f le sous-ensemble

f(A) de F :
f(A) ={f(z) € F/x € A}.
Remarque 2.3. (a) f(0) = 0.
(b) Soit a de E, alors f({a}) = f(a).
Exemple 2.7. Soit l’ensemble A = [—1,2] et

fR—=>R
x> 322 + 2.
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On a

f(4) = {yeR/ze A}

{y e R/x € [-1,2]}
[2,5] U[2,14]

— [2,14].

2. Image réciproque : Soit f : F — F une application et A un sous-ensemble
de F' (B C F). On définit I'image réciproque de B par 'application f le
sous-ensemble f~!(B) de F :

/7 (B) = {x € B/f(2) € B}.

Remarque 2.4. (a) f71(0) = 0.
(b) Soit b de F, alors f~*({b}) = {x € E/f(z) = b}.
Exemple 2.8. Soit l’ensemble B = [—1, 3] et

f:R—=R
Ry

On a

f7(B) = {zeR/f(x) € B}
= {zeR/f(z) €[-1,3]}
= {zeR/-1<f(z) <3}
= {zeR/-1<f@);n{zr eR/f(z) <3}
= {reR/-1<2>-1}n{r eR/2x* - 1< 3}
= {zeR/2*>0}n{reR/z* -4 <0}
= RN[-2,2]
= [-2,2].

3. Propriétés : Soit f : E — F une application. Soient E;, E5 deux parties de
E et F1, F5 deux parties de F'. Alors :

(a) By C By = f(Ey) C f(Es).

(b) f(E1U Ey) = f(E1) U f(Ea).

c) Fi CF,= f1(F) C fH(F).

(d) f[FURAUE) =Y (R)Uf(F)
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2.3.7 Exercices corrigés

Exemple 2.9. Soit f: R — R telle que f(z) = 2> —1

1. f ainsi définie est-elle injective ¢ surjective ¢

2. Soit a présent g : [1,+00[— [0, +00] telle que g(x) = x? — 1; montrer que g
est bijective et donner l’éxpression de sa réciproque.

Corrigé

1. Soit f: R — R telle que f(x) = 2% — 1.

(a)

(b)

Soient x1,72 € R, on a

fla) = flz2) = af—-1=a3-1
= 1] =1
= 2] —-25=0
= (x1 —x9)(x1 +22) =0
= (21— 22 =0)ou(zr;+x2=0)
= I =Ty0uT] = —Xo,

autrement dit, pour v1 = 3 et x5 = =3, on a f(3) = f(—3) = 8 mais
X1 # xo, donc f n’est pas injective.
Soit y € R, on a

fl@)=y = a"—1=y
= 2l=y+1,

si (y+1 < 0) cest-a-dire (y < —1) : l’équation f(x) = y ne posséde
pas de solution, par exemple pour y = —3, on a :

7 —1=-3=2%= -2

cette équation ne posséde pas de solution dans R et donc f n’est pas
surjective.

2. Soit g : [1,+00[— [0, +oo[ telle que g(x) = x? — 1.

(a)

Soient x1,x9 € [1,400[, on a

g(x1) =g(xs) = a7 —-1=a3-1

2 2
Ty = Ty

4

= 22 —25=0

= (x1 —x2)(x1 +22) =0

= (1 —x9=0)ou(x1+ 22 =0)

= X1 =T20UT1 = —T9

= x1 = Tocarxy, Ty > 1 (onrejette r1 = —x3)
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donc g est injective.
(b) Soity € [0,+00], on a

flay=y = 2—1=y
= P=y+1
= r==+\y+1,

on observe quey > 0=y+1>1= /y+1>1 clest-a-dire Jy +1 €
[1,4+00], et on rejette —/y + 1 & [1, +o0].

Done Yy € [0, +o0[, Jx =y + 1 € [1,+00] : tel que g(x) =y, a la fin
g est surjective.

(c) g est injective et surjective donc g est bijective et on écrit :
Vy € 10,400, Jz=+/y+1¢€][l,+o0,
gl@)=yer=9"(y =Vy+L

donc

g [0, +oo[— [1, +o00]
y—g ' (y) =vy+1

Exemple 2.10. Soit f: R — R telle que f(z) = 3%

1. f ainsi définie est-elle injective ¢ surjective ¢

2. Soit & présent g : [=1,+1] — [=1,+1] telle que g(x) = %5 ; montrer que g

est bijective.

Corrigé
1. Soit f: R — R telle que f(z) = gcQQL
(a) Soient x1,22 € R, on a
f(x1) = f(22) = xgg—cl—llzx;ifl
= 2x1(z5 + 1) = 2p(23 + 1)
= 29:@% +2r; = 2:621% + 224
= xlxg +x = xgx% + X9
= :le%—i-:cl—xgx%—xgzo
= T — Ty + x122(x9 —x1) =0
= (x1 —x2)(1 —2122) =0
= (1 —x9=0)ou(l —xz29 =0)
= T =To0ux1To =1,
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autrement dit, pour x; = 2 et xy = 3, on a f(2) = f(3) = % mais
1 # xo, donc f n’est pas injective.

(b) Soity € R, on a

2z
2 +1

= 2r=y(2*+1)
= yz’—2r4+y=0,

flx)=y =y

équation a résoudre en x : N =4 — 4y? = 4(1 — y?).
Dans le cas, siy < —1 ouy > 1, le A < 0, donc U'équation f(x) =y
ne possede pas de solution, par exemple pour y =3, on a :

2z

2+1:3:>2:13:3(:E2+1):>3x2—2x+320,
X

A =4—4(9) = =32 <0, donc l’équation f(x) = 3 ne posséde pas de
solution x dans R, autrement dit y = 3 ne posséde pas d’antécédent par
f et donc f n’est pas surjective.

2. Soit g: [—1,+1] = [-1,+1]; g(z) = mg—L
(a) Soient x1,2z9 € [—1,+1], on a

) =gl = o=
= 271(23 + 1) = 215(2] + 1)
= 23:13:% + 221 = 23:29:% + 229
= xlxg + 1z = xgxf + 29
= x1x§+x1—x2x§—x2:0
= X1 — Ty + T12T2(Ty —x1) =0
= (x1—x2)(1 —m122) =0
= (r1—x2=0)ou(l —x129 =0)
= T1 = T2,

on enléve (supprime) x1xo = 1 car, st x1x9 = 1 = 11 = 33_12 (avec x1 # 0
et xo # 0) et puisque VYo € [—1,41], c’est-a-dire =1 < 29 < 1= a1 =
é >loux = $—12 < —1 impossible car x1 € [—1,+1].
Puisque

Vo, xg € [—1,+1], g(x1) = g(x2) = 1 = X9,

donc g est injective.
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(b) Soity € [—1,+1], on a

2x

= 2r=y(2*+1)
= yr?—204+y=0,

=Y

AN =4 —4y* = 41 — y?) et comme y € [—1,+1], alors I’équation
f(z) =y (yx* —2x +y = 0) possede deux solutions,telle que

2+ /4(1 —y?) _ 1+ /(1 —19?
2y

r; = } |
Lo 2VAO-) 1=V -w)
2 o - .
On a
- 1+m:(1+ =) (1 — VO —9)
y(1—+/(1—19?)
= (1_<1_y2>) _ Y
y1—/(1—12) (1-/0-32)
- 1-— (1—y2):(1—\/W)(1+\/m)

y y(1+ /(1 —y?)
(1-(1-9%)

_ y
y(1+/(1=12) (Q+/0—-y?)

comme y € [—1,41], donc on prend x5 € [—1,+1] et on rejette 1 car

DoncVy € [—1,41], Iz = 29 =
a la fin g est surjective.

1—
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