Equations différentielles ordinaires (EDO)

Premiére partie : Notions fondamentales, existence et unicité des solutions

Chap 1 : Préliminaires :
Définition 1.1

On appelle équations différentielles, les équations dont les inconnues
sont des fonctions d’une ou de plusieurs variables, ces équations com-
portant non seulement les fonctions elles mémes, mais aussi leurs
dérivées.

Si les fonctions inconnues dépendent de plusieurs variables, les équa-
tions sont dites aux dérivées partielles, dans le cas contraire, c’est a
dire quand on considére des fonctions d’une seule variable indépen-
dante, les équations sont appelées équations différentielles ordinaires.

Dans ce qui suit nous ne nous intéresserons qu’aux équations dif-
férentielles ordinaires ; et a chaque fois nous omettrons le mot ordi-
naire pour ne parler que d’équations différentielles.

Définition 1.2

Soit f: D — R une application définie sur un domaine D de I’espace
R"*2 4 valeurs dans R.On appelle équation différentielle scalaire
d’ordre n, une équation

dx d"z
E’ seey w)
On appelle solution de cette équation, une fonction ¢ : I — R ;

t— ¢(t) définie et n—fois dérivable sur un intervalle I, borné ou
non, de R et telle que

f(t, =, =0 (1.1)

do(t) — d"¢(t)

a) vVt € I, (t,¢(t), T g )e D
b VeI, f(t (1), %t), dZ‘fff)) —0

Définition 1.3

On dit que I’équation est sous forme normale (ou résolue par rap-
port a la dérivée d’ordre supérieur) si on peut ’écrire sous la forme
suivante

d"x dx g

W:g( ,.T,E,,W) (I2)

Définition 1.4

Soient f1,..., fq , d fonctions f; : D; — R définies sur des domaines
D; de R+,



On appelle systéme différentiel d’ordre p, un systéme de la forme

dx dxg dPx dPxgy _
fl(t,l’l...l‘d,T;7...,Ttd7..., dtpl"" dtpd) =0
................................. (1.3)
dx dz dPx dPxg\ _
fd(t,ml...xd,T;,...,T;Z,..., dt1’17"' dtpd) =0

Une solution de (I.3) est un ensemble de d fonctions ¢q,...¢4 : I — R
; t— ¢;(t) deéfinies et p—fois dérivables sur un méme intervalle I,
borné ou non, de R et telles que

Q) Vi, Y T, (£ 61(t), s a(t), d‘ﬁ;t(t),..., d‘bjt(t),..., dpftlp(t),...dpf:p(t)) €D
d d d d
b) VZ7 Vt € IJ fl(t7¢1(t)77¢d(t)7 ¢;t(t)77 qi;t(t)aa pjtlp(t)7"' p(q;tdp(t)) =0

Remarque 1.5
La famille (f;) ¢ = 1,...,d définie en fait une application f de
RI*@+Dd dans RY ; et une solution définie en fait sur I un vecteur
@(t) de composantes ¢;(t) i = 1, ...,d ; de sorte que (1.3) peut s’écrire
plus simplement

dx dPx

— e ——) = 1.3
) =0 (1)

f(t7 x’

ou x € R%.
Quitte a considérer des vecteurs, on peut donc se contenter d’étudier
une seule équation.

La proposition suivante montre qu’il suffit méme d’étudier une équa-
tion du premier ordre.

Proposition 1.6

Toute équation différentielle scalaire d’ordre n est équivalente a une
équation différentielle du premier ordre avec des fonctions a valeurs
dans R™.

Démonstration
Soit (F) I’équation
dx d"z
t,x,—, ., —— ) = E
f(,l‘,dt’ ’dtn) ( )
d dn—l
Posons z1 = x , oo = d—f ) ey Ty = dtT*gf et soit (S) le systéme



A?f::$2
dry _
e~ P
(S)
dzn—1<_
dt T
flt,z,x x dm—n):
sy ULy L2y eeey b,y dt

Si ¢(t) est une solution de (E), ¢ : I — R, ¢ est n—fois dérivable et

(t, o(t), %f), dr;fﬁt)) €D, Vel

Sion pose 61(1) = 0(1) , 6a(t) = “00 _4,(1) =

vecteur (¢1(t),...¢n(¢t)) est évidemment solution de (.5).

Réciproquement, si (11 (t),...10,(t)) est une solution de (S) et si on
pose ¥(t) = 1(t) alors 1(t) est une solution de (F).

Nous nous intéresserons aux équations sous forme normale et nous

d¢n71
dt

, le

d
étudierons donc les équations ditc = f(t,z) ou (t,z) e Q C R x R"
(Q ouvert).
définition 1.7

d
Soit ditc = f(t,z), une équation différentielle on z € R™ |
f:RxR® - R" et ¢ une solution définie sur un intervalle I.

do(t)
TR fto(t) Vte

ie ; ¢ est une fonction, ¢ : I — R" et telle que
1.

a) On appelle courbe intégrale (ou trajectoire de ¢) I’ensemble
des points (¢, ¢(t)) ot t parcourt I, c’est un ensemble de points de
R x R"™.

b) L’ensemble R x R™ ot sont définies les courbes intégrales s’appelle
espace des phases élargi.

¢) On appelle orbite I’ensemble des points ¢(t), ou ¢t parcourt I,
c’est un ensemble de points de R™.

d) L’ensemble R™ ou les solutions prennent leurs valeurs s’appelle
espace des phases.

Exemple
Soit ’équation
d*x

EF?‘%JTZZO (L4)



ouz € R.

d
En posant 71 =z, x3 = ot x = ( 1 ) léquation (I.4) est
dt T2
équivalente au systéme
d:IIl
1
dt
vy B (I1.5)
e~
ax _ _( X))\ _ [ =
ouﬁ—f(X),avec f(X)= ( Bx) )=\ Za )

asint

Les solutions de (I.5) sont X (t) = < acost

(I1.4) sont z(t) = Asint + Bcost).

Les courbes intégrales sont des courbes de R3, les orbites, des courbes
de R2?, projections des courbes intégrales.

Définition 1.8

Soit O un ouvert de R" et f : O —=R™ ; =z +— f(x) une fonction.
L’équation différentielle

) , (les solutions de

dz

- —r=[) (1.6)

est dite autonome par ce que son second membre ne dépend pas
(explicitement) de ¢. ('ouvert Q est de la forme Q = RxO).

Définition 1.9

On appelle équation différentielle périodique, une équation différen-
tielle = f(t, ) dont le second membre f est périodique en t.

ie; It >0tqVt, f(t+T,x) = f(t,x).
Définition 1.10
On dit que I'équation différentielle 2 = f(t,2) est une équation
linéaire dans R” si elle est de la forme

z(t) = A(t)x(t) + b(t) (1.7)
ou A(t) € L(R™,R™) est une fonction matricielle continue de ¢ et
b(t) est un vecteur de R™, continu de ¢.
L’équation (1.7) est dite homogeéne si b(t) = 0, non homogéne ou
avec second membre dans le cas contraire.

#(t) = 0 est toujours une solution de I’équation homogéne x =
A(t)z ;on I'appelle la solution triviale de cette équation.



Définition 1.11

Soit f: Q= R"™ ; (t,x) — f(t,z) (resp. f: O —-R™ ; x> f(x))
une application d’un ouvert @ C R x R” (resp. O CR"™) dans R™ est
x = f(t,z) (resp. = f(z)) une équation différentielle.

Si zp € R™ est tel que (¢, x0) € Q entraine f(¢,x0) = 0 (resp. zg €
O et f(zg) = 0). On dit que xy est un point critique ou point
d’équilibre ou point singulier.

# ¢(t) = zo Vt € I est une solution constante de I’équation différen-
tielle donnée, on lappelle une solution stationnaire (ou point
stationnaire).

Définition 1.12

On appelle champ de vecteurs dans un domaine D de R" la donnée
en tout point  de D d’un vecteur F'x).

On appelle équation différentielle autonome associée a ce champ,

Pequation %% — F(z)

équation — = F(x).

4 dt

Exemple

Soit ’équation
d’x
— +z=0 E
dt? * (E)

Cette équation est une équation autonome dont le champ de vecteurs

est donné en tout point z = ( ﬁl ) de R? par f(z) = ( 2 ) .
2

—I

Le “point zg = < 8 > = 0, origine des coordonnées de R?, est un
point d’équilibre du systéme.

Le seul fait de tracer le champ de vecteurs donne souvent une idée
des orbites.

Chap 2 : Résultats fondamentaux :

Probléme de Cauchy

Soit 2 (2 =1 x O) un ouvert de R x R et f:Q — R"™ ;

(t,z) — f(t,x) une application continue. Considérons I’équation
différentielle

r = f(t,) (I1.1)

On appelle probléme de Cauchy relatif aux conditions initiales (tp, z¢) €
Q, la recherche des solutions z(t) de 1’équation (I7.1) telles que
x(to) = .



Proposition 2.1

Pour qu’une fonction z : I — R"™, dont le graphe est dans Q (ie; (¢, z(y)) €
Q, Vt € I), soit une solution de 'équation différentielle

= f(t,z) (I1.2)

avec z(tg) = xo ; (to, o) € Q5 to € I, ou f est une fonction continue
de 2 dans R™, il faut et il suffit qu’elle soit continue et que

Vtel; x(t) = mo—i—/f(s,x(s))ds (I1.3)

to

Démonstration

CN: z(t) étant solution de ’équation différentielle est continue par
hypotheses, donc la fonction composée f(t,z(t)) est aussi continue
et donc intégrable. L’équation (/1.2) donne par intégration

z(t) = xo —|—/f(s,x(s))ds

d’ou le résultat énoncé, puisque x(ty) = xp.

CS: z(t) étant continue par hypotheéses, il en vas de méme de f (s, z(s)).
Le second membre de (I1.3) est donc dérivable. Par conséquent il
en vas de méme du premier. D’ou par dérivation z(t) = f(t,z).
Rappels

Définition

Soit X un espace topologique, Y un espace métrique et E une partie
de F(X,Y) (ie; E est un ensemble d’applications de X dans V).

1) Soit @ € X, on dit que E est équicontinu au point a si pour
tout € > 0, il existe un voisinage V de a tel que 'on ait pour tout

feE, §f(V) <e. (6(f(V)) =diametre de f(V)).

2) Lorsque de plus X est métrique, on dit que F est uniformément
équicontinu si pour tout € > 0, il existe un n > 0 tel que pour tout
[ € E, onait (d(z,y) <n) = (d(f(x), f(y)) <e).

Théoréme d’Ascoli (pour R™)

Soit X un espace métrique compact et H C C(X,R"). L’ensemble
H est relativement compact dans C(X,R™) si et seulement si, H est
équicontinu et uniformément borné.



Théoréme 2.2 (th. de Cauchy-Péano)

On suppose que la fonction f est continue dans un voisinage du point
(to,xo) dans = Iy x R™, alors il existe un intervalle Jy voisinage
de to dans Iy, et une fonction = € C1(Jy) tels que Vt € Jy,

z(t) = f(t,z(t)) et z(tg) = 0.

(ie ; il passe au moins une solution par le point (tg, o))
Démonstration

Nous allons le faire dans le cas ou Iy = [tg,tg + T, le cas général
s’en déduit aisément.

Nous allons chercher Jy sous la forme Jy = [to,to + 1] ;1 > 0.

Remarquons d’abord qu’il nous suffit de démontrer ’existence d’une
fonction = € C([tg, to + 7)) telle que

¢
Vit € [to, to+7]; z(t) = xo—i—/ f(s,z(s))ds (I1.3") (voir proposition 2.1)
to

Considérons un voisinage de (tp,zo) de la forme
Vo ={(t,z) : t € [to,to +n] et ||z — xo|| < e} dans lequel la fonction
f est définie et continue. Posons

M= t,
Qe f (o)l

en réduisant au besoin la valeur de 7, on peut supposer que nM < €.

Donnons nous maintenant un réel h > 0 ; on définit les fonctions
xp et Ty, sur [tg — h,to + 1] [to, to + 1] par :

Pour t € [tg — h,to] ; zn(t) = zo
et pour t € [to,to +n] Tn(t) = zn(t — h)

on(t) = w0+ [ £(s,3a(s))ds

On vérifie aisément que pour

t€lto,to+n) s [[Zn(t) — ol <e 5 [lzat) —wol| < M(t —to) <& ;
[ (t) — 2n(s)l| < M(t — s).

La famille des fonctions x;, est donc une famille de fonctions équicon-
tinues et uniformément bornée sur [tg,to + 1] ; d’apres le théoréme
d’Ascoli, on peut extraire une suite h, convergeant vers 0 quand



n — oo telle que T}, converge uniformément vers une fonction = €

C([to,to+n]). Comme on a de plus  max ||Zx(t) — zp(t)| < Mh,
t€[to,to+n]

on en déduit que zp, converge uniformément vers x sur [to,to + 7],
et par suite f(-,Z,(-)) converge uniformément vers f(-,z(-)) sur
[to, to + n]. En passant & la limite dans la relation

t
Vt € [t(),t(] + 7’]] 5 Th, (t) =9+ /f(&ffhn (s))ds
to

on obtient la relation (I1.3").
Fonctions lipschitziennes
Définition 2.3

a) On dit que la fonction f : Q — R™ est lipschitzienne par rapport
a x, s’il existe un nombre réel positif & tel que

v(tvl'l) €N 5 V(Tf,l‘g) €N 3 ||f(t,$1) - f(taxQ)” < k ||$1 - 1‘2” (114)

ou 2 est un ouvert de R x R™.

b) On dit que la fonction f est localement lipschitzienne par rapport
a x, si tout point (tp,zo) de  posséde un voisinage appartenant a
Q et dans lequel f est lipschitzienne par rapport a x.

Applications contractantes
Définition 2.4

Soit E un espace métrique. Une application f : E — FE est dite
contractante s’il existe un nombre réel £ ; 0 < k < 1 tel que pour
tout couple (z,y) de points de FE, on ait

d(f(x), f(y)) < kd(z,y) (I1.5)

Proposition 2.5 (Th. du point fixe)

Toute application contractante d’un espace métrique complet dans
lui méme posséde un et un seul point fixe.

Démonstration

Soit xp un point arbitraire de E. Montrons que la suite x,41 =
f(zn) ; (0 <n < 400) est de Cauchy.

On apourm>n>1
d($n7 mm) - d(fxnfla xmfl) S kd(xnfly mmfl)
et par n application successives du méme procédé on obtient

d(.Z‘n, m'm) S kd($0; mm—n) (116)



Grace a l'inégalité triangulaire, on a
d(z0; Tm—n) < d(wo,21) + d(T1,22) + oo + ATr—p—1, Trmn—n),

d’out en appliquant (11.5) un nombre suffisant de fois,

1
d(x0, Tm—n) < (I+k+k2+ """ Yd(zg, 21) < ——d(x0,21)

1—k
. k" .
De (I11.6) et (I1.7) on tire d(xy,Tmy) < 1% kd(mo,xl) et puisque
k’ﬂ
k<1, <1k:> — 0 quand n — 400, est la suite envisagée est de

Cauchy.

Puisque E est complet, il existe un y € E tel que z,, — y quand
n — +00. Mais puisque f est continue, on a

f(y) = lim f(x'n) = nli_{goxn—i-l =Y

n—o0

Le point y est donc bien un point fixe de 'application f.

Montrons qu’il est unique. Supposons qu’il existe z # y tel que
f(2) = z. On aurait

d(y,z) = d(f(y), f(2)) < kd(y,2) < d(y,=2).

ce qui est absurde.
Proposition 2.6

Si une certaine itérée d’une application d’un espace métrique complet
dans lui méme est contractante, alors 'application posséde un et un
seul point fixe.

Démonstration

Soit f : ' — E l'application considérée, et désignons par f,, cette
application itérée p — fois ; f, = fo fo..of (p-fois). Supposons
que f, soit contractante et posséde, en vertu de la proposition 2.5,
le point @ pour point fixe unique. On a alors

fpr1(a) = f(fp(a)) = f(a)
mais aussi ~ fp41(a) = fp(f(a)).

Donc fp(f(a)) = f(a) et f(a) est un point fixe de f,,. Mais puisque f,
ne posséde qu'un seul point fixe, a savoir a, il faut bien que f(a) = a.
Donc a est un point fixe de f. Montrons qu’il est unique. Tout point
fixe de f est un point fixe de f,. Il ne peut donc y avoir plusieurs
points fixes de f, puisqu’alors il y en aurait plusieurs pour f,, ce qui
est exclu.

(I1.7)



Tonneaux de sécurité
Définition 2.7

Nous appellerons tonneau de centre (o, o) tout ensemble de R x R™
du type

S={t:|t—to] <Ux{zx:|lz—a0| <7} ,1>0,r>0

La quantité 2] est la longueur du tonneau, r est son rayon. Un
tonneau est donc un produit cartésien d’un intervalle fermé par une
boule fermée. On D’écrira souvent S = I x B ou [ est l'intervalle et
B la boule.

Définition 2.8

Soit  un ouvert de R x R™ et une application f : Q — R™. Un ton-
neau sera dit tonneau de sécurité relatif a la fonction f, s’il est con-
tenu dans €2 et si r > M ou M est la borne supérieure de || f(¢, z)||
pour (t,z) € S.

Définition 2.9

Un tonneau sera appelé tonneau lipschitzien relatif a la fonction f si
cette derniére satisfait & une condition de Lipschitz sur le tonneau.

Proposition 2.10

Si f: Q2 — R” est continue, tout tonneau contenu dans 2 et de
centre (tg, o) contient un tonneau de sécurité de méme centre.

Démonstration

Soit le tonneau (I1.8) ci-dessus. La fonction f, étant continue, est
bornée sur S qui est compact. Soit M la borne supérieure de || f||
sur S. Soient

I'={t:|t—ty| <} avec 1" = min(l, %)
et B ={z:||z— w0l < MIl'}

Le tonneau S’ = I’ x B’ est un tonneau de sécurité, & condition qu’il
soit contenu dans . Or il Pest, puisqu’il est contenu dans S ; en

T T
effet sil’ = —,ona B =B ;sil' =1, cest quel’ < i et le rayon
MU' de B’ est inférieur a r.

Proposition 2.11

Si f:Q — R”™ est continue et localement lipschitzienne, tout point
(to, o) € Q est centre d’un tonneau de sécurité lipschitzien.

Démonstration

f étant localement lipschitzienne, (¢, zo) posséde un voisinage ou
f est lipschitzienne. Ce voisinage contient un tonneau lipschitzien

10

(I1.8)



de centre (tg,z). D’aprés la proposition 2.10, ce point est égale-
ment centre d’un tonneau de sécurité qui, parce que contenu dans le
précédent, est forcément lipschtzien lui aussi.

Théoréme local d’existence et d’unicité
Théoréme 2.12

Soit f: Q —R"™ ; (t,z) — f(t,z), ou Q est un ouvert de R x R™
, une application localement lipschitzienne en x et continue. A tout
point (g, o) € Q est associée une solution z : I — R™ de 'équation
différentielle

= f(t,x) (I1.9)

I est un intervalle fermé contenant ¢y comme point intérieur. Cette
solution est telle que z(ty) = xo. Toute autre solution y : J — R”
J CI; tg € Javec y(to) = xg est telle que Vt € J, y(t) = x(t).

Démonstration

Puisque d’apres la proposition 2.11, tout point (g, zg) € €2 est centre
d’un tonneau de sécurité lipschitzien S = I x B, il suffira, pour que le
théoréme soit démontré, que nous prouvions ’existence et I'unicité
d’une solution définie sur I et dont la trajectoire est dans S.

Nous supposerons que le tonneau S considéré ici est de longueur 21
telle que kI < 1, ou k est une constante de Lipschitz sur S.

I1 nous faut donc montrer 'existence et 'unicité d’une fonction z :
I — R™ vérifiant

¢
Vtel; z(t) = a:o—|—/ f(s,z(s))ds (voir proposition 2.1).
to

On vas procéder par la méthode des approximations suc-
cessives.

Soit C(I) ensemble des fonctions continues y : I — R™, définies sur
I'intervalle I du tonneau de sécurité lipschitzien S = I X B et dont
le graphe est dans S.

C(I) muni de la métrique de la convergence uniforme, d(z,y) =
sup ||ly(t) — z(¢)|| est un espace métrique complet.
tel

Définissons une application F comme suit

F:CI)—CI) ; y—Fly) == telle que
¢

vtel; z(t) zxo—i—/f(s,y(s))ds (I1.10)

to

11



Montrons qu’effectivement z € C(I).

Puisque z est continue, il suffit de montrer que le graphe de z est
dans S. Or

t
W@—xﬂ=(/ﬂawm% < Mt —to] < ML

Montrons que F est une contraction.

Soit y et 3y’ deux éléments de C(I) et z = F(y) ; 2/ = F(y'). Par
soustraction membre & membre des équations analogues a (171.10) et
qui définissent z et 2/, on a pour tout ¢t € I,

t

)= 20 = [ [fs.9s) = Fs.1/(9)] ds

to

t
dot ||2(t) — 2 (B)]| < /IIf(S,y(S)) — f(s,9'(s)] ds
to
La condition de Lipschitz fournie ensuite

I2(8) = 2 < & /Hy(S) —y'(s)llds

On peut majorer la norme sous le signe intégral par d(y,y’), ce qui
donne

2(8) = 2" ()]l < kd(y,y') [t — to| < kld(y,y')

Mais comme ces inégalités sont valables pour tout ¢ € I, on a enfin
d(z, z) < kld(y,y").

L’application F est donc bien contractante, puisque [ a été choisi tel
que kl < 1.

Le théoréme du point fixe (proposition 2.5) est applicable & F et
suffit & prouver le théoréme local d’existence et d’unicité.

La solution cherchée sera la limite uniforme de la suite d’approximations
définies par

t
xy (1) :xo—i-/f(s,xfl(s))ds n=0,1,2,...
to

et par une fonction de départ z{5(¢) quelconque dans C(I).

12



Corollaire

Dans les hypotheéses du théoréme 2.12; si (to,xo) est centre d’un
tonneau de sécurité lipschtzien S = I x B de longueur 2l,avec kl < 1,
ou k est une constante de Lipschitz sur S, alors il existe une et une
seule solution définie sur I tout entier et dont la trajectoire contient

(to, .730).

Théoréme globale d’existence et d’unicité

Soit & nouveau l’équation (I1.9) ( x = f(¢t,z) ). On dira qu'une
solution y :]a, §/[— R™ est un prolongement & droite d’une solution
x o, Bl— R™ si 5/ > B et siVE €la, B], x(t) = y(t).

On définit de méme un prolongement a gauche.

Une solution y : J — R™ de (11.9) sera appelée prolongement d’une
solution = : I — R”™ si I est un sous intervalle propre de J et si
Vtel, x(t) =y(t).

Définition 2.13

On appelle solution maximale, toute solution qui n’admet pas de
prolongement.

Théoréme 2.14

Toute solution d'une équation différentielle z = f(t,z) a sa trajec-
toire contenue dans celle d’une solution maximale au moins.

Démonstration
On ne suppose pas ici I'unicité des solutions

Soit .xzq : Inp =], Bo[— R™ une solution. On va définir une suite de
solutions

Ty :IV :]Oéo,ﬂ,,[% R™ ; V:Oa1727"'

telles que By < 81 < B2 < ... La solution x( étant supposée connue,
soit b, la borne supérieure des 3 tels qu’il existe un prolongement
de z, a droite sur Jag, 8[. Si cette borne n’existe pas, il existe un
prolongement de x, sur Jag, +00].

Par contre, si elle existe, ou bien elle est égale a 3, auquel cas on
arréte la suite des z,, ou bien on choisit une solution z, 41 telle que

1
by — ; < ﬁy+1 S by (1111)
Posons
— _ /
1= OSVL<J+OO]QO’5V[7]OZO’5 [
Ona:
Bopr < B (I11.12)
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La fonction z : I — R™ telle que
Viel,; z(t) =x,(t) = zpq1(t) = ..o v=0,1,2,....

est solution de I'équation différentielle.

Or cette solution est un prolongement de z, ; et donc 3 < b,.
cette derniere inégalité, jointe & (I1.11) et (I1.12) permet d’écrire

1
ﬁ/ S bl/ < ﬁ/ + -

v
Donc b, — ' quand v — 400. On en conclut que .z :|ag, 5/[— R"™
n’admet pas de prolongement vers la droite, car si elle en admettait
un, tous les b, seraient supérieurs a un nombre strictement plus
grand que (.
Un raisonnement analogue pour la gauche suffit & montrer I’existence
d’une solution maximale.
Théoréme 2.15
Soit f: Q —R™ ; (t,x) — f(t, z), ou £ est un ouvert de R x R"
, une application localement lipschitzeinne en = et continue. A tout
point (tg, zg) € § est associée une solution maximale z : I — R™ de
'équation différentielle x = f(t,x), solution telle que z(ty) = zo.
Démonstration

Ce théoréme généralise le théoréeme 2.12. L’existence d’une solution
maximale, au moins, résulte précisément de ce théoréme 2.12 qui af-
firme I’existence d’une solution x telle que x(tp) = x¢ et du théoréme
2.14 qui affirme que la trajectoire de cette solution est incluse dans
celle d’une solution maximale.

Il reste & démontrer 'unicité de cette solution maximale.

Supposons qu’il existe deux solutions maximales = : I — R™ et
y:J — R" telles que z(tg) = xo = y(to), avec tg € IN.J. L’intervalle
I N J est ouvert, non vide.

Montrons que Vt € INJ , z(t) = y(t).

Le théoréme 2.12 dit qu’il existe un intervalle contenant ¢ sur lequel
x(t) = y(t). Supposons qu’il existe dans I N J un ¢* > ¢y tel que
x(t*) # y(t*). Soit alors

T=inf{te INJ, t>ty; z(t) #y(t)}

Les solutions z(t) et y(t) étant continues, on a z(7) = y(7). Le
théoreme 2.12 affirme l'existence d’un intervalle contenant 7 sur
lequel z(t) = y(t), ce qui contredit la définition de 7. Donc il n’existe
pas de point tel que t*. On démontre de méme qu’il n’existe pas de
point analogue a gauche de tg.

Montrons maintenant que I = J.
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Posons I =]y, 1| et J =|11, 74|, et supposons, pour fixer les idées,
que 74 > To. S’il en était ainsi, x admettrait un prolongement a
droite et donc ne serait pas maximale, ce qui est absurde.

Remarque 2.16

Les résultats des théorémes d’existence et d’unicité local et global,
s’étendent au cas d’une équation scalaire d’ordre n et méme au cas
d’une équation vectorielle du n°™€ ordre.

Considérons a cet effet une fonction f: Q@ — R® ; (¢, uq,...u,) —
f(t,ug,...up), ot Q est un ouvert de R x (R®)" et ou les u; sont des
vecteurs de R®. Soit alors I’équation différentielle

y™ = f(t,y" Y, Ly ) (I11.13

et aprés qu’on ait posé y* 1 =z, ; 1 < k < n, Soit

il = T2
:i'g = I3
(IT.14)
i'nfl = T
d"n = f(taxnaxnflwnxl)

le systéme du premier ordre qui lui est équivalent. Si on utilise la
n

norme ||z|| = > ||«;||, le caractére lipschitzien, ou localement lip-
i=1

schitzien du second membre de ce systéme correspond & une inégalité

du type,

n n
||f(t,mn,xn,1, wxy) — ftal, xl g, x’l)H—l—Z |z — 2] < kz |l — 2| .
=2 i=1

Pour qu’il existe un £ telle que cette inégalité soit vérifiée, il faut et
il suffit qu’il existe un &’ tel qu’on ait

n
||f(t,mn,:cn_1, wxy) — fltxh, zh x'l)H <k Z |z — ]| -
i=1

Théoréme 2.17

Si le second membre du systéme (I7.14) est continu et localement
lipschitzien en = dans €2, alors & tout point (f,Zn,0,...21,0) €
est associée une et une seule solution maximale y(t) de I’équation
différentielle (I71.13), solution telle que

y(to) = 1.0 ; ¥ (to) = 2,0 - ¥V (to) = T

15



Définition 2.18 (solutions globales)

Soit Q = J x O un ouvert de R x R™ (J est un intervalle ouvert de R
et O est un ouvert de R") ; et f: Q@ — R™ ; (t,2) — f(¢,x), une ap-
plication de ©2 dans R™. On appelle solution globale de I’équation
différentielle z = f(t,2), une solution définie sur I'intervalle J tout
entier.

Remarque 2.19

Toute solution globale est maximale, mais la réciproque est fausse.

Exemple

Soit I’équation, sur 2 =R x R,
=2 (E)

Cherchons les solutions de (E).

On a d’une par £ = 0 est une solution.

Si « ne s’annule pas, (F) s’écrit = dt, d’on par intégration

et (t) _

= cet z(t) = .

z(t) t+c

Cette formule définie en fait deux solutions, définies respectivement
sur | — oo, —¢| et sur | — ¢, +00[. Ces solutions sont maximales mais
non globales. Dans cet exemple z(t) = 0 est la seule solution globale
de (E).

Conditions suffisantes pour qu’une solution maximale soit
globale

Théoréme 2.20

Soit f: Q — R™ ; (t,x) — f(t,x), une application continue sur
un ouvert produit Q = J x R", ou J C R est un intervalle ouvert.
On suppose qu’il existe une fonction continue k : J — R telle que
pour tout ¢ fixé, t € J, application x — f(¢,x) soit lipschitzienne
de rapport k(t) sur R™. Alors toute solution maximale de I’équation

x = f(t, ) est globale.

o
dx?

Démonstration

Soit (tg,zg) € J x R™ et I = [tog — T, to + T’] un intervalle compact

quelconque contenu dans J. Comme {2 = J x R™, on peut choisir un

tonneau de sécurité de rayon 1y = +oo. L’application F définie dans

la démonstration du théoréme 2.12, opére donc sur ’espace complet

C(Z). Soit K = max k(t), Vapplication f est par hypothéses

te[to—T,to-‘rT/]

K —lipschitzienne en x sur [to — T, tg+T"'] x R™. L’application FP est
1

lipschitzienne de rapport —K?(max(7,7"))? sur C(Z), donc contrac-
p!

tante pour p assez grand. Ceci implique que la solution (unique) du
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probleéme de Cauchy est définie sur tout intervalle [to—T, to+1"] C J,
donc définie sur J tout entier.

Points critiques

Soit @ un point critique de I'équation différentielle x = f(¢,z). Si
(to,a) € , la solution maximale issue de ce point est constante
égale a a.

A un point critique correspondent donc une ou plusieurs solutions
maximales constantes.

Les trajectoires correspondantes sont des segments de droites est les
orbites sont réduites & un point.

Théoréme 2.21

Dans les hypothéses du théoréme 3.15 si a est un point critique
auquel correspond une solution maximale a : I — R"™, il n’existe pas
de solution z ni de temps 7 € I tels que z(t) — a quand t — 7.

Démonstration

Le théoréme est vrai, car s’il existait une telle solution et un tel
temps 7, 'unicité des solutions ne serait pas respectée.

Remarque 2.22

On conclut du théoréme 2.21 que si a :]a, f[— R™ est une solution
maximale correspondant & un point critique a, et si une autre so-
lution tend vers a, ce ne peut étre que pour t — o out — 3. En
particulier, si la solution maximale a est définie pour tout ¢, aucune
solution ne peut tendre vers a si ce n’est pour ¢ — +o0.

Equations autonomes
Soit O un ouvert de R” et f : O — R" ; x — f(z) une fonction.
Considérons 1’équation différentielle autonome

z = f() (I1.15)

Théoréme 2.23
Six :|m, To[— R™; ¢t +— x(t) est une solution maximale de I’équation
(11.15), alors pour tout ¢ € R,

2 :m—ce,mo—c[= R t—a*(t) =xz(t+¢)
est aussi une solution maximale de la méme équation.
Démonstration

Pour tout ¢ €]71, T2 on a




donc pour tout ¢t €1y —¢, 72 —c[on a

%(t +e) = fa(t+) = f(z"(t)).
Mais d d d(t + c) dz*
E(t—kc) = E(t‘FC) T at ().
On donc bien
da*

— () = *(t))-
()= fla* (1)
11 va de soi enfin que z* n’admet pas de prolongement.
Remarque 2.24

Deux fonctions telles que z(t) et *(¢) dans le théoréme ci-dessus,
sont deux paramétrisations différentes d’une méme orbite.

Nous appellerons orbite maximale toute orbite correspondant & une
solution maximale.

Théoréme 2.25

Soit f : O — R™ et I'équation différentielle + = f(x). Dans les
hypothéses du théoréme global d’existence et d’unicité, il passe par
tout point de O une et une seule orbite maximale.
Démonstration

Il est évident qu’il passe une orbite maximale par tout point de O.
Montrons qu’il n’en passe qu'une, ou plus précisément, que si deux
orbites maximales passent par un point de O, elles coincident.
Soient donc z(t) et y(t) deux solutions définissant deux orbites et
telles que z(t1) = y(t2). Nous savons que z*(t) = z(t + t1 — t2)
représente la méme orbite que x(t). Or x*(t2) = x(t1) = y(t2). Les
deux solutions z* et y ont méme condition initiale en ¢5. Donc elles
coincident et on a y(t) = x*(¢) pour tous les t ou ces fonctions sont
définies. Or si x est maximale, il en va de méme de z*. Donc si y est
maximale, y et £* sont définies sur le méme intervalle. Il s’en suit
que y(t) correspond a la méme orbite que z(t).

Chap. 3 : Dépendance par rapport aux conditions initiales
Quelques notions et définitions

Soit I’équation différentielle f : Q@ — R™ ; (¢,x) — f(t,z), o Q
est un ouvert de R x R" ; et

= f(t,x) (I11.1)

I’équation différentielle qui lui est associée.
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Supposons satisfaite les hypothéses du théoréme globale d’existence
et d’unicité (V(to, o) € Q, il existe une et une seule solution maxi-
male z(t) de (I1.1) telle que z(tg) = xo.).

L’ensemble de ces solutions est spécifié par une fonction qui s’écrit :
x: A= R"; (tto,x0) — x(t;to, o) (I11.2)

L’ensemble A s’obtient de la maniére suivante : un point (¢; o, zo) €
A si (to,xz0) € Q et t € J(tg,x0), ou J(tg, o) est lintervalle sur
lequel est définie la solution maximale de condition initiale (¢, zo).

Nous appellerons la fonction (I71.2), la solution exprimée en fonction
des conditions initiales de I’équation (II11.1).

Proposition 3.1

On a pour tout (tg,zg) € Q ; z(t;to,x0) = xo ; et pour tout point

de A5 2201, to,20) = £t (1 10, 0).

Démonstration
Evidente.
Théoréme 3.2 (théoréme local de continuité)

Si f est continue et localement lipschitzienne en x, alors tout point
(th,xy) € Q est le centre de deux tonneaux S = I x B et §' =
IxB ; BCcB,ScQ, S5 CQ,tels que z(t; tg, xo) existe et soit
continue sur I x I x B’ et ait ses valeurs dans B.

Démonstration (par la méthode des approximations successives)

On sait que tout point (tj,z() € Q2 est centre d’un tonneau lip-
schitzien contenu dans . En diminuant sa longueur sans changer
son rayon, ajustons-le pour que

r

L=

et 2kl <1 (I11.3)

ot M est un majorant de || f(¢, «)|| sur le tonneau et k une constante
de Lipschitz également sur le tonneau. Désignons ce dernier par
S = I x B. Enfin, choisissons pour S’ = I x B’ le tonneau de méme

r
centre (t(,x(), de méme longueur et de rayon r’ = 7

Nous appellerons C(I) '’ensemble des fonctions continues de I — B
et le munirons de la métrique de la convergence uniforme correspon-
dant & la distance d définie pour tout y; ,y2 € C(I) par
d(y1,y2) = sup ly1(8) — w2 ()] -
€

Cet espace est complet car R™ est.
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A tout point (tg,zo) € S’ et a toute fonction y € C(I), faisons
correspondre une fonction z par I’équation

t
z(t) = xo + /f(s,y(s))ds (I11.4)
to
Montrons que, pour tout (tg,z) fixé, z € C(I). On a
t
a(t) = w0 — o+ [ Fls,u(s))ds (111.4)
to

et donc grace a (I11.3) et au fait que xg est dans B’ de rayon g,

r
128) = apll < llwo — gl + M |t —to| < 5 +2Ml=r

Donc Z(t) € B est est continue ; et par conséquent z € C([).

L’application considérée est donc une application F : C(I) — C(I) paramétrée
par (to,zo) € S’. Il est clair d’apres (I11.4) que pour y fixé y € C(I),
z = F(y) dépend contintment de (g, zo).

Montrons que F est une contraction.

Soit y et 3’ deux éléments de C(I) On a pour tout ¢t € I

t

zl(t):/f(s,yl(s))ds ; zQ(t):/f(s,yg(s))ds

to

d’ou grace a la condition de Lipschitz

() — 2] < /Wﬂ&m@h—f@wﬂﬁmﬁ

to
t
Sk/MMQ—m@W%
to

On peut majorer la norme sous le signe intégral par d(y1, y2), ce qui
donne

121 () — 22 ()| < kd(y1, y2) [t — to| < 2kld(y1,y2)

Mais comme ces inégalités sont valables pour tout ¢ € I, on a en-
fin d(z1,22) < 2kld(y1,y2). et comme 2kl < 1, il s’agit bien d’une
contraction.
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Le point fixe unique obtenu pour chaque (tg,zg) € S’ est bien la
solution de (I11.1) issue de xy au temps to. Elle dépend contintiment
de (to, o) au sens de la métrique de C(I). Donc x(t; to, o), considéré
comme définie sur I x I X B, est continue en (tg, xg) uniformément
pour ¢t € I ; et donc continue par rapport a ses trois arguments (pris
ensembles).

Définition 3.3

Considérons un ouvert ¥ C R”, un intervalle I C R et un point
to € I, tels que z(t;to, xo) soit définie pour tout zo € ¥ et tout
tel

L’ensemble {(¢, z(t; to, z0)) : t € I, zp € U} sera appelé tube de tra-
jectoires issu de ¥ a l'instant tg.

Considérons a nouveau le tonneau S’ = I x B’ de centre (t;, z;) du

théoréme 3.2. Le rayon de B’ était égal a g est la longueur de I a
21.

Considérons la boule B” = B(x, 7). Pour tout 2o € B”, la solution
x(t; 80, xo) existe sur I tout entier et est telle que,

|z (t; o, w0) — ol < M <

=3

11 en résulte que ||z(t;t), o) — zp]| < g et donc la fonction z(.;t(,.)
est & valeurs dans B’ dés que xzg € B”. Le tube de trajectoires
T = {(t,z(t;th,0)) : t € I, mg € B(x(, %)} est un ensemble ouvert
dans I x B’.

En effet, il est 'image réciproque de 'ouvert B(z, ;) par 'application
continue z(t(,.,.) : I x B" = R™; (tg,x0) — x(t(, to, xo). Pour tout
t € I, Pensemble {x(t;t),z0): xo € B(z(, %)} est 'image homéo-
morphe de B(zg, 7) par 'application z(t; ¢y, .) : B(zg, 7) — R™; 2 —
x(x(t; t), .). En effet cette application est bijective en vertu de 1'unicité
des solutions. Elle est continue en vertu du théoréme 3.2. En fin
I’application inverse est également continue, car on peut prendre
(t, z(x(t; ), .) pour condition initiale au lieu de (¢y,xo). Alors xg
apparait comme la valeur en ¢, de la solution issue de x au temps
t, et le théoréme 3.2 peut étre appliqué a nouveau. On a donc en
résumé ;

Proposition 3.4

Tout point € est le centre d’un tonneau S = I x B contenu dans {2
et possédant la propriété suivante :

"1l existe une boule ouverte B” C B telle que la réunion des
trajectoires issues de B” a l’instant ¢y constitue un tube de
trajectoires défini sur toute la longueur de I "
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Ce tube est ouvert dans S. Si I = [t1,ts], les images de B” par les
applications x(¢1,to,.) et (t2,t0,.) sont homéomorphes a B”. Nous
les appellerons respectivement bouts gauche et droit du tube.

Théoréme 3.5 (théoréme globale de continuité)

Avec les notations précédentes, si f(t,x) est localement lipschitzi-
enne en x est continue, la solution de (II1.1) exprimée en fonction
des conditions initiales x : A — R™ ; (¢;t0,x0) — x(;t0, o) est une
fonction continue.

Démonstration

Considérons dans 2 une trajectoire v allant d’un point (tg, o) a
un point (¢*,2*) et comprenant ses extrémités. Tout point de v est
centre d’'un tonneau semblable & celui mentionné a la proposition
3.4. L’ensemble de ces tonneaux constitue un recouvrement de - ;
mais puisque 7y est compact, on peut ramener ce recouvrement a un
recouvrement fini.

Soient (to, o), (t1,%1), -, (tn, Tn) = (t*,2*) les centres des tonneau
, eux méme désignés par la notation S; = I; x B; ; 0 < i < n.
Rien n’empéche de supposer que les I; ne se touchent que par leurs
extrémités. Soit ¢} 'extrémité gauche de I, to celle de Io, etc... A
chaque tonneau est associé un tube de solutions. L’intersection du
bout droit d’un tube avec le bout gauche du suivant est un ouvert
non vide de R™. En effet les deux bouts sont des ouverts de R"™ et
ont au moins le point x(t}; tg, o) en commun.

Supposons qu’on ait remplacé les tubes de Sy et S; par deux nou-
veaux tubes, réunion des trajectoires issues de l'intersection de leurs
bouts. On a donc constitué un nouveau tube défini sur Io U I;. On
fait de méme pour ce tube avec celui de Ss, et ainsi de suite jusqu’a
obtenir un tube unique 7', défini sur Iy U Iy U...U I,,.

Pour 1 <4 < n, désignons par T; ’ensemble des x de ce tube corre-
spondants a t = t,. On remarque que z(t;t,, z,) est fonction con-
tinue de t € I, et x,, € T}, la quantité ¢/, étant fixé. De méme z,, =
x(t);t),_1,xn_1) est une fonction continue de z,_; € T),_1, les quan-
tités t!, ¢, _, étant fixées. De méme x,,_1 = x(t),_1;t,_o, Tpn_2) est
une fonction continue de z,,—2 € Tj,—2, les quantités t),_,, t,_, étant
fixées. On continue de méme jusqu’a constater que x1 = x(t}, to, o)
est une fonction continue de (g, xg) € TNS, la quantité ¢} étant fixée.
En définitif, on constate que x(¢,tp, o) est une fonction continue,
par une application répétée du théoréme qui dit qu’'une fonction

continue d’une fonction continue est continue.
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Continuité par rapport a un parameétre

Si une équation différentielle dépend d’un parameétre A € R?, elle est
définie a partir d’une application du type

f:Y =R 5 (t,z,\)— f(t,z)), (I11.5)

ol  est un ouvert de R x R™ x R®.

L’équation différentielle sera notée
z = f(t,x) (I11.6)

et sa solution, exprimée en fonction des conditions initiales et du
parametre

x: N —R"; (tto, o, \) — z(t;to, zo, A) (I11.2)

Un point (t;tg, g, A) € A’ si (tg, o, A) € Q et sit € J(to, o, N), o0
J(to, xo, A) est Uintervalle sur lequel est définie la solution maximale
de condition initiale (¢g,xo) pour la valeur A du parametre.

Théoréme 3.6

Si la fonction f définie en (II1.5) est localement lipschitzienne en
(x,\) et continue, la solution z(t; g, 2o, A) est continue.

Démonstration

dA
On complete I’équation initiale (I71.6) par la suivante — = 0. On

obtient ainsi un systéme du premier ordre, localement lipschitzien en
(z,A) et continu dans Q'. Le théoréme 3.6 n’est autre que le théoréme
3.5 appliqué & ce nouveau systéme.

Le lemme de Gronwall
Lemme 3.7

Soit tg < t1 et soit f et p deux fonctions continues de [to,t1] dans
R. Si pour tout , f(¢) >0, u(t) >0 et

Ft) <a+b / F($)u(s)ds (I11.7)

oll a et b sont des constantes strictement positives, alors pour tout
t e [to, tl]

t

f(t) <aexp b/,u(s)ds (I11.8)

to
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## L’intérét de ce lemme est qu’il remplace une inégalité ou f(t)
intervient au premier comme au second membre par une majoration

de f(¥).
Démonstration du lemme

Multiplions les deux membre de (I11.7) par pu(t) et posons

o) = [ F(s)uts)ds

11 vient
v'(t) = pu(t)(a+bu(t))

En divisant les deux membres par a + bv(t) et en intégrant de ¢y a
t, on obtient

%Long)v(t) < /p(s)ds
a

ou encore

1+ Eu(t) < exp b/,u(s)ds
a

to

d’ou grace a (I11.7), 'inégalité cherchée.
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Série d’exercices N°1 d’Eq. Dif

EXO1 : Soit Q un ouvert de R x R* et f : Q@ — R™ | (¢t,z) — f(t,x)
une application de  dans R™. Montrer que si f est définie sur ) et posséde
des dérivées partielles premiéres, par rapport a z, continues, elle est localement
lipschitzienne par rapport a x, dans Q.

EXO2 : Soit © un ouvert de R x R™ et f : Q — R™ une fonction qui vérifie
les conditions suivantes :

a) f est localement lipschitzienne par rapport a z, sur .

b) f est continue par rapport a ¢, sur Q.

Montrer que f est continue sur 2.

EXO3 : Soit Q un ouvert de Rx Ret f: Q — R, (t,z) — f(t,z) une
fonction continue et décroissante en xz. Montrer que si deux solutions x1(t) et

d
x2(t) de 'équation différentielle d—f = f(t,x) sont égales pour ¢t = tg,elles le sont

pour tout t > tg.

EXO4 : Etudier I'existence et I'unicité des solutions de I’équation différen-

d
tielle d—j =z |z|.

EXO5 : On considére le probléme de Cauchy,

h M
Ty = —x1 + ATo + exp(At) cos(Axzq)
z1(0) =22(0)=0 , XeR , teR"

Etudier lexistence et 'unicité des solutions du systéme (1).

EXO6 : Soit € R", A(t) une matrice réelle d’ordre n, fonction continue
de t définie sur R et b(t) un vecteur de R™, fonction continue de ¢ défini sur R.
Les hypotheses du théoréme d’existence et d’unicité sont-elles satisfaites pour

I’équation différentielle

dx
i A(t)x + b(t)

Donner une condition suffisante pour que le second membre soit lipschitzien
en x.

Les solutions maximales de cette équation, sont-elles globales?

EXO7 : Montrer que toute solution maximale de I’équation différentielle

T =t\/1? + a2 , (t,x) e R xR,

est globale.
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EXOS : Soit 1’équation différentielle & = 22.

a) Cette équation admet-elle des points critiques? si oui lesquels?

b) Soit (tg, x¢) un point de R2. Suivant le signe de z¢, résoudre cette équation
et donner l'intervalle maximal sur lequel cette solution est définie.

c¢) Tracer quelques trajectoires de cette équation.

EXO89 : Soit I’équation différentielle 2" = xz”.
Montrer qu’il existe une solution maximale et une seule z(t), telle que
x(t), 2'(t), 2”(t) prennent des valeurs données en un point ¢y donné.

EXO10 : Soit I’équation différentielle

dﬁi vV st >0
dt | —V/—=z si <0

et posons z(ty) = .
Etudier I'existence est 1'unicité des solutions de cette équation.

EXO11 : Discuter I'existence et 'unicité des solutions de 1’équation dif-

férentielle 9
dz _ 7”3 si t#£0
dt 0 si t=0

EXO12 : Soit © un ouvert de R x R™ et f: Q — R™ |, (t,x) — f(t,z) une
fonction continue et lipschitzienne et I’équation différentielle qui lui est associée

dx
— = f(l,x
= J(t,)
Soit x : I — R™ et y : I — R”™ deux solutions de cette équation, définies sur un

intervalle fermé I = [t1,t2]. démontrer en utilisant le lemme de Gronwall, que
sito € I et six(to) =y(to), alors pour tout ¢ € I on a x(t) = y(¢).
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