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SÉRIES DE TD DE TOPOLOGIE

(100 exercices dont 64 sont obligatoires)
Les exercices précédés d’une étoile (‹) sont obligatoires.

1. Généralités sur les espaces métriques

‹ Exercice 1.1. Etant donné n P N˚, on considère d1 et d8 les applications de Rn ˆ Rn

dans R` définies par :

d1
`

px1, . . . , xnq, py1, . . . , ynq
˘

“

n
ÿ

i“1

|xi ´ yi|

d8

`

px1, . . . , xnq, py1, . . . , ynq
˘

“ max
1ďiďn

|xi ´ yi|

p@px1, . . . , xnq, py1, . . . , ynq P Rnq.

(1) Montrer que d1 et d8 sont des distances sur Rn.

(2) On prend n “ 2. Représenter graphiquement les boules ouvertes et les boules fermées
de R2 relativement à chacune de ces deux distances.

Exercice 1.2 (La distance euclidienne de Rn).
Soient n PN˚ et d2 : Rn ˆRn Ñ R` l’application définie par :

d2
`

px1, . . . , xnq, py1, . . . , ynq
˘

:“

˜

n
ÿ

i“1

|xi ´ yi|
2

¸1{2

p@px1, . . . , xnq, py1, . . . , ynq P Rnq.

(1) Montrer que pour tous a1, . . . , an, b1, . . . , bn P R, on a :

ÿ

1ďiďn
1ď jďn

`

aib j ´ a jbi
˘2

“ 2

¨

˝

n
ÿ

i“1

a2
i

n
ÿ

i“1

b2
i ´

˜

n
ÿ

i“1

aibi

¸2
˛

‚

(c’est l’identité de Lagrange).

(2) En déduire que pour tous a1, . . . , an, b1, . . . , bn P R, on a :
n
ÿ

i“1

aibi ď

˜

n
ÿ

i“1

a2
i

¸1{2 ˜ n
ÿ

i“1

b2
i

¸1{2

(c’est l’inégalité de Cauchy-Schwarz).

(3) En déduire que pour tous a1, . . . , an, b1, . . . , bn P R, on a :
˜

n
ÿ

i“1

|ai ` bi|
2

¸1{2

ď

˜

n
ÿ

i“1

a2
i

¸1{2

`

˜

n
ÿ

i“1

b2
i

¸1{2

(c’est l’inégalité de Minkowski).
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2 TOPOLOGIE

(4) Montrer que d2 est une distance sur Rn.

‹ Exercice 1.3 (La distance discrète d’un ensemble).
Soient E un ensemble non vide et d : E2 Ñ R` l’application définie par :

dpx, yq :“

#

0 si x “ y
1 si x ‰ y

.

— Montrer que d est une distance sur E.

‹ Exercice 1.4. Soit pE, dq un espace métrique. Montrer qu’on a pour tous x, y, z P E :

dpx, zq ě |dpx, yq ´ dpy, zq| .

‹ Exercice 1.5. Soit pE, dq un espace métrique et soient d1, d2 et d‹ les applications de E2

dans R` données par :

d1 :“ minp1, dq

d2 :“
d

1 ` d
d‹ :“ arctan d.

— Montrer que d1, d2 et d‹ sont des distances sur E.

‹ Exercice 1.6. Soit pE, dq un espace métrique.
— Montrer que pour tous x, y P E, avec x ‰ y, il existe deux réels strictement positifs r
et s tels que :

Bpx, rq X Bpy, sq “ H.

Exercice 1.7 (Produit fini d’espaces métriques).
Soient n P N˚ et pE1, d1q, pE2, d2q, . . . , pEn, dnq des espaces métriques. On pose E :“ E1 ˆ

E2 ¨ ¨ ¨ ˆ En et on considère d : E2 Ñ R` l’application définie par :

d
`

px1, . . . , xnq, py1, . . . , ynq
˘

:“ max
1ďiďn

dipxi, yiq p@px1, . . . , xnq, py1, . . . , ynq P Eq.

— Montrer que d est une distance sur E.

Exercice 1.8 (Produit dénombrable d’espaces métriques).

Soit tpEi, diquiě1 une famille (dénombrable) d’espaces métriques. On pose E :“
`8
ź

i“1

Ei et

on considère d : E2 Ñ R` l’application définie par :

d
`

pxiqiě1, pyiqiě1

˘

:“
`8
ÿ

i“1

arctan dipxi, yiq

2i p@pxiqiě1, pyiqiě1 P Eq.

— Montrer que d est une distance sur E.
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2. Généralités sur les espaces topologiques

‹ Exercice 2.1. Soit X “ ta, b, c, du un ensemble à 4 éléments et soit la famille de PpXq

suivante :

τ :“
"

H , X , tau , tbu , ta, bu , ta, cu , tb, du , ta, b, cu , ta, b, du

*

.

(1) Montrer que τ constitue une topologie sur X, puis donner les ouverts et les fermés
de l’espace topologique pX, τq.

(2) Déterminer les ensembles suivants :
˝

tb, cu , tb, cu ,

˝

tc, du , tc, du ,

˝

tb, c, du , tb, c, du et Frptb, c, duq.

‹ Exercice 2.2. On pose E :“s0,`8r et pour tout réel positif α, on pose θα :“sα,`8rĂ E.
On considère τ la famille de parties de E donnée par :

τ :“
␣

H
(

Y
␣

θα , α P R`
(

.

(1) Montrer que τ constitue une topologie sur E.

(2) Déterminer les fermés de l’espace topologique pE, τq.

(3) Donner (sans démonstration)
˝

A et A dans chacun des cas suivants :

A “s0, 1r ; A “

„

1
2
,`8

„

; A “N˚.

(4) Montrer que pE, τq n’est pas séparé.

Exercice 2.3 (Examen de rattrapage de l’année 2014-2015).

Soient E :“s0,`8r et τ :“
␣

E, θα :“s0, αr pavec α ě 0q
(

.

(1) Montrer que τ constitue une topologie sur E.

(2) Déterminer les fermés de l’espace topologique pE, τq.

(3) Donner (sans démonstration)
˝

A et A dans chacun des cas suivants :

A “s0, 1r ; A “

"

2
3

*

; A “N˚.

‹ Exercice 2.4 (La topologie cofinie).

Soient X un ensemble non vide et τ la famille constituée de l’ensemble vide et de toutes
les parties de X dont le complémentaire est fini.

(1) Montrer que τ constitue une topologie sur X.

(2) Que devient τ lorsque X est fini ?

(3) Montrer que si X est infini alors il n’est pas séparé.

Exercice 2.5. Soit pE, τq un espace topologique fini et séparé.
— Montrer que τ est forcément la topologie discrète de E.

N.B : On dira plus simplement que tout espace topologique fini et séparé est discret.
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3. Notions de base de Topologie générale

‹ Exercice 3.1. Soient A et B deux parties d’un espace topologique pX, τq. Montrer les
propriétés suivantes :

(1) A Ă B ñ A Ă B.

(2) A X B Ă A X B.

(3) A Y B “ A Y B.

‹ Exercice 3.2. Soient A et B deux parties d’un espace topologique pX, τq. Montrer les
propriétés suivantes :

(1) A Ă B ñ
˝

A Ă
˝

B.

(2)

˝

A X B “
˝

A X
˝

B.

(3)

˝

A Y B Ą
˝

A Y
˝

B.

‹ Exercice 3.3. Soit A une partie d’un espace topologique pX, τq. Montrer les formules
suivantes :

(i) AXA “

˝

AXA ; (ii) AX

˝

A “ AXA ; (iii) FrpAq “ A X AXA.

‹ Exercice 3.4. Soit pX, τq un espace topologique et soient A et B deux parties de X.
Montrer que si A est un ouvert, alors on a :

A X B Ă A X B.

‹ Exercice 3.5. Soit pX, τq un espace topologique et soient U et V deux ouverts disjoints
de X. Montrer qu’on a :

˝

U X

˝

V “ H.

‹ Exercice 3.6. Soit pX, τq un espace topologique. Pour tout x P X, on désigne par Fx

l’ensemble de tous les voisinages fermés de x. Montrer que X est séparé si et seulement si
on a :

@x P X :
č

VPFx

V “ txu.

‹ Exercice 3.7. Soit pX, τq un espace topologique et soit D une partie de X. Montrer que
D est dense dans X si et seulement si tout ouvert non vide de X rencontre D.

Exercice 3.8. Soit pX, τq un espace topologique et soient A et B deux parties de X qui
sont toutes les deux partout denses. On suppose de plus que A est un ouvert de X.
— Montrer que A X B est partout dense.
+ Vous pouvez utiliser le résultat de l’exercice 3.7.

Exercice 3.9. Soit pX, τq un espace topologique et soient A et B deux parties de X.
Montrer les propriétés suivantes :

(1) FrpAq Ă FrpAq et Frp
˝

Aq Ă FrpAq.

(2) FrpA Y Bq Ă FrpAq Y FrpBq.
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Exercice 3.10. Soit pX, τq un espace topologique et soient A et B deux parties de X telles
que E “ A Y B. Montrer qu’on a :

E “ A Y
˝

B.

Exercice 3.11. Soit pX, τq un espace topologique et soient D un sous-ensemble dense dans
X et O un ouvert de X. Montrer qu’on a :

O Ă O X D.

Exercice 3.12. Soit pX, τq un espace topologique et soit A une partie de X. Montrer que
A rencontre tout sous-ensemble dense dans X si et seulement si A est d’intérieur non vide.

Exercice 3.13.
Définition : Un espace topologique est dit séparable s’il existe une partie de X qui soit
à la fois dénombrable et partout dense.

(1) Justifier que R (muni de sa topologie usuelle) est séparable.

(2) Soit pX, τq un espace topologique. Supposons qu’il existe une base B pour τ qui soit
dénombrable. Montrer que X est séparable.



6 TOPOLOGIE

4. Limite, continuité, topologie induite et topologie produit

‹ Exercice 4.1. Soit X un ensemble non vide muni de sa topologie discrète. Montrer qu’une
suite d’éléments de X est convergente ssi elle est stationnaire (i.e., constante à partir d’un
certain rang).

‹ Exercice 4.2. Soient pX, τq un espace topologique et punqnPN une suite d’éléments de X.
Pour tout k PN, on pose Ak :“ tun, avec n ě ku.
— Montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence de punqn est égale à

č

kPN

Ak.

— En déduire que cet ensemble est un fermé.

‹ Exercice 4.3. Soient pX, τq et pY, τ1q deux espaces topologiques et f : X Ñ Y une applica-
tion. Montrer que f est continue ssi on a :

@A P PpXq : f pAq Ă f pAq.

Exercice 4.4. Soient pX, τq et pY, τ1q deux espaces topologiques et f : X Ñ Y une applica-
tion. Montrer que f est continue ssi on a :

@B P PpYq : f ´1pBq Ă f ´1pBq.

‹ Exercice 4.5. Soient pX, τq un espace topologique et A une partie non vide de X. Montrer
les deux équivalences suivantes :

A est un ouvert de X ðñ Tout ouvert de pA, τAq est un ouvert de pX, τq (1)

A est un fermé de X ðñ Tout fermé de pA, τAq est un fermé de pX, τq (2)

‹ Exercice 4.6. Montrer que tout sous-espace topologique d’un espace topologique séparé
est séparé.

‹ Exercice 4.7. Soient pX1, τ1q et pX2, τ2q deux espaces topologiques et X “ X1 ˆX2 l’espace
topologique produit. Montrer que X est séparé ssi X1 et X2 sont tous les deux séparés.

‹ Exercice 4.8. Soient pX, τq et pY, τ1q deux espaces topologiques. Montrer que les deux
espaces produits X ˆ Y et Y ˆ X sont homéomorphes.

‹ Exercice 4.9. Soit pE, τq un espace topologique et soit ∆ :“
␣

px, xq, x P E
(

. Montrer que
E est séparé ssi ∆ est un fermé dans l’espace produit E ˆ E.

‹ Exercice 4.10. Soient pX, τq et pY, τ1q deux espaces topologiques, avec Y séparé et soit
f : X Ñ Y une application continue. Montrer que le graphe de f est un fermé dans l’espace
produit X ˆ Y.
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5. Espaces métriques

‹ Exercice 5.1. Soit X un ensemble non vide. Montrer que la topologie associée à la distance
discrète de X est la topologie discrète de X.

‹ Exercice 5.2. Montrer que toute boule fermée d’un espace métrique est un fermé.

Exercice 5.3. Soient pX, dq et pY, d1q deux espaces métriques. Soient aussi punqnPN une
suite d’éléments de X et ℓ un élément de X. Soient enfin x0 P X, y0 P Y et f : X Ñ Y une
application.

(1) Montrer que punqn converge vers ℓ dans l’espace métrique pX, dq ssi punqn converge
vers ℓ dans l’espace topologique pX, τdq.

(2) Montrer que f tend vers y0 lorsque x tend vers x0 en tant qu’application entre deux
espaces métriques ssi f tend vers y0 lorsque x tend vers x0 en tant qu’application
entre deux espaces topologiques pX, τdq et pY, τd1q.

(3) Montrer que f est continue en x0 en tant qu’application entre deux espaces métriques
ssi f est continue en x0 en tant qu’application entre deux espaces topologiques pX, τdq

et pY, τd1q.

(4) Montrer que f est continue sur X en tant qu’application entre deux espaces métriques
ssi f est continue sur X en tant qu’application entre deux espaces topologiques pX, τdq

et pY, τd1q.

‹ Exercice 5.4. Soit pX, dq un espace métrique et soient A et B deux parties non vides de
X. Montrer les propriétés suivantes :

(1) A Ă B ùñ dpx,Bq ď dpx,Aq p@x P Xq.

(2) dpx,Aq “ dpx,Aq p@x P Xq.

(3) r@x P X : dpx,Aq “ dpx,Bqs ðñ A “ B.

‹ Exercice 5.5. Montrer qu’une partie d’un espace métrique est bornée ssi elle est contenue
dans une boule ouverte.

‹ Exercice 5.6. Montrer que toute réunion finie de parties bornées d’un espace métrique
est bornée.

‹ Exercice 5.7. Soient A et B deux parties d’un espace métrique pX, dq. Montrer les pro-
priétés suivantes :

(1) A Ă B ùñ δpAq ď δpBq.

(2) δpAq “ δpAq.

Exercice 5.8. Soient pX, dq un espace métrique, A une partie de X et x un élément de X.
— Montrer que x est un point d’accumulation de A si et seulement s’il existe une suite
pxnqnPN d’éléments de A, tous distincts, qui converge vers x.

‹ Exercice 5.9. Etant donné n P N˚, montrer que les distances d1, d2 et d8 de Rn sont
équivalentes.
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‹ Exercice 5.10. On munit X :“s0,`8r des deux distances d et d1 suivantes :
• d est la distance induite de la distance usuelle de R.
• d1 est définie par :

d1px, yq :“
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
x

´
1
y

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p@x, y Ps0,`8rq.

— Montrer que d et d1 sont topologiquement équivalentes mais qu’elles ne sont pas équi-
valentes.

‹ Exercice 5.11. Soit pX, dq un espace métrique et soit d1 la distance de X définie par :

d1 :“
d

1 ` d
.

(1) Montrer que d et d1 sont topologiquement équivalentes.

(2) Supposons que X “ R et que d est sa distance usuelle. Montrer que d1 n’est pas
équivalente à d.

Exercice 5.12. Soient pX1, dp1qq, . . . , pXn, dpnqq des espaces métriques (où n P N˚) et soit
X :“ X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn, muni de la distance d8 définie par :

d8 : X ˆ X ÝÑ R`

ppx1, . . . , xnq, py1, . . . , ynqq ÞÝÑ max
1ďiďn

dpiqpxi, yiq
.

— Montrer que la topologie de X associée à sa distance d8 est la même que la topologie
produit sur X.
+ Commencer par caractériser les boules ouverte de pX, d8q.
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6. Espaces complets

‹ Exercice 6.1. Soient E :“s0,`8r et d la distance de E définie par :

dpx, yq :“ |ln x ´ ln y| p@x, y P Eq.

— Montrer que l’espace métrique pE, dq est complet.

‹ Exercice 6.2. Soit d la distance de R définie par :

dpx, yq :“ |arctan x ´ arctan y| p@x, y P Rq.

— L’espace métrique pR, dq est-il complet ?

‹ Exercice 6.3. En utilisant convenablement le théorème du point fixe, montrer que l’équa-
tion :

a

x2 ` 1 “ e2x ´ x ´ 1

possède une solution unique sur l’intervalle r0,`8r.

‹ Exercice 6.4. En utilisant convenablement le théorème du point fixe, montrer que le
système de deux équations :

#

sin x ` cos y “ 3x

cos x ` 2 sin y “ 4y

possède une unique solution dans R2.

‹ Exercice 6.5. Soit pE, dq un espace métrique et soit punqnPN une suite de Cauchy de E.
Pour tout x P E et tout n PN, on pose αnpxq “ dpun, xq.

(1) Montrer que pour tout x P R, la suite pαnpxqqn est convergente dans R.
Pour la suite, on définit :

f : E ÝÑ R
x ÞÝÑ f pxq :“ lim

nÑ`8
αnpxq .

(2) Montrer que f est continue.

(3) Montrer qu’on a inf
xPE

f pxq “ 0 et donner la condition sur punqn pour que cet infinimum
soit atteint.

‹ Exercice 6.6. Soit pE, dq un espace métrique.

(1) Montrer que toute intersection de parties complètes de E est une partie complète de
E.

(2) Montrer que toute réunion finie de parties complètes de E est une partie complète
de E.

‹ Exercice 6.7 (la réciproque du théorème de Cantor).
Soit pE, dq un espace métrique vérifiant la propriété des fermés emboîtés de Cantor.
— Montrer que pE, dq est complet.

+ Etant donnée une suite de Cauchy pxnqnPN de E, considérer la suite de fermés emboîtés
pFnqnPN de E, avec Fn :“ txn, xn`1, . . .u (@n PN).

‹ Exercice 6.8 (autour du théorème de Baire).
Soit pE, dq un espace métrique. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
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(i) Toute réunion dénombrable de fermés d’intérieurs vides est d’intérieur vide.

(ii) Toute intersection dénombrable d’ouverts partout denses est partout dense.

‹ Exercice 6.9. En utilisant le théorème de Baire, montrer que R n’est pas dénombrable.

‹ Exercice 6.10.

(1) Montrer que RzQ est une intersection dénombrable d’ouverts denses dans R.

(2) En se servant du théorème de Baire, en déduire que Q ne peut pas s’écrire comme
intersection dénombrable d’ouverts denses dans R.

Exercice 6.11. Soit pE, dq un espace métrique complet. On suppose que E est une réunion
dénombrable de fermés ; c’est-à-dire que E s’écrit : E “ Y`8

n“1Fn (avec Fn est un fermé de

E, pour tout n PN˚). On pose Ω :“ Y`8

n“1

˝

Fn.
— Montrer que Ω est dense dans E.
+ Appliquer le théorème de Baire pour les fermés F1

n :“ Fn X pEzΩq (n PN˚).
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7. Espaces compacts

‹ Exercice 7.1. Soit E un ensemble infini et τ sa topologie cofinie (voir l’exercice 2.4).
Montrer que E satisfait la propriété de Borel-Lebesgue mais qu’il n’est pas compact.

Exercice 7.2. Soit E un ensemble muni de sa topologie discrète. Montrer que E est
compact si et seulement s’il est fini.

‹ Exercice 7.3. Soient E un espace topologique séparé et punqnPN une suite d’éléments de
E qui converge vers un élément ℓ de E.
— Montrer que l’ensemble :

K :“ tun ; n PNu Y tℓu

est une partie compacte de E.

Exercice 7.4. Soit E un espace topologique séparé. Montrer les deux propriétés suivantes :

(i) Toute réunion finie de parties compactes de E est une partie compacte de E.

(ii) Toute intersection de parties compactes de E est une partie compacte de E.

‹ Exercice 7.5. Soient E un espace topologique séparé et A et B deux parties compactes,
non vides et disjointes de E.
— Montrer qu’il existe un voisinage U de A et un voisinage V de B qui soient disjoints.
+ Commencer par traiter le cas où B est un singleton puis généraliser en se servant de

ce cas particulier.

‹ Exercice 7.6. On munit R de sa topologie usuelle et on considère deux parties A et B de
R telles que A est compacte et B est fermée. On pose :

C :“ ta ` b ; a P A, b P Bu .

(1) Montrer que C est fermée.

(2) Monter que si B est compacte alors C est compacte.

Exercice 7.7 (Examen de rattrapage de l’année 2017-2018).
On munit R de la distance d définie par :

dpx, yq :“ |ex ´ ey| p@x, y P Rq.

(1) Déterminer explicitement la boule ouverte Bdp0, 1q.

(2) Montrer que l’intervalle s ´ 8, 0s est une partie fermée et bornée mais non compacte
de l’espace métrique pR, dq.

(3) Montrer que l’espace métrique pR, dq n’est pas complet.

Exercice 7.8. Soient E un espace topologique séparé et F un espace topologique compact
et soit f : E Ñ F une application.
— Montrer que si le graphe de f est fermé dans E ˆ F alors f est continue.

‹ Exercice 7.9. Soit pE, dq un espace métrique compact. Montrer que E est complet et
totalement borné.
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Exercice 7.10. Soit pE, dq un espace métrique complet et totalement borné. Montrer que
E est compact.

+ Justifier d’abord que cela revient à montrer que toute suite de E possède une sous-suite
de Cauchy. Soit donc S1 “ tx11, x12, x13, . . .u une suite de E. Montrer qu’on peut extraire de
S1 une sous-suite S2 “ tx21, x22, x23, . . .u qui soit contenue dans une boule ouverte de E de
rayon 1{2. Montrer ensuite qu’on peut extraire de S2 une sous-suite S3 “ tx31, x32, x33, . . .u

qui soit contenue dans une boule ouverte de E de rayon 1{3, . . .etc. Considérer au final la
suite diagonale S “ tx11, x22, x33, . . .u et montrer que c’est une sous-suite de S1 et qu’elle
est de Cauchy dans E. Conclure.

‹ Exercice 7.11. Soient pE, dq un espace métrique et A et B deux parties non vides de E.
On rappelle que dpA,Bq :“ inf

pa,bqPAˆB
dpa, bq “ inf

aPA
dpa,Bq.

(1) Montrer que si A est compacte, alors il existe a P A tel que dpa,Bq “ dpA,Bq.

(2) En déduire que si A est compacte et B est fermée, on a :

dpA,Bq “ 0 ðñ A X B ‰ H.

(3) Donner un exemple où A et B sont fermées et disjointes et telles que dpA,Bq “ 0.

Exercice 7.12. Soient pE, dq un espace métrique compact et f : E Ñ E une application
vérifiant :

d p f pxq, f pyqq ě dpx, yq p@x, y P Eq.

Pour tout n PN, on définit f n : E Ñ E par :

f n :“ f ˝ f ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f
loooooomoooooon

n fois

(avec la convention f 0 “ idE).

(1) Montrer que tout élément a de E est une valeur d’adhérence de la suite p f npaqqnPN.
— En déduire que f pEq est dense dans E.

(2) Montrer que tout élément pa, bq de E2 est une valeur d’adhérence de la suite p f npaq, f npbqqnPN

de E2.
+ Munir E2 de la distance d8 (par exemple) et introduire :

g : E2 ÝÑ E2

px, yq ÞÝÑ p f pxq, f pyqq
.

Montrer que g vérifie la même propriété que f (sur E2 au lieu de E) puis appliquer
le résultat de la question précédente.

(3) Conclure que f est une isométrie bijective.

Exercice 7.13. Soit pE, dq un espace métrique vérifiant la propriété : « de tout recouvre-
ment ouvert dénombrable de E, on peut extraire un sous-recouvrement fini ». Montrer que
E est compact.
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8. Espaces connexes

‹ Exercice 8.1. Soit pE, τq un espace topologique et A une partie connexe de E.

— Montrer que toute partie B de E, vérifiant :

A Ă B Ă A

est connexe. En particulier, l’adhérence d’une partie connexe de E est connexe.

‹ Exercice 8.2 (Le théorème du passage de la douane).
Soient pE, τq un espace topologique et A et B deux parties de E. On suppose que A est

connexe et que A rencontre à la fois l’intérieur et l’extérieur de B (i.e. A X
˝

B ‰ H et

AX

˝

AEB‰ H).

— Montrer alors que A rencontre la frontière de B (i.e. A X FrpBq ‰ H).

‹ Exercice 8.3. Soient pE, dEq un espace métrique complet, pF, dFq un espace métrique
connexe et f : E Ñ F une application continue et ouverte 1. On suppose que f satisfait
l’inégalité :

dF p f pxq, f pyqq ě k dEpx, yq p@x, y P Eq,

pour une certaine constance absolue et strictement positive k.

(1) Montrer que f est injective.

(2) (a) Montrer que si pxnqnPN est une suite de E telle que la suite p f pxnqqn est de Cauchy
dans F alors pxnqn est de Cauchy dans E.

(b) En déduire que f pEq est une partie fermée de F.

(c) En déduire que f est surjective puis que f est un homéomorphisme.

(d) Conclure que E est connexe.

‹ Exercice 8.4. Soit pE, dq un espace métrique compact. On suppose que l’on a pour tout
a P E et tout r ą 0 :

Bpa, rq “ Bpa, rq.

— Montrer que toute boule ouverte de E est connexe.

‹ Exercice 8.5. Soit pE, dq un espace métrique connexe, de distance bornée.

(1) Montrer que toute sphère de E est non vide.

(2) En déduire que pQ, | ¨ |q est non connexe.

1. Une application d’un espace topologique dans un autre est dite ouverte si elle transforme tout
ouvert (de l’espace topologique de départ) en un ouvert (de l’espace topologique d’arrivée).
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9. Espaces vectoriels normés

Pour tout ce qui suit, K désigne l’un des corps commutatifs R ou C et e.v.n est
l’abréviation de l’expression « espace vectoriel normé ».

‹ Exercice 9.1. Soit E un e.v.n sur K.

(1) Montrer que pour tous x, y P E, on a :

}x ´ y} ě

ˇ

ˇ

ˇ}x} ´ }y}

ˇ

ˇ

ˇ .

(2) En déduire que l’application

E ÝÑ R
x ÞÝÑ }x}

est continue (où R est muni de sa norme usuelle).

‹ Exercice 9.2. Soient E un K-e.v.n et λ P K.
— Montrer que chacune des deux applications

E2 ÝÑ E
px, yq ÞÝÑ x ` y et E ÝÑ E

x ÞÝÑ λx

est continue.

+ Remarquer que ces applications sont linéaires.

‹ Exercice 9.3. Soit E un K-e.v.n.
— Montrer que si H est un sous-espace vectoriel de E alors H l’est également.

‹ Exercice 9.4. Soient E un K-e.v.n et H un sous-espace vectoriel propre 2 de E.
— Montrer que H est d’intérieur vide.

Exercice 9.5. Soit E un K-e.v.n.
— Montrer que pour tout a P E et tout r ą 0, on a :

Bpa, rq “ Bpa, rq et

˝

Bpa, rq “ Bpa, rq.

‹ Exercice 9.6. Soit E un K-e.v.n.
— Montrer que tout sous-espace vectoriel F de dimension finie de E est un fermé.

‹ Exercice 9.7. Soit E un K-e.v.n de Banach.
— Montrer que E est ou bien de dimension finie ou bien de dimension infinie non dénombrable.
+ Utiliser le théorème de Baire en se servant des résultats des exercices 9.4 et 9.6.

Exercice 9.8. Soit RrXs le R-espace vectoriel des polynômes à coefficients réels et soit
} ¨ }8 : RrXs Ñ R` l’application qui associe à tout polynôme de RrXs le maximum des
valeurs absolues de ses coefficients.

(1) Montrer brièvement que } ¨ }8 est une norme sur RrXs.

(2) Montrer de deux façons différentes que le R-e.v.n pRrXs, } ¨ }8q n’est pas de Banach
(pour la première façon, vous utilisez la définition même d’un espace de Banach et
pour la seconde, vous utilisez le résultat de l’exercice 9.7).

2. C’est-à-dire que H ‰ E.
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Exercice 9.9. Soient E un R-e.v.n et f une forme linéaire non identiquement nulle sur
E. Montrer l’équivalence :

f est continue sur E ðñ Ker f est un fermé de E.

+ Pour montrer l’implication inverse, vous pouvez procéder par l’absurde en supposant
que Ker f est fermé mais que f n’est pas continue et suivre les étapes suivantes :

— Montrer (en utilisant la discontinuité de f ) qu’il existe une suite pxnqnPN de vecteurs
de E, vérifiant : | f pxnq| ą n}xn} (@n PN). En particulier f pxnq ‰ 0 (@n PN).

— Par suite, considérer la suite pynqnPN de vecteurs de E, définie par : yn :“ x0 ´
f px0q

f pxnq
xn

(@n PN). Vérifier que pynqn est une suite de Ker f et qu’elle converge vers x0.
— Conclure (en utilisant l’hypothèse « Ker f est un fermé de E ») que x0 P Ker f ; ce

qui donne une contradiction avec f px0q ‰ 0.

Exercice 9.10. Soient E un R-e.v.n et f : E Ñ R une forme linéaire continue 3 et non
identiquement nulle. Considérons x0 P E tel que f px0q ‰ 0.

(1) Montrer que l’on a : dpx0,Ker f q ą 0.

(2) (a) Montrer que pour tout y P Ker f , on a : | f px0q| ď ~ f ~ ¨ }x0 ´ y}.

(b) En déduire que l’on a :

~ f ~ ě
| f px0q|

dpx0,Ker f q
.

Exercice 9.11. Soient E un R-e.v.n et f un endomorphisme de E. On définit

A f :“ tx P E : } f pxq} “ 1u .

— Montrer l’équivalence :

f est continue ðñ A f est fermé.

‹ Exercice 9.12. On munit le R-espace vectoriel E :“ C 0pr0, 1s,Rq des deux normes } ¨ }1

et } ¨ }8 suivantes :

} f }1 :“
ż 1

0
| f ptq| dt

} f }
8

:“ sup
tPr0,1s

| f ptq|

p@ f P Eq. (3)

(1) Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes.

(2) Montrer que pE, } ¨ }1q n’est pas de Banach.
+ Utiliser la suite p fnqně2 de E, définie par :

fn : r0, 1s ÝÑ R

t ÞÝÑ fnptq :“

$

’

’

&

’

’

%

0 si t P r0, 1
2r

at ` b si t P r 1
2 ,

1
2 ` 1

ns

1 si t Ps1
2 ` 1

n , 1s

p@n ě 2q

(où a, b P R sont choisis de sorte que fn soit continue sur r0, 1s (i.e., fn P E)).

3. Bien entendu, R est muni de sa norme usuelle qui n’est rien d’autre que la valeur absolue.
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‹ Exercice 9.13. Soient E :“ C 0pr0, 1s,Rq et φ : E Ñ E l’application définie par :

φp f q : r0, 1s ÝÑ R

x ÞÝÑ φp f qpxq :“ 1
2

”

1 `
ş1

0 xext f ptq dt
ı

p@ f P Eq.

— Montrer que φ possède un unique point fixe dans E.

Exercice 9.14. Montrer que l’unique application continue f : r0, 1s Ñ R qui vérifie
l’équation intégrale :

f pxq “
1
2

ż 1

0
sin

`

x2 ` t2
˘

f ptq dt p@x P r0, 1sq

est l’application identiquement nulle.

Exercice 9.15. Soit φ l’endomorphisme du R-espace vectoriel E :“ C 0pr0, 1s,Rq, défini
par :

φ : E ÝÑ E
f ÞÝÑ

şx
0 f ptq dt .

— Montrer que l’endomorphisme φ2 ne possède pas de point fixe non trivial dans E (le
point fixe trivial est 0E).

‹ Exercice 9.16. On munit E :“ C 0 pr0, 1s,Rq de sa norme } ¨ }8 (i.e. la norme de la
convergence uniforme). Soit φ : E Ñ E, définie par :

φp f q : r0, 1s ÝÑ R
x ÞÝÑ φp f qpxq :“ xp1 ´ xq f pxq

p@ f P Eq.

— Montrer que φ P LcpE,Eq et calculer ~φ~.

‹ Exercice 9.17. On munit E :“ C 0 pr0, 1s,Rq de sa norme } ¨ }8 (i.e. la norme de la
convergence uniforme). Soient φ et Ψ les applications de E dans R définies par :

φ : E ÝÑ R
f ÞÝÑ f p1q ´ f p0q

et
Ψ : E ÝÑ R

f ÞÝÑ
ş1{2

0 f pxqdx ´
ş1

1{2 f pxq dx .

— Montrer que φ et Ψ appartiennent à LcpE,Rq puis calculer la norme de chacun d’entre
eux.

Exercice 9.18. Soient E le R-espace vectoriel E :“ C 1pr0, 1s,Rq et N1 et N2 les deux
applications de E dans R`, définies par :

N1p f q :“ sup
xPr0,1s

| f 1pxq| ` | f p0q|

N2p f q :“ sup
xPr0,1s

| f pxq| ` sup
xPr0,1s

| f 1pxq|
p@ f P Eq. (4)

— Montrer que N1 et N2 sont des normes sur E et qu’elles sont équivalentes.
+ Pour montrer l’équivalence de N1 et N2, utiliser le théorème des accroissements finis.

Exercice 9.19. SoientRrXs leR-espace vectoriel des polynômes à coefficients réels et } ¨ }8

la norme de RrXs définie par : }P}8 “ sup
tPr0,1s

|Pptq| (@P P RrXs). Considérons l’application :

N : RrXs ÝÑ R`

P ÞÝÑ NpPq :“ max
kPN

|Ppkqp0q| .

(1) Montrer que N est une norme sur RrXs.
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(2) Montrer que N est plus fine que } ¨ }8 (i.e. il existe α ą 0 tel que } ¨ }8 ď α ¨ N) mais
que N n’est pas équivalente à } ¨ }8.

(3) (a) Montrer que l’application :

φ : pRrXs,Nq ÝÑ pR, | ¨ |q

P ÞÝÑ φpPq :“
ş1

0 Pptq dt

est linéaire et continue.

(b) Déterminer la valeur exacte de ~φ~.

+ La formule de Taylor est d’une grande utilité pour toutes les questions de cet exercice.

Exercice 9.20. On munit le R-espace vectoriel E :“ C 0pr0, 1s,Rq de sa norme } ¨ }1, définie
par :

} f }1 :“
ż 1

0
| f ptq| dt p@ f P Eq

et on considère φ l’endomorphisme de E défini par :

φ : E ÝÑ E
f ÞÝÑ φp f q “ g , avec

g : r0, 1s ÝÑ R
x ÞÝÑ gpxq :“

şx
0 f ptq dt .

(1) Montrer que φ est continue et que ~φ~ ď 1.

(2) Montrer que l’on a précisément ~φ~ “ 1.
+ Considérer la suite p fnqnPN de E dont le terme général fn : r0, 1s Ñ R est défini

par :
fnpxq :“ ne´nx p@x P r0, 1sq.

N.B : On peut également considérer la suite phnqnPN˚ de E dont le terme général
hn : r0, 1s Ñ R est défini par :

hnpxq :“ np1 ´ xqn´1 p@x P r0, 1sq.

Exercice 9.21. On munit le R-espace vectoriel E :“ C 1pr0, 1s,Rq de sa norme } ¨ }8 (i.e.
la norme induite sur E de la norme de la convergence uniforme de C 0pr0, 1s,Rq) et on
considère l’application :

φ : pE, } ¨ }8q ÝÑ pR, | ¨ |q

f ÞÝÑ φp f q :“
ş1

0 x f 1pxq dx
.

(1) Montrer que φ est linéaire et continue et que ~φ~ ď 2.

(2) Montrer que l’on a précisément : ~φ~ “ 2.
+ Considérer la suite p fnqnPN de E dont le terme général fn : r0, 1s Ñ R est défini

par :
fnpxq :“ 2xn ´ 1 p@x P r0, 1sq.

Exercice 9.22 (Examen de l’année 2017-2018).
Soient E le R-e.v.n E :“ C 1pr0, 1s,Rq et } ¨ }8 sa norme de la convergence uniforme, qui
est définie par : } f }

8
:“ sup

xPr0,1s

| f pxq| (@ f P E). Considérons N : E Ñ R` l’application

définie par :

Np f q :“ | f p0q| `

ż 1

0
| f 1ptq| dt p@ f P Eq.

(1) Montrer que N est une norme sur E.
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(2) Montrer que l’on a } ¨ }8 ď N (c’est-à-dire : @ f P E : } f }
8

ď Np f q).
- Qu’est ce que cette inégalité entraîne à propos des topologies de E engendrées par
les normes } ¨ }8 et N ?

(3) Soit
φ : pE,Nq ÝÑ pR, | ¨ |q

f ÞÝÑ φp f q :“ f p0q ´ f p1
2q ` f p1q

.

(a) Montrer que φ est linéaire et continue.

(b) Montrer que l’on a précisément ~φ~ “ 1.

Exercice 9.23. Soit E un R-e.v.n et soient f et g deux endomorphismes de E, vérifiant
l’identité :

f ˝ g ´ g ˝ f “ idE (‹)

(1) Montrer par récurrence que pour tout n PN˚, on a :

f ˝ gn ´ gn ˝ f “ ngn´1 (‹‹)

(2) (a) En utilisant p‹‹q, montrer que g ne peut être nilpotent 4.

(b) En déduire, en se servant toujours de p‹‹q et du résultat de (2)(a), que l’un au
moins des deux endomorphismes f et g est discontinu.

(c) Conclure que E est forcément de dimension infinie.
— Retrouvez ce résultat plus simplement en utilisant seulement de l’algèbre
linéaire.
+ Procéder par l’absurde et utiliser la notion de « trace d’un endomorphisme ».

B. Farhi
E-Mail : bakir.farhi@gmail.com
Site web : http://farhi.bakir.free.fr/

4. On dit que g est nilpotent s’il existe k PN˚ tel que gk ” 0.
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