Université A. Mira - Béjaia 2020/2021
Faculté de Technologie MATHS 1
Département de Technologie: 1°°année

Corrigé T.D. N°4 : Fonctions Réelles

Exercice 1.

Calcul des limites:
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Comme la fonction z +— sinx n’admet pas de limite quand x tend vers (+00); on utilise
I’encadrement
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< zrz—-1<z+4+simnz<z+1

S r—1 < z+sinx < z+1
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Exercice 2.
flz) =

1 . Montrer que f est prolongeable par continuité en 0

lim f(z) = lim (& = D= c087) g (P.F.I)

z—0 z—0 sin

(e —1)(1 — cosx)
sin

, Dy={zeR, sine #0} =R —{kn/ k€ Z}

En appliquant le théoreme de I’Hospital, on trouve

lim f(z) = lim [t 1—con] = lim ¢

e’(1—cosz)+sinz(e®—1) _ 0 __ 0
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f n’est pas définie en 0 mais liH(l) f(z) = 0. Donc f est prolongeable par continuité en 0.
r—

2 . On note f le prolongement de f par continuité en 0 et est défini par:

jio {17 3 25U

3 . Montrer que I'équation f(z) = e* — 1 admet au moins une solution dans l'intervalle

I=[5%]
On pose g(z) = f(z) — e+ 1, x € [Z;2X]. g est continue sur [Z;2X] car  — f(z) et
x +— —e® + 1 sont continues sur E; %TW} (somme de fonctions continues).

Par ailleurs, il est facile de vérifier que

T 3T

— —) <0
o) o2
Donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires 3 a € | Z; 32 [ / g(a) = 0.
ouencore 3a € |53 / fla) =e*— 1.
Exercice 3.

?In(1+2) siz>0
f(x)_{o siz =0

Dy =R* et f(0)=0.
1 . Montrer que f est continue a droite en xq = 0.

li =1 2In(1+1) = P.E.I
Jim f@) = Jim 2 n (14 5) =0x00 (PE)

On pose
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e 1
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D’ou f est continue a droite en x5 = 0.
2 . f est elle de classe C! sur [0; —1—00[ ?

e f est dérivable sur }O; +oo[ car sur }0; +00 [, f est le produit et la composée de fonctions
dérivables.
e En 2y = 0:

i L@ SO 2?4 5) -0 xln(l—i—i) —0.

z—0+F x—0 z—0+ z—0 z—0+

Donc f est dérivable a droite en xy = 0 et f/(0) = 0.

Conclusion: f est dérivable sur [O; ~+00 [
La fonction dérivée de f est:

, 2x1n(1+%)—1+1l si x>0
f'(x) = =
0 si x=0

2x1n(1—|—l)—i si x>0

= {20 -5

e Continuité de f sur [O; +oo[.

si =0

Sur ]0; +00 [, f" est la somme de deux fonctions continues sur ]0; —i—oo[

T
z+1

1
x»—>2xln(1—|——) et T —
T

donc f’ est continue sur }0; +00 [
Par ailleurs:
i ! = i WDN_z]l_0=¢

Donc f’ est continue a droite en zo = 0; d’ou f’ est continue sur [0; ~+00 [

Conclusion: f est de classe C! sur [O; —i—oo[.

Exercice 4.

1 . En utilisant le théoréeme des accroissements finis, montrer que Vr € }0; Z [,

tanx > x



Soit f(z) =tanz, z € [0;2]. Ona f(0)=0.

f est continue et dérivable sur }0; %[ et Vo € ]O; 5 [, f(x) =1+ tan?z > 1.
On a donc f croissante et f(z) > f(0).

Soit x € }0;%[. On a

e f est continue sur [O; x}
e f est drivable sur }0; x[

D’apres le théoreme des accroissement finis (T.A.F),
Feel0zl / f(z) = f(0) = (z = 0) x f'(c)

autrement dit
Fcel0;z] / tanz =z (1+ tan’c) > z.

Finalement, Vx € ]O; 3 [, tanx > x.

2 . Soient a, b, c € R; en utilisant le théoreme de Rolle, démontrer qu’il existe x € ]0; 1|
tel que
dax® 4+ 3bx* +2cx =a+b+c

Soit f la fonction définie sur R par:
f)=at* + b’ + ct* — (a+ b+ c)t
On a f est continue sur [O; 1}, dérivable sur ]O; 1[ et telle que f(0) =0 = f(1).

En vertu du théoréme de Rolle 3 x € }0; 1[ tel que f'(z) =0
ou encore 3 x € }O; 1[ tel que 4ax® + 3bx® +2cx = a+ b+ c.



