Maths 1 Résumé : FONCTIONS REELLES D’'UNE VARIABLE REELLE

1 Deéfinitions et propriétés

Définition 1.1. Soit X C R, on appelle fonction réelle d’une variable réelle définie sur
I’ensemble X, toute application f de X dans R, qui a chaque point x € X fait correspondre
un seul élément y € R, on note :

fi: X—R
X est 'ensemble de définition de f.

Graphe d’une fonction (courbe représentative) :

Le graphe d'une fonction f: X — R est l'ensemble I'(f) défini comme suit :
L(f) ={(z, f(z)) /z € X}, I'(f) CR%
Opérations sur les fonctions :
Soient f,g: X — R, alors on définit :
- La somme : (f + g)(z) = f(z) + g(z), Yz € X.
- Le produit : (f.g)(z) = f(z).9(z), Vo € X.
- Le rapport : (g) () = @, Ve e X et g(z) #0.

g()

Fonction paire et impaire : Soit f: I — R, I C R, [ un intervalle symétrique par
rapport a zéro (ie, Vo € I, —x € I), alors :

- f est dite paire < Vr € I; f(—z) = f(x).

- f est dite impaire < Vo € I; f(—z) = —f(x).

Exemple 1.1. Cosinus est une fonction paire sur R, en effet : cos(—x) = cos(x),Vx € R.
Sinus est une fonction impaire sur R, en effet : sin(—z) = —sin(zx), Vo € R.

Fonctions périodiques : f est dite périodique sur son domaine de définition X <
dP >0/Vx € X : f(z + P) = f(z), avec z + P € X. La plus petite valeur positive de P
est appelée : période de f.

Exemple 1.2. Les fonctions sinus et cosinus sont 2w-périodiques. La fonction tangente
est m-périodique. Pour tout x € R et tout k € Z on a : cos(x + 2km) = cos(x), et P = 2w
est la période de la fonction cosinus définie sur R.

Fonctions bornées : Rappelons d’abord les notions de fonctions majorées et de
fonctions minorées :

Soit f: I — R, f(I) est alors ’ensemble de toutes les valeurs de f, alors :

- La fonction f est dite majorée sur [ <= f(I) est majoré, c’est a dire IM € R :
flz) < M,Vzx el

- La fonction f est dite minorée sur I <= f(I) est minor¢, c’est a dire Im € R :
f(z) >m,Vzel.

- La fonction f est dite bornée sur I <= f(I) est majoré et minoré a la fois, c’est

a dire 3 m,M € R tels que m < f(x) < M,Vz € I. 1l convient alors de retenir la
caractérisation suivante :

f est bornée <= JA > 0,Vx € I : |f(x)| < A.
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Exemple 1.3. sin(z) est une fonction bornée sur R.
En effet Vx € R : =1 < sin(z) < 1 autrement dit : Yo € R : |sin(z)| < 1.

1.1 Fonctions monotones :

Soit f: I — R, I CR, f est dite monotone si elle est croissante ou décroissante et on
a les définitions suivantes :

- [ est croissante si : Vay, 29 € I, 11 < 29 = f(x1) < f(22);

- [ est strictement croissante si : Vay, 29 € I, 1 < 9 = f(21) < f(x2);

-f est décroissante si : Vi, 29 € I, 21 < 29 = f(21) > f(22);

-f est strictement décroissante si : Vo, 29 € I, 11 < 29 = f(x1) > f(22).
Limite d’une fonction :

Définissons d’abord la notion d’un voisinage d’un point

Définition 1.2. : Une partie V() C R est un voisinage de x si elle contient un ouvert
la, b[ contenant z.

Définition 1.3. On dit qu'une fonction f, définie sur V' (zy) sauf peut étre au point x,
admet une limite [ au point x( si et seulement si :

Ve>0, 3dn>0; VeeV(ry), v#x(Jr—z <n=|f(z)—1 <e)
on dit alors que f tend vers [ lorsque x tend vers xz(, et on écrit

lim f(z) =1

T—rXQ

Remarquons que 7 est une constante positive qui dépend en général de € et de zy.

Exemple 1.4. Montrons que lim0(3:zc —-1)=-1
T—>

On veut avoir |f(z) — 1| = [3z — 1 — (=1)] = |3z| < €, ceci est possible dés qu’on a
|z — 20| =2 - 0] < §,icin= 3.

Donc Ve >0, dn=¢5,Vo#0, [z2-0/<§=[3r—-1-(-1)|<e
Remarque 1.1. f n’admet pas de limite au point xqg <= VI € R, Je > 0;Vn > 0; Jx tel
que 0 < |z —xzo| <met |f(z) =1 >

Attention : Si f admet une limite [ au point xg, alors cette limite est unique.
Exemple 1.5. Calculons la limite suivante : hH(l) sin(1).
T—>

1

T

) oscille entre —1 et 1; donc 1iIT(l] sin(1) n’existe pas car elle n’est
T

Lorsque & — 0, sin(
pas unique.

Limite a droite, limite a gauche :

- Pour x tend vers zy par " les grandes valeurs" , nous définissons la limite de f a
droite de zo par

liinf(x):ld@Ve>O, dn>0,Ve, zo<z<zo+n=|f(x)—l4 <e

T—=x(Q

-Pour z tend vers xy par "les petites valeurs", nous définissons la limite de f & gauche
de xg par

liinf(a:):lg<:>Ve>0, I >0,Ve, xo—n<z<zg=|f(r)—1] <e

T
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Théoréme 1.4. lim f(z) =1 <= lim f(z) = lim f(z), (=1, =14) .
T—T0 > <
T st:x >0

Exemple 1.6. Calculer glclir(l)m On sait que f(x) = |z| = { o sz <0

Calculons la limite a droite de 0 : lim f(z) = limz =0 = I,
> >
z—0 z—0
a gauche de 0 : lim f(z) = lim(—z) =0 = [,
< <

z—0 x—0

puisque Iy =, = 0 alors lim |z| =0
z—0

z+1 si:x2>0

r—1 si:x<0.°

dions sa limite au point 0. Nous avons lg = liin g(z) =lim(z+1)=1et [, =limg(x) =
> <

z—0 z—0 z—0

Exemple 1.7. Soit la fonction g définie comme suit : g(z) = Ftu-

lim(x — 1) = —1, puisque lqy # l; alors liII(l) g(x) n'existe pas.
< r—

z—0

Limites infinies : soit 2y € R
~lim f(z) =400 <= VA>0,In>0:0< |z — 9| <n = f(z) > A.

T—>XQ
~lim f(z) =—00<=VA>0,In>0:0< |z — 0| <n = f(z) < —A.
T—>XQ

lim  f( +00 <= VA>0,3B>0:2> B = f(z) > A.

r—>400

x) =
lim f(z)=—-00<=VA>0,3B>0:2>B = f(z) < —A.

r—>400

2 Fonctions continues

2.1 Continuité en un point

Définition 2.1. Soit f: I — R, I C R, f est continue en xy € I si lim f(x) = f(zo) :

T—rX0

Ve > 0,3dn > 0,Vz € I, |z — 20| <= |f(z) — f(x0)] < €]

Continuité a gauche, continuité a droite

-f, définie en x( et a droite de xg, est continue a droite de xy € I si h;n fz) = f(xg) :
T—>x0

-f , définie en x4 et a gauche de xg,est continue a gauche de xg € I si liin flz) =

f (o)

Remarque 2.1. Si liin flz) = ligl f(z) = f(xg), c’est la continuité de f au point z,

T—>XQ

Tr—>x0 Tr—rx0
tout simplement!

Exemple 2.1. Soit a étudier la continuité de g au point 0, avec :

(z) = l—z st:2>0
I =Y 142 si:z<0.
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A gauche de 0 : [, = ligl gx)=lim (14+2)=1

z—0 xi>0
A droite de 0 : [y = lim g(x) = lim (1—2) =1, et g(0) =¢g(1 —0) =1;
:ci>O xi>0

il vient que I, = Iy = g(0), ce qui assure la continuité de g au point xy = 0.
Remarque 2.2. f est dite discontinue en zy dans I'un des cas suivants :

-f n’est pas définie en zg;

- lim f(x) existe mais différente de f(zo);
T—>XQ

lim f(z) n’existe pas.
T—>XQ

Exemple 2.2. Soit a étudier la continuité au point xqg =0, de

{ sin(+) pour x # 0

fe) = 0 pour x = 0.

1
lim sin(1) neziste pas car elle n'est pas unique ( lorsque x — 0, sin(=) oscille entre -1

z—0 X
et 1), de ce fait f est discontinue au point 0.

2.2 Continuité sur un intervalle :

Définition 2.2. Une fonction définie sur un intervalle I est dite continue sur ce méme
intervalle si elle est continue en tout point xy € I. L'ensemble des fonctions continues sur
I est alors noté C(I).

2.3 Opérations sur les fonctions continues :

Soient f et g deux fonctions définies sur le méme intervalle I, et continues au point
xo € I, alors :
- Pour (o € R), la fonction af est continue au point .
-(f + g) est continue en zg, la fonction produit (fg) est aussi continue en z.

- Si g(zg) # 0, alors la fonction = est continue en .

-La fonction | f | est continue en x.

Continuité de la fonction composée :Soient f, g deux fonctions telles que f :
I — J g:J— R avec I,J CR.
Si f est continue en zp € I et g est continue en yo = f(z9) € J . Alors la fonction
composée go f: I — R est continue en xy € .

2.4 Prolongement par continuité :

Définition 2.3. Soit f: [ — R, définie sur [ sauf en zy € I. Supposons que f admette
une limite (finie), [ au point xg, alors la fonction f définie comme suit : |

f(a:):{ flz) si xel—{x}

l st x = xo

est continue en x, et f est le prolongement par continuité de f au point x;.
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Exemple 2.3. Soit h(z) = e pour x € R*, notons bien que h n’est pas définie au point
x = 0, 1l est possible de donner un sens a h au point O a travers son prolongement par
continuité, il suffit pour cela que lim0 h(x) existe.

T—>
En effet

Ainsi

h est le prolongement par continuité de h au point 0.

Théoréme des valeurs intermédiaires (appelé aussi :théoréme de la fonction qui
change de signe)

Théoréme 2.4. Soit f : [a,b] — R une fonction telle que :

-f est continue sur [a, b].

fla).f(b) <0

Alors e € |a, b] tel que : f(c) = 0.

Si de plus f est strictement monotone sur [a, b, alors ¢ est unique.

Exemple 2.4. Montrons que ['équation 23 + 2?> —x — 5 = 0, admet au moins une solu-
tion dans [—1,2]. Appliquons le théoréme des valeurs intermédiaires (T.V.I),a la fonction
f(x) =2 +2%—x—5, sur [—1,2]. f est polynomiale, elle est donc continue sur R, parti-
culierement sur [—1,2]. Nous vérifions aisément que f(—1)f(2) < 0. Le (T.V.I) assure :
dee]-1,2[/ f(e)=0.

3 Fonctions dérivables

Définition 3.1. Soit f: I — R, I C R.f est dérivable en z; si

i F@) = S (o)

T—rxQ T — ZL‘O

existe et finie.

Cette limite est appelée "dérivée de f au point xy", notée f'(xo).

3.1 Dérivée a gauche, dérivée a droite

-f est dérivable a droite, au point z( si :

lim fl@) = flao) existe et finie, alors lim Jlw) = fxo) = fy(x) (dérivée a droite)
> T — xo > Xr — l‘o
T—>T0 T—X0
-f est dérivable a gauche, au point xg si
lim @) = flao) existe et finie, alors lim @) = fo) = f;(l’o) (dérivée a gauche)
< T — X < T — Xp
T—>T0 T—X0

Attention : f est dérivable en z¢ <= f;(z0) = f;(xo) = f'(20).
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Exemple 3.1. Reprenons l’exemple de f(x) = |z|, définie sur R. Etudions sa dérivabilité
au point ro = 0. Rappelons que

-z stx <0

r stx >0
2| =

Le calcul de limites donne : f,(0) = liin 20 =1, et f,(0) = liin =20 = —1, comme

rz—0 z—0

f4(0) # £,(0) alors f(x) = |x| n'est pas dérivable au point 0.

Définition 3.2. Une fonction f définie sur I est dite dérivable sur I, si elle est dérivable
en tout point zy € 1. L’application

f+ I— R
T — f/(a:)

est appelée la fonction dérivée de f.

Dérivabilité et continuité :
f est dérivable en xy = f est continue en x(.(La réciproque n’est pas forcément
vraie).

3.2 Opérations sur les fonctions dérivables :

Proposition 3.3. Soit f et g deuz fonctions dérivables en xy € R, alors (af),a € R,
f+g et f.g, sont dérivables en xq. Le rapport i est dérivable en xq si g(xg) # 0. De plus :
g

1) (af) (@) = af (xo)-

2) (f+9) (o) = f(x0) + g (x0).

3) (f.9) /(l’o) =f /(xo) g(zo)+g ,(xo) (zo).
9 (L) (wo) = Homla ol mezn)f ()

9*(x0)

3.3 Dérivée d’une fonction composée

Soient f: I — Jetg:J— R, fdérivable en xy € I, et g dérivable en f(zq). Alors
gof : I — R est dérivable en xg et on a (gof) (xo) = f'(z0)g (f(x0)) -

3.4 Dérivée d’ordre supérieur

Soit f: I — R, une fonction dérivable sur I, alors f est dite dérivée d’ordre 1 de f.
Si f' est dérivable sur I, alors la dérivée seconde de f notée f* ou f® est définie par
f® = (f")". Ainsi de proche en proche, on définit la dérivée d’ordre n de f par

£ — (f(m))’ n>1, fO—y
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3.5 Fonction de classe C"

Définition 3.4. On dit qu’une fonction f, définie sur I est de classe C*(I), si elle est
dérivable sur I et f est continue sur I. f est dite de classe C™(I) ou n fois continuement
dérivable sur I, si f est n fois dérivable sur I et ™ est continue sur ce méme intervalle.

Définition 3.5. On note C*°([) : I'ensemble des fonctions n fois continuement dérivables
sur I,Vn € N.

Exemple 3.2. Les fonctions x — sin(z) et x — cos(x) sont C°(R), toutes leurs dérivées
successives existent et sont continues sur R.

3.6 Théorémes fondamentaux sur les fonctions dérivables

Théoréme 3.6. (Théoréme de Rolle) Soit [ : [a,b] — R, une fonction vérifiant les
conditions suivantes :

-f est continue sur [a, b].
-f est dérivable sur |a, b|
f(a) = f(b). Alors
Je € Ja, b] tel que f'(c) =

Théoréme 3.7. (Théoréme des accroissements finis) Soit f [a,b] — R, une fonc-
tion vérifiant :

-f est continue sur [a, b].
-f est dérivable sur ]a, b ; alors
= ()

de € Ja, b] tel que M

—a

Exercice 3.8. (continuité/dérivabilité) : Soit la fonction f définie sur R comme suit :

r2sin(L our x # 0.
floy={ pomt) powr e 7
0 pour x = 0.
1) Etudiez la dérivabilité de f sur R.
2) La fonction dérivée fsi elle existe, est elle continue sur R?

Corrigé
Sur R — {0}, f(z) = x%sin(2) est le produit de deux fonctions bien définies et déri-

vables sur R. Donc sur R — {0}, f'(z) = (xzsz'n(l)) = 2zsin(L) + 22 (53) cos(2).

f(@)—1(0)

2= = lim asin(L) =0,

-Dérivabilité au point 0 : lim
z—0 z—0
Par le théoreme de ’encadrement des limites, nous avons d’une part : pour z > 0 : —
< xsm(%) < x; d’autre part pour z < 0
z < wsin(t) < —z . Comme limo(—x) = limo( x) = 0, donc hmoxsm( ) = 0. Ce qui
T—> T—>
assure la dérivabilité de f en 0. Finalement f est dérivable sur tout R, et sa dérivée est
donnée par :
/ 2zsin(L) — cos () pour z # 0
[ )= ~
0 pour z =0
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2) f'(x) est elle continue sur R?

Sur R — {0}, f'(z) = 2xsin() — cos (1) est la somme de fonctions bien définies et

continues sur R — {0} .

-Au point 0 : lim f'(z) = lim 2xsin(2) —cos (1) = 0— lim cos(2); lorsque  — 0 cette
z—0 z—0 x x z—0 x

limite n’existe pas car elle n’est pas unique.

Finalement f n’est pas continue en x = 0. Pour conclure : f est dérivable sur R, mais

n’est pas de classe C'(R).

Reégle de I’Ho6pital pour le calcul de limites : Si h et g sont deux fonctions dérivables
I () h(zx) — h(a)

' T g(x) 9(x) — g(a)
aussi [ comme limite au point a.

admet

dans un voisinage de a et si admet une limite [ au point a, alors

—1
Exemple 3.3. Soit a calculer lim %
z—0  sin(x)
1 1-1 0
Nous avons lim COS.(JS) = = — F.1., utilisons la régle de l'hdpital : avec h(x) =
z—0  sin(x) 0 0

cos(x), g(x) = sin(x). / |
Done lim _ lim cos(x) — cos(0) :xlino (cos(a:)) e —sin(z)

a—0  sin(z) z—0 sin(x) — sin(0) sin(x) z—0 cos(z)

I

cos(x) —1

=0.
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