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Maths 1 Fonctions réelles & une variable

1 Fonctions réelles & une variable

1.1 Généralités sur les fonctions numériques

Soit X un intervalle de R.

1. On appelle fonction numérique définie dans un domaine X (on dit aussi
fonction réelle), toute application f telle que a chaque point x de X, on fait
correspondre un seul élément y de R. Et on écrit

f: X—=R

z i f(x),

X est le domaine de définition de la fonction f.

2. On appelle graphe d’une fonction f : X — R, ’ensemble
G(f) ={(z,y)/z € X ety = f(z)}.

3. Opérations sur les fonctions réelles Soient f,g: X — R.
(a) On dit que f est égale & g si et seulement si f(x) = g(z), Vo € X.

(b) On dit que f est inférieure ou égale a g si et seulement si f(z) < g(x),
Vo € X.

(c) On dit que f est supérieure ou égale & g si et seulement si f(z) > g(z),
Vo e X.

(d) La somme : (f + g)(z) = f(z) + g(x), Vo € X.
(e) Le produit : (f.g)(z) = f(z).g9(x), Vz € X.
(f) Le rapport : (%)(IE) = %, Ve € X et g(z) # 0.
4. Propriétés générales des fonctions

(a) Une fonction f: X — R est dite paire si :
Vee X, —v € Xona f(—x) = f(z).
Exemple 1.1. f(x) = cos(z) est paire car on a
F(~2) = cos(—2) = cos(z) = f(z).
(b) Une fonction f: X — R est dite impaire si :

Ve e X, —z € Xona f(—z) =—f(x).
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Maths 1 Fonctions réelles & une variable

Exemple 1.2. f(z) = sin(x) est impaire car on a
f(=z) =sin(—z) = —sin(z) = f(z).

(¢) On dit qu'une fonction f: X — R est périodique si o € R™™* tel que
i r4+acX,
i. f(z+a)= f(x).
La plus petite valeur positive de « est appelée la période de f.

Exemple 1.3. Les fonctions sinus et cosinus sont 2mw-périodiques. La
fonction tangente est w-périodique. Pour tout x € R et tout k € Z on
a : cos(x+2km) = cos(x), et a« = 27 est la période de la fonction cos(z)
définie sur R.

(d) Fonctions monotones. Soit f: X — R, f est dite
i. croisssante si Vay, x9 € X, 21 < a9 = f(21) < f(22);
ii. strictement croisssante si Vay, o € X, 21 < 29 = f(21) < f(x2);
iii. décroisssante si Va1, 29 € X, 11 < 29 = f(21) > f(x2);
iv. strictement décroisssante si V1,29 € X, 21 < 19 = f(x1) > f(x2).

Exemple 1.4. Les fonctions exponentielle exp : R — R et loga-
rithme In :]0, +oo[— R sont strictement croissantes.

(e) Fonctions bornées. La fonction f est dite
i. majorée sur X si IM e R: f(z) < M, Vr € X;
ii. minorée sur X si Im € R: f(x) > m, Vx € X ;
iii. bornée sur X si AM,n e R:m < f(x) < M, Vr € X ;
Exemple 1.5. La fonction f(z) = sin(x) est bornée car on a :

—1 <sin(z) <1,Vz eR.

Exemple 1.6. 1. f(z) = 2% est une fonction paire, Vo € R ;

2. f(x) = x est une fonction impaire, Vx € R ;

3. f(z) = H; est une fonction paire, Vx € R ;

4. f(x) = sin(x) est une fonction impaire, Vo € R ;
5. f(x) = ‘Wlm est une fonction paire, Vx € R* ;
6. f(x) = cos(x) est une fonction paire, Vo € R.
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Maths 1 Fonctions réelles & une variable

1.2 Limite d’une fonction
1.2.1 Limite en un point

Définition 1.1. Soit f : X — R une fonction définie sur un intervalle X de R.
Soit ¢ € R un point de X ou une extrémité de X. Le nombre [ est dit limite de
f lorsque x tend vers xq si

Ve>0,36=6(e) >0, Vo € X, [ |z —xo |< =] flz) =l |<¢€].

On dit aussi que f(x) tend vers [ lorsque z tend vers zg et on écrit [ = lim f(x).
T—T0

Remarque 1.1. N'oubliez pas que 'ordre des quantificateurs est important, on
ne peut pas échanger le Ve avec le 39 : le 6 dépend en général du e. Pour marquer
cette dépendance on écrit 0(e).

Exemple 1.7. 1. Montrer que la fonction f(x) = 7x — 3 admet pour limite

=11 enxz = 2.
On a
| fla)=1] = [(Tz=3)—11]
= [Tz —14|
— [ T@-2)|
= T7|lz—-2]|,
de plus
| flz)=ll<e = Tlx—2|<e
€
9 < =
= Jo-2l< s,
donc
‘v’6>0,35:;>O,VxER,[|x—2]<5:;:>|f(x)—11\<6].

2. Calculer la limite des fonctions suivantes :

. 2 g
lim (32 +2) — -7, lim(z — 12 0, lim 528 _p gy @ =9 ¢
T——3 z—1 z—0 X =2 x —3

}:1—>m2 (x;%;) =4, (ici (m;%;) n'est pas définie en 2).

Proposition 1.2. Si f admet une limite en un point xq, cette limite est unique.
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Maths 1 Fonctions réelles & une variable

Exemple 1.8. Calculer la limite des fonctions suivantes : hII(l) sin(%) n’est pas
—

unique, elle est entre [-1,1], donc elle n’existe pas.

Définition 1.3. Soit f une fonction définie sur un ensemble X de la forme
la, zo[U]x, ].

On dit que f a pour limite +00 en xy et on écrit lim f(z) = +o0o si
T—T0

VA>0,36>0,Vze X, [|z—uz|<d= flz)> Al

On dit que f a pour limite —oo en zg et on écrit lim f(x) = —oo si
T—T0

VA>0,36>0,Vz e X,[|z—m|<d= flz) < —A].

Remarque 1.2.

Soit la fonction f(x) = /x définie sur [0, +oo[. f est définie uniquement a droite
de 0, donc

Jim f(z) = lim f(z) = xlil?g f(@),
T—rxT(Q

d’ou la nécessité d’introduire les deux notions suivantes :

1. On dit que f a une limite a droite en zy si lim f(x) existe et finie.
>

T—x(Q

2. On dit que f a une limite & gauche en z si liin f(z) existe et finie.

T—rx(
Exemple 1.9. On a
l — to0, li =—
zlérj (x — )3 +00, Ilérj (x— 1)3 o0
Théoréme 1.4. lim f(x) eziste si et seulement si lim f(x) = lim f(z) = I
T—x0 > <
T—x() T—x()

(I € R) existe, finie et unique.

Remarque 1.3. lim f(z) # lim f(z) < lim f(z) n’existe pas.
> < T—=T0
T—xT() T—x()
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Maths 1 Fonctions réelles & une variable

Exemple 1.10. Soit la fonction f définie comme suit

f(x):{x siz >0

—x stx <O.

On remarque que
lim f(z) =limz =0
> >
x—0 z—0
et
lim f(z) = lim —z = 0,
zf)O ziO

donc la limite en 0 existe et égale a 0 c’est-a-dire lir% f(z) =0.
T—

Exemple 1.11. Soit la fonction g définie comme suit

(z) = r+1 stz >0
IWI=Y 21 siz<o.

On remarque que
limg(z) =limz+1=1
> >

rz—1 z—0
et
limg(z) =limz — 1= -1
zio sz

donc lim g(x) n’existe pas.
z—0

1.2.2 Limite en ’infini

Définition 1.5. Soit f : X — R une fonction définie sur un ensemble X de la
forme Ja, +-o00|.

Le nombre [ est dit limite de f lorsque x tend vers 400 si
Ve>0,3B>0,Vz € X, [z>B=| f(z)—1|<¢€].
On dit aussi que f(x) tend vers [ lorsque z tend vers +oc et on écrit [ = lim, 1o f(x).
On dit que f a pour limite +00 en +0o et on écrit lirll f(z) = +oo si
T—>+00
VA>0,3B>0,Vz € X, [z>B= f(z) > Al

Remarque 1.4. On définirait de la méme maniére la limite en —oo pour des
fonctions définies sur les intervalles du type | — oo, af.
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+00 — 00 ‘ = ‘

0 x oo

olo

TABLE 1 — Quelques formes indéterminées

1.2.3 Les formes indéterminées
Voici quelques formes indéterminées (FI) dans le tableau (1) suivant :

Exemple 1.12.

1.
1 1 1 1
=) = G ) = oo oo (R
xi)réax( x) +00 X (—00) 00
2.

V2 + 3z —4— N )
lim (Va2 +3z—4—x) = i (V2232 ) x (VaZ 3¢ — 4+ x)
T—+00 T—+00 (m + ZL‘)

. 3r —4
= lim
v=+o0 (/a2 +3x — 4+ x)
. 2(3—7)
= lim
TR Jr+3 -1 +1)
. (3—-2)
= lim
T Jr+3 -2 41
3
= 5
3.
3z —4 oo —%)
1m = 11m — o\
lim ( _%)

1.2.4 Propriétés sur les limites

Proposition 1.6. Soient f,g deux fonctions définies dans un voisinage de xq et

telle que lim f(x) =1y et lim g(z) = lo, alors on a
T—T0 T—T0
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Maths 1 Fonctions réelles & une variable

1. lim [f(x) £ g(x)] = L £ 5.

T—T0

2. lim [f(z) x g(z)] =1; X l5.

T—TQ

3. lim A+ g(x) = My, pour tout A € R.

T—T0
4. mh_g;lo % = %, si limg ., g(z) # 0.
5. lm | f(x) |=|1;].

T—T0

Théoréme 1.7. Soient f, g, h trois fonctions définies dans un intervalle X (un
voisinage de o) et telle que

flx) <g(x) < h(z), Voe X.

Si lim f(z) =1= lim h(x), alors lim g(x) = 1.

T—T0 Tr—rxTQ Tr—xQ

Exemple 1.13. Etudier la limite de f(z) = 2?sin(1) en 0.V z € R*, on a
.. 9 2. L 2
—1<sin(—-) <1 = —z*<zsin(—) <z
x T

= lim (—2%) < lim (2? sin(l)) < lim (2%

T——400 T——+00 €T Tr—~400

1
= 0< lim (qﬂsm(;)) <0)

T—r+00

En utilisant le théoréme précédent, on obtient lim (z*sin(2)) = 0.
T—+00

1.3 Continuité d’une fonction
1.3.1 Continuité en un point

Définition 1.8. Soit f : X — R une fonction définie sur un intervalle X de R et
2o un point de X.

e On dit que f est continue en un point zq si
Ve>0,36>0,Vz e X,[|a—x|<d=|f(z)— flzo) |< €,

c’est-a-dire si f admet une limite en xq (cette limite vaut alors nécessairement
f(@0))-

e On dit que f est continue sur X si f est continue en tout point de X.

Définition 1.9. (continuité a gauche et a droite)
Soit f : X — R une fonction définie sur un intervalle X de R et zy un point de X.
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e Une fonction définie en xy et & droite de xy est continue & droite de zg si

liin f(z) = f(xg).

T—rxT()

e Une fonction définie en zy et a gauche de xy est continue a gauche de xzy si
lim f(z) = f(xo).
fl)—?fl)o
e f est continue en si xy lim f(z) = lim f(z) = f(zo).
> <

T—=x() T—x()

Exemple 1.14. Soit la fonction g définie comme suit

(z) = 1 stx>0
IE=Y 0 siz<o.

On remarque que g(0)= 1. Puis :
lim g(x) =1 = g(0) donc g est continue a droite de 0.
>

T—x()

lim g(z) = 0 # ¢g(0) donc g n'est pas continue a gauche de 0.
<
I—)ZO

Finalement, g n’est pas continue en 0.

Exemple 1.15. Soit la fonction g définie comme suit

(z) = l—z stx>0
I =Y 142 siz<O.

On remarque que
l—2 six>0
glx)=< 0 six =0
14z six<O.

Puis :
limg(z) =lim1—z=1,
> >
T—xT() T—xT()
et
lim g(z) = lim 1 + 2 = 1.
< <
z—x( T—z()
Finalement,

lim g(z) = Tim g(z) = 1 = ¢(0),

T—x( r—x(Q

et donc g est continue en 0.
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Proposition 1.10. (Opérations sur les fonctions continues)
Soient f et g deux fonctions continues en xg, alors

1. Vky, ke € R, la fonction ki f + kag est continue en xg.
2. La fonction f X g est continue en xg.

3. Si g(xg) # 0 alors la fonction g est continue en x.

4. La fonction | f | est continue en xg.
Proposition 1.11. (Continuité des fonctions composées)
Soient f: X — X' et g: X — R deuz fonctions continue en xy et f(xy) respecti-
vement. Alors gof : X — R est continue en xg.

Remarque 1.5. f est dite discontinue en z si
1. f n’est pas définie en xg;
2. la limite en z( (a droite ou & gauche) existe mais différente de f(zo);

3. la limite en xg n’existe pas.

Définition 1.12. (Prolongement par continuité)
Si f n’est pas définie en zy (f définie sur X — {zp}) et lim f(z) =1, 1 € R, alors
T—T0

on définit un prolongement par continuité de f en x( par

o) = { flz) size X —{x}

l st x = xg.

Exemple 1.16. Considérons la fonction f définie sur R* par f(z) = z*sin().
Voyons si f admet un prolongement par continuité en 0 ?
Comme pour tout x € R*, on a

1
—z? < 2?sin(—) < 22,
x
on en déduit que f tend vers 0 en 0. Elle est donc prolongeable par continuité en
0 et son prolongement est la fonction f définie sur R comme suit

= a?sin() siz#0
0 six = 0.

sin(2z

Exemple 1.17. Considérons la fonction g définie sur R* par g(v) = > ), Voyons

st g admet un prolongement par continuité en 0 ?

On a
lim sin(2x)  lim 2 cos(2x) _
z—0 X x—0 1
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Elle est donc prolongeable par continuité en 0 et son prolongement est la fonction
g définie sur R comme suit

sin(2x) .
(@) = { — six#0

2 stx = 0.

Exemple 1.18. Soit h(x) = e”3% pour x € R*.
On a

et par suite

est le prolongement par continuité de h en 0.

1.3.2 Continuité sur un intervalle

Théoréme 1.13. (Théoréme des valeurs intermédiaires)
Soit f : [a,b] — R une fonction telle que
1. f est continue sur [a,b];
2. f(a).f(b) <O.
Alors
de €la, b], f(c) =0.
De plus, si f est stictement monotone, alors le ¢ est unique.

Exemple 1.19. Soit la fonction définie sur par f(z) = 2® + 2> —x — 5.

1. Montrer que la fonction est continue sur [—1,2].

2. Calculer f(—1) et f(2).

3. En déduire que léquation 23 + 2% —x = 5 admet au moins une solution dans
[—1,2].

Corrigé

1. La fonction f est une fonction polynome, donc elle est continue sur R et en
particulier sur [—1,2] C R.

2. Calculer f(—1) et f(2).

Dune part, f(—1) = (=1)3 + (=1)> = (=1) =5 = —4 < 0. D’autre part,
f2)=23+(2)?2-(2)-5=5>0.

3. D’une part, [ est continue sur [—1,2] (d’aprés la premiére question). D’autre
part, comme f(—1).f(2) <0 (d’apres la deuziéme question), le théoréme des
valeurs intermédiaires permet d’affirmer que ’équation f(x) = 0 admet au
moins une solution dans [—1,2].
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1.4 Dérivabilité d’une fonction
1.4.1 Définitions et propriétés

Définition 1.14. Soient X un intervalle de R, g € X et f : X — R une fonction.
On dit que f est dérivable en x si

f(z)—f(zo)

T—xQ

lim existe et finie.
T—T0

Cette limite est appelée dérivée de f en xq et est notée f'(xzo).

Remarque 1.6. Une autre écriture de la dérivée en un point :

oy g J@ 1) — fxo)
) = iy

Exemple 1.20. Soit la fonction définie par

f: R =R
v — f(z) =2

Trouver la dérivée de f en un point xq de R. On a

T—T0 T — Xo
= lim |
z—=z0 T — T

(x — z0) (2 + zW0 + 13)

= lim
T—rTQ T — xo
= lim (2* + 230 + 27)
T—rT0
_ 2
= 3.

Définition 1.15. (Dérivée a gauche et a droite en un point)
Soit f : X — R une fonction définie sur un intervalle X de R et zy un point de X.

e On définit la dérivée a droite de f en xy par

o) — tin 1) = @0

T—x(

e On définit la dérivée a gauche de f en x( par

o) — tin ) =10

T—x(Q
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e [ est dérivable en g < fj(z0) = fi(20) = f'(20).
Exemple 1.21. Soit la fonction définie par
f:R - R

x>
o f(m):{3x+2 stz >0

l—2 s1x<0.

f est-elle dérivale en 0 ¢
On a f(0) =3(0) + 2 =2, autrement dit

3r+ 2 six >0
flx)y=< f(0)=2 six=0

2—x stx <0,
pUILS,
f(z) — f(0)
/ j—
4(0) = lrléf: -0
2)—2
— lm (3x + 2)
130 z
. 3z
= lim —
> T
x—0
= 3,
et
! . (ZE - f(())
= lim 2=2)=2
ziO z
= lim_—m
ziO z
= —1,

donc, f n’est pas dérivable en O car fi(0) # f;(0).

Définition 1.16. f est dérivable sur X si elle est dérivable en tout point de X et
I’application

ffr R =R
r = fl(x),

est appelée la fonction dérivée de f.
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Remarque 1.7. (Interprétation géométrique de la dérivée en un point)
Soit f une fonction dérivable en xzq et (C) la courbe représentative de f. L’équation
de la tangente (A) a la courbe (C) au point M (zo, f(20)) est

y = f'(xo)(z — z0) + f (o)
f'(xg) représente la pente de la droite tengente a la courbe (C) au point M (zg, f(20)).

Remarque 1.8. (Dérivabilité et continuité)
Si f est dérivable en xy alors f est continue en z(. La réciproque est fausse en
général.
Exemple 1.22. Ezemple : soit
fR - R
T six >0
v f(x)_’$|_{ —x six <0,

On a

ilél;f(x) = ilér:x =0=f(0)=0
et

lziér;f(x) = iiér;—x =0=f(0)=0

donc f est continue en 0. Pour la dérivabilité en 0, on a

— f(0
fi0) = 1 {0
= lim (z) =0
x—0 X
_—
et
fi0) = lm T
= lim (2) =0
S0 T
- 1,

donc f n’est pas dérivable en 0 car f3(0) # f;(0).
Conclusion : f est continue en 0 mais elle n’est pas dérivable en 0.
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1.4.2 Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition 1.17. Soient f et g deux fonctions dérivable en xo € R, alors (h.f)
,heR, f+g, f.g sont dérivable xq, et (%) est dérivable en xq si g(xo) # 0. De
plus

(h.f(z0)) = h.f'(z0).

(f(z0) + g(w0))" = f'(w0) + g'(x0).
(

(

f(20).9(20))" = ['(x0).9(x0) + f(20)-9'(20).
i) (z0) = o (aco)g(xo)) (f(z0).9'(z0))

g g%(wo)

1.
2.
3.
4-

Proposition 1.18. (Dérivée d’une fonction composée)
Soient f : X — Xg et g : Xo — R deux fonctions dérivables en xq et f(xq)
respectivement. Alors gof : X — R est dérivable en xy et on a

(gof)(xo) = f'(x0)g (f(w0)).

Proposition 1.19. (Dérivée d’une fonction réciproque)
Si f est dérivable en xq, alors f~1 est dérivable en f(xq) et on a

1
f'(0)

Définition 1.20. Soit f : X — R une fonction dérivable sur X, alors :

(f 1) (f(@0)) =

e [’ est dite dérivée d’ordre 1 de f. Si f’ est dérivable sur X alors sa dérivée est
appelée dérivée d’ordre 2 de f. On la note

;=1 = ().
D’une maniére générale, on définit la dérivée d’ordre n de f par
fW = (Y, v, fO =

e On dit que f est de classe C! sur X si f est dérivable sur X et f° est continue
sur X.

e On dit que f est de classe C™ sur X (et on écrit f € C™(X)) si f est n fois
dérivable sur X et f(™ est continue sur X.

e f est dite de classe C*° sur X si elle est de classe C™, Vn € N.

Théoréme 1.21. (Régles de I’Hospital)
Soient f,g : X — R deuz fonctions continues sur X, dérivables sur X — {zo} et
vérifiant les conditions suivantes :
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1. lim f(x) = xll)r:rtl g(x) € {0, %00},

T—T0
2.V xe X —{x}, ¢(x)#0,
alors )
TGO LGN
Ag@) T T o g(a)
Exemple 1.23. Calculer la limite suivante :
' 0
lim 2 = 2 (FT),
z—0 I 0
par la suite, on a
. sinz . (sinz) . cosz
lim = lim = lim =cos(0) =1
z—0 I z—0 (x)’ z—0

1.4.3 Théorémes fondamentaux sur les fonctions dérivables
Théoréme 1.22. (Théoréme de Rolle)
Soit f : [a,b] — R une fonction vérifiant :
1. f est continue sur [a,b],
2. [ est dérivable sur |a,b],
3. f(a) = f(b), alors,
Je €]a, b f'(c) =0.

Remarque 1.9. Le théoréme de Rolle nous affirme qu’il existe un point ¢ en lequel
la tangente est paralléle a ’axe des x.

Théoréme 1.23. (Théoréme des accroissements finis))
Soit f: [a,b] — R une fonction vérifiant :
1. f est continue sur [a,b],

2. [ est dérivable sur |a,b[, alors,

e €la, bz f(b) = fa) = (b—a)f'(c).
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