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TD;- Analyse Mathématique 3
Corrigé

Exercice 1. Soit (E,||.||) un evn.
Montrer que, Vo, y € E, |[lz] — lylll < [l —yl|.
Pour tout x,y € F,

[zl = 1lyll < llz =yl (1)
Iyl = llzll < lly = =[l = llz = yll = [l = llyll > [l =yl ... (2).

De (1) et (2), on déduit

—llz =yl <zl =Nyl < llz =yl
d’ot

Va,y € B, [llzll = llylll < [lz =yl

Exercice 2. Dans R?, on définit trois applications de la maniére suivante :
V(z,y) € R? :
()l = [z + [yl, [|(z, 9)ll2 = Va* + 32, et |[(z,y)|loc = max{|z], [y[}.

1. Montrer que chacune des applications définit une norme sur R2.
Montrons que ||(x,y)||1 = |z| + |y| est une norme sur R?.
Remarquons tout d’abord que ||(z,y)||1 est positive pour tout (x,y) € R? Pour tout
(z,y), (z',y') € R* et X\ € R,
1. |(z, y)Hl =0 ssi |z| +y| = 0 ssi |z] = [y| = 0 ssi (x,y) = (0,0).
2@, )l = (A, Ay) [l = [Az] + [ Ayl = [Al([=] + [y]) = [Al[(z, y)[]1-
5. 1z, 9) + (& )l = (5 + 2y + )l = |2+ 2|+ ly + 9] < lal + 2] + |yl + Iy/| =
(] + Iyl) (2T + 1y = [z, )l + [, y)]]1-
On voit que les conditions d’une norme sont vérifiées, par conséquent, ||.||1 est une norme
sur R2.

Pour les deuz autres normes, on reprend un méme raisonnement.

2. Montrer que toutes ces normes sont équivalentes.
Soit (z,y) € R?, alors

1.
max(|z], [y[) < |z + |y| < 2max(|z] + |y])

c’est a dire

1z, 9)]loe < 1@, 9) ]l < 2([(7,9) [|oo-
2. on a

(masx(|al, Jyl))? = { & * 2> ok

’ y* sily| > |z,

donc

(max(|z[, [y]))? < 2° +y* < 2(max(|z| + [y|))?
Ceci implique

max(|z, [y]) < VaT+y? < V2max(|z] + [y])

c’est a dire



1, Yl < I, m)ll2 < V2I(2, )l
3. On a |[(z,y)llr < 2/[(z,y)lloo et [[(z,y)llc < [[(z,9)ll2, donc

)l < 9l

D'autre part, |[(z,y)ll2 < V2[|(z,9)ll et [I(2,9)]lsc < (2, 9)]1, done

1z, )2 < V2 (2, 9)]1
D’ou

;H(xay)nl < |l(z,y)ll2 < V2|(z,9)]]x

3. Montrer que toute boule pour ||.||1 contient une boule pour ||.||~, et vice versa.
Pour a = (ay,a3), notons By(a,r) (resp. Bso(a,r)) une boule de centre a et de rayon r
pour la norme ||.||1 (resp. ||.||0)-
Soit © € Bi(a,r), alors ||z — al|; < r. Puisque pour tout z, ||z||w < ||z||1, alors ||z —
alleo <1 et donc x € Byo(a,r). Par conséquent By C Bo.
Soit x € Buoo(a,r), alors ||z — al|lw < r, c’est a dire 2||z — al|o < 2r. Puisque pour
tout x, ||z||1 < 2||%||oo, alors ||z — al|l1 < 2r et donc x € By(a,2r). Par conséquent
By(a,r) C By(a,2r).

Exercice 3. Soit C([a,b]), l'ensemble des fonctions numériques continues sur [lintervalle
fermé. Pour toute fonction f € Cla,b], on pose || f|| = Supjay|f(2)].
Montrer que (C([a,b]),||.]|) est un espace vectoriel normé.

Puisque f est une fonction continue sur un intervalle fermé et borné, alors supjay|f(x)|
existe et fini, donc ||.|| est une application sur Cla,b] et de plus elle est positive. Vérifions main-
tenant les conditions de la norme.

1. Soit f € Cla,bl, [|f|| =0 < suppy|f(z)| =0 & Vo € [a,b], f(xr) =0 < f est une fonction
nulle. D’ot la séparation de ||.||.

2. Pour tout scalaire \ et pour toute fonction f € Cla,b], |Af|| = supuylAf(z)] =
|Xsupiap| f(x)| = |A||| fI|. Ceci implique I’homogénéité de ||.||.

3. Enfin pour f,g € Cla,b], YV € [a,b], |f(z) + g(x)] < |f(z)| + |g(z|, ceci implique
supiasl @) + 9)| < supo(£@)] + l9()) = supugld ()] + supalg(a)l, cest o dine
\f+gll < Il + llgll. Dot linégalité triangulaire

Exercice 4. Soit (E,||.||) un evn. Montrer que :

1. Toute boule ouverte est un ouvert.
Soit B(a,r) une boule ouverte. il s’agit de montrer que B est un voisinage de chacun de
ses points. Soit v € B, alors ||x — al| < r. Posons ' = min(||z — a||,r — ||z — al|). Il en
résulte que B(x,r") C B(a,r). Par conséquent B(a,r) est un ouvert.

2. Toute boule fermé est un fermé.
Soit B(a,r) une boule fermée. il s’agit de montrer que B est un ouvert. Soit x € B°,
alors ||z — a|| > r. Posons ' = ||x — a|| — 7. Il en résulte que B(x,r") C B(a,r). Par
conséquent B (a,r) est un ouvert et donc B(a,r) est un fermé.

3. L’intersection de deuz boules ouvertes est un ouvert.
Soient Bi(ay,m1) et Bo(ag, r3) deuzx boules ouvertes. Soit x € By N By,alors ||z —ay|| < rq
et ||lx — as|| < 7ro. Posons r = min(ry — ||z — ai||,m2 — ||z — as]|). Il en résulte que
B(z,r) C By N By. Par conséquent By N By est un ouvert.



d(z,y)

Exercice 5. Soit (E,d) un espace métrique. Pour tout x,y € E, on pose d'(x,y) = TH
z,y

Montrer que d' est une distance sur E.

t
Indication : On peut utiliser la fonction f(t) = —— pourt > 0.

1+t
Solution :
Soit (z,y) € R?,
d(z,y) = 0 & M =0 < d(x,y) = 0 et ceci est équivalent & © = y puisque par
’ 1+ d(z,y) ’
hypothese d est une distance d’ou la séparation de d'.

dry)  _ d(y.a)
1+d(z,y) 1+dy )
symétrique. Ceci est équivalent a d'(z,y) = d'(y,z) d’ou la symétrie de d'.

Pour vérifier I'inégalité triangulé, on a besoin de la fonction f. On a pour tout t € R, f(t) =
1

(1+1)2
Par hypothese d est une distance, donc d(x,y) < d(z, z) +d(z,y). Puisque f est croissante donc

d(z,y) d(x,z)+d(z,y) d(z, 2)
fld(@,y)) < fld(z,2) +d(z,9)) = 1+d(z,y) — 1+d(z,2)+d(z,y) T 11t d(z,z) +d(z,y)

d(z,y) d(z, z) d(z,y) - .
< ‘est a dire d’ <d d . D’
Ltd(r,2) +d(zy) ~ L+d(w2)  L1+d(zy) () = A2 d ) Doy

I'inégalité triangulé qui est vérifiée. Par conséquent d’ est une distance sur R2.

Pour tout (z,y) € R?, d'(z,y) = car d est une distance et donc

> 0, donc f est strictement croissante sur R.

Exercice 6. Soit A une partie non vide de R". Montrer que :

1. L’adhérence A de A est le plus petit fermé contenant A.
Il s’agit de montrer que A C A, A est un fermé et si F est un fermé tel que A C F alors
ACF.
a. Soit x € A, il est claire que ¥r > 0, B(z,7) N A # (), cette intersection contient au
moins x. Ceci implique x € A et donc A C A.
b. Montrer que A est un fermé est équivalent & montrer que son complémentaire A° est
un owvert. Soit x € A, alors v ¢ A, donc 3B(x,r) telle que AN B = ()

2. Montrer que lintérieur de A est le plus grand ouvert contenu dans A.

Il s agzt de montrer que AC A, A est un ouvert et si O est un owvert tel O C A, alors
O CA.

Soit x 6/01, par définition 3B (x,1) tel que B(x,r) C A, donc x € A, c’est d dire AC A.

Soit z €A ; alors il existe une boule ouverte B(x,r) telle que B(x,r) C A. Puisque B(x,T)
est ouvert, ceci implique que tous les éléments de B(x,r) sont des points intérieurs de
A, ce qui implique que B(x,r) C;l, donc ;1 est un ouvert.

Soit O un ouvert tel que O C A. Par définition d’un point intérieur, on déduit que tous
les point de O sont intérieurs a A, et donc O C;l.

3. A est fermé si, et seulement si, il contient la limite de chacune de ses suites convergentes.
Soit A un fermé et soit (x,,), une suite dans A convergeant vert x. Montrons que x € A.
Soit r > 0. puisque la suite x,), converge vers x, alors AN € N, ¥Yn > N, x,, € B(x;r).
Ceci implique que AN B(xz,r) # 0, c¢’est a dire toute boule contenant x contient un point
de A. Par conséquent, x € A. Puisque A est fermé, alors A= A. D’ou x € A.

Réciproquement, supposons que pour toute suite (x,), d’éléments de A qui converge vers
x, onax € A. Montrons que A est fermé ( c’est a dire A = A). Soit x € A, par définition

1 1
Vn > 0,B(x,—)NA # (. Donc Vn > 0;3z, € B(x,—) N A. Puisque quand n — oo,
n n



— — 0, cela veut dire que la distance entre x et x, tend ausst vers 0 quand n — o0,

n
c’est a dire lim,—oo||zn, — x|| = 0 et la suite (z,), converge vers x. Mais par hypothése
x € A et donc A C A. Par conséquent A est fermé.

Exercice 7. Soient A et B deuz parties de R™. Montrer que
1. AUB=AUB;

U 4 0 & Bl,r)nA # 0 ou
U

r € AUB < Vr > 0,B(z,r) N
B(z,r) NB#0 <€ AUB& AUB =

SIS
o &

2. ANBCANB;
r € ANB = Vr > 0,B(z,r) N ANB # 0 = Blx,r)nN A # 0 et
B(z,r) NB#0=2z€ AnNB=ANBC ANB.

3. AUBCAUB;
z €EAUB=Ir > 0, B(z,r) CAU B= B(z,r) CA ou B(x,r) CB= B(z,r) CAU B=

x€AUB=AUBCAUB.
L’autre inclusion peut ne pas avoir lieu. En effet, pour A = [1,4] et B = [4,5], on a

AC B=[1,5]=]1,5[ n'est pas inclus dans AU B=[1,4] U [4,5]=]1, 4[UJ4, 5]=]1, 5[~ {4}.

4. ANB=AN B.



