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T D3- Analyse Mathématique 3

Exercice 1. Donner l’expression des dérivées partielles des fonctions suivantes aprés avoir
déterminé leurs domaines de définition

ry

1. =

fey) ==
P r+y
r—y
3. h(z,y) = ysinz + cos(x + y)
4o k(z,y) = wye™t

1

5. l(x,y) = ——

RV RN

Exercice 2. Soit f la fonction définie par :

. g(z,y) = log

1
2%+ 1?) log {} st (x,y 0,0
Flany) = ( ) T (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0).
1. Etudier la continuité de f sur R?;
2. Etudier la différentiabilité de f sur R? de deux maniéres différentes.
3. La fonction f est-elle de classe C* sur R? ?

Exercice 3. Soit f la fonction définie par :

(@ + ) sin | <= | s (1.9) # 0.0)
0 si (z,y) = (0,0).

fx,y) =

1. Etudier la continuité de f sur R?;
2. Etudier la différentiabilité de f sur R? de deux manicres différentes.
3. La fonction f est-elle de classe C sur R? ?

1 Ty
Exercice 4. Soit f la fonction vectorielle définie par f(x,y) = (rysin —, ——=
flaf fi par f(z,y) = (zy I \/m)
1. Donner le domaine de définition de f.
2. Montrer que f est prolongeable par continuité sur R? en donnant son prolongement f

3. Etudier la différentiabilité de f sur R2.
4. Soit g la fonction définie par g(z,y) = (z +y, zy).

~

(a) Donner le domaine de définition de go f.
(b) Montrer que g o f est continue sur R2.

(c) Etudier la différentiabilité de go f.
(d) Calculer par deuz méthodes la différentielle de g o f au point (1,0).

Solution

exo 1

Donner l’expression des dérivées partielles des fonctions suivantes apres avoir déterminé leurs
domaines de définition



Ty
1. f(x,y) = P

Df =R>— {(x,y),x = _y}
Pour (x,y) € Dy,

o, ):yx+y2—xy: v’
Oz (z +y)? (z+y)?*
of 22+ 2y — xy x?
7(1’,@}): 2 = 5"
dy (z+y) (z+y)
T+
2. g(x,y) =10g$_y

DQ = {(%,y),(lﬁ > _y} N {(l’,y),l‘ > y}
Pour (z,y) € Dy,

ag( ) —2y
L — .
az ’y x2 _ y2 )
@ —2x

6y($’y) = m

3. h(x,y) = ysinz + cos(z + y)
D, = R?
Pour (z,y) € Dy,

h
—(x,y) =ycosx —sin(z +y) ;

o

a—y(x, y) = sinz — sin(z + y).
4. k(w,y) = zye™

D, = R?

Pour (z,y) € Dy,

(@) = ye ™ + ayet

ot
0734(@% y) = ve™ + 2pyet .
5. Uay) = ——
VT = /Y

Dy ={(z,y),2 >0,y >0 etx#y}
Pour (Qj,y> € Dl;

—1
%<x,y>:2\/§<\/_—\/§)27
X ay) = !
oy Y T2 (Ve = )

exo 2
Soit f la fonction définie par :

2 2 1 .
f(x’y) — { (ZE +y )log {\/m} St (:L’,y) =+ (0’0)

0 si (z,y) = (0,0).

1. Pour (z,y) # (0,0), la fonction f est une composition de fonctions continues donc elle
est continue.
Pour (z,y) = (0,0), et en utilisant les coordonnées polaires, on a

1
. T . T 2 L _
(x,yl)gI%O,O) flz,y) = 11013% f(rcosf,rsinf) = 71412(1)7” log . £(0,0) = 0.
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la limite au point (0,0) coincide avec l'image de f en ce méme point , donc f est continue
au point (0,0) et par conséquent elle est continue sur R

2. etude de la différentiabilité de f.
M¢éthode 1 :
Pour (z,y) # (0,0), la fonction f est une composition de fonctions différentiable, donc
elle est différentiable.
Pour (z,y) = (0,0), on a

%(0,0)—}1&% - —Illlir(l)hlogm—o.
a—y(0,0)—hlg(l) h —}lllir(l)hlogm—o.
Ainsi
k) = 50,0 = L 0.0 - 0,0 1
li = i Vh?+ k?log ————.
(h )00 | (h, k)| (1 6)={0.0) BV oy

En utilisant les coordonnées polaires, on trouve

r—0

1
lim rlog — = 0.
r

Il en résulte que f est différentiable au point (0,0). Par conséquent, [ est différentiable

sur R2.
Méthode 2 :
Les dérivées partielles de f sont :
_ 1 ]
af 2rlog | —| — xv/x? + v? si (x, 0,0
O (2.0) = el TV Y (z,y) # (0,0)
v 0 si (z,y) = (0,0).
] 1 )
of 2ulog | ——| — yva? + y? si (x, 0,0
@(x,y): ylog | mms | ~ UVt (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0).
On peut vérifier facilement que les dérivées partielles de f sont continues sur R%. Ceci
veut dire que la fonction f est de classe C* sur R? et donc elle différentiable sur R2.

3. Oui, d’aprés la deuziéme question, la fonction f est de classe C' sur R?

exo 3 Soit f la fonction définie par :

(22 + y?) sin L/ﬁ] si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0).

flx,y) =

1. Pour (z,y) # (0,0), la fonction [ est une composition de fonctions continues donc elle
est continue.
Au point (x,y) = (0,0), et en utilisant le Théoréeme des Gendarmes, on a

V(z,y) € R?, —(2* +y%) < f(z,y) < 2* + 4%



Le passage a la limite donne

lim (-2>—y*)=0< lim f(z,y) < lim (2* +¢*) =0.

(z,)—(0,0) ~ (z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)
Ceci implique,

lim  f(z,y) =0= f(0,0).

(z,y)—(0,0)
et donc f est continue au point (0,0). D’ot la continuité de la fonction f sur R?.

2. L’étude de la différentiabilité de f.
Méthode 1 :
Pour (z,y) # (0,0), la fonction f est une composition de fonctions différentiables, donc
elle est différentiable.
Pour (z,y) = (0,0), on a

%(0,0) —]111£>I(1) ; }lgr(l)hsmm 0.
Of o F0,h) — F(0,0) 1
a—y(O, 0) = llzli% ; hm h sin o =0.
Donc
) = £0,0) - 5L 0.0 - 0,008
: _ T NSRRI
(h,klgimm (R, k)|l B (h,klfgqcom W7 R sin h2 + k2

En utilisant le Th. des Gendarmes, on a;

1
lim r sin — = 0.
r—0 r

Il en résulte que f est différentiable au point (0,0). Par conséquent, f est différentiable
sur R?.

Méthode 2 :

Les dérivées partielles de f sont :

si (z,y) # (0,0)

1
— £COS | —
[ x2—|—y2]

) 1
gy =] 20|
r 0 si (z,y) = (0,0).

) 1 1 .

gf(l‘7y) _ 2y S1n |:x2—|—y2:| — Yy Ccos |:x2—|—y2:| S (x, y) 7£ (O, 0)
* 0 si (z,y) = (0,0).

On peut vérifier facilement que les dérivées partielles de f sont continues sur R%. Ceci

veut dire que la fonction f est de classe C* sur R? et donc elle est différentiable sur R2.

3. Oui, d’aprés la deuziéme question, la fonction f est de classe C* sur R?

exro 4
Ty )

VT

1
Soit f la fonction vectorielle définie par f(x,y) = (xy sm—



1. Donner le domaine de définition de f.

On o fla,y) = (aysin . —=%—) = (fi(w.). fo(@.1). done Dy = Dy, 01 Dy,

Dy, = {(z,y)/z # 0} et Dy, = {(x;y) tel que (z,y) # (0,0)}. Ainsi Dy = {(z,y),z #
0}, c’est a dire Dy est tout le plan excepté l'axe des ordonnées.
. Montrer que f est prolongeable par continuité sur R? en donnant son prolongement ]?

Il s’agit de montrer que f admet une limite en tout point (0,yo) pour tout yo € R.
Soit yp € R, on a

1
lim r,y)= lim azysin— =0 (Th. des Gendarmes).
ey V) = 0y Tysin g =0 4
lim  fo(z,y) = lim N (Coordonnée polaires).
(1)~ (0,y0) (@)= (00) V/2? + Y2
1l en résulte que
1 Ty
lim r,y)= lim (xysin—, ———) = (0,0
(x,y)%(O,yo)f< v) (x,y)%(O,yo)( Y z vx2+y2) (0,0)
Ainsi la fonction f définie par
(eysin -, ——20_) sia#0
~ rysin —, ————) si x
f(xa y) = Y 'z +y
(0,0) si x = 0.

est le prolongement de la fonction f sur tout le plan.

. Etudier la différentiabilité de f sur R2.

Par définition, la fonction f: (f1, f2) est différentiable si et seulement si les fonctions
f1 et fa le sont aussi.

Pour x # 0, les fonctions f1 , fo sont différentiables, car chacune des deux est une
composition de fonctions différentiables.

Etudions maintenant la différentiabilité au point (0, o), yo € R?,

Pour la fonction fi,

f1<h7 0) B fl(oayO)

%(OJJO) = lim h e
ofi _ o J1(0,h) — £1(0,10)
(ny(O,yO) = lim A =0.
0 0
i) = (0,30) = 0,30 = 20,0}k phsin
li = 1 —_—t.
(b (0,0) |(h, k)] (hF)0,0) Vh? + k?

En wutilisant les coordonnées polaires, on trouve que cette limite est nulle, donc fi est
différentiable au point (0,yo) pour tout yo ;
Pour la fonction fs,

0 h,0) — f5(0,
Jf2 Y f2(0,h) — f2(0, o) _
aﬁy(@.ﬂo) = lim n = 0.
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9fs 0fs
h, k) — f2(0, 0,50)h — =22(0, yo)k
. Fa(h k) = f2(0,90) = —~(0, %0) Dy (0, 90) . ko
(h,k)—(0,0) |(h, k)| (h,k)—(0,0) h? + k2

En utilisant les coordonnées polaires, on trouve

. hk . .
(h7k1)11>1%070) m = lli’)l%) COS 9 sin 6.

Cette limite n’existe pas, car elle dépend de 0. Ainsi fy n’est pas différentiable sur R2.
Par conséquent f n’est pas différentiable sur R2.

4. Soit g la fonction définie par g(z,y) = (z +y, zy).

(a)

(b)

(c)

(d)

Donner le domaine de définition de g o f On a

1
~ 1 oy x%y? sin — _
gof(z,y) = (xysm \/x2+y2’ \/m2+y$) six#£0
(0,0) szx—O

Donc le domaine de définition de gof est R2.

Montrer que g o f est continue sur R?. Il est claire que f est continue sur R?. On
a aussi g = (g1,92) continue, car g, et go, qui sont des polynomes, sont continues.
Ainsi gof est une composition de deux fonctions continues, donc elle est continue.
Etudier la différentiabilité de g o f

Posons h =g o f

Pour tout point (z,y) avec x # 0, la fonction gof est une composition de fonctions
différentiables donc elle est différentiable.

Pouryy € R, on a vue que la fonction fo(x,y) = n’est pas différentiable au

Ty
point (0, 1), donc la fonction hy = f1 + fa ne peut pas étre différentiable en ce point,
et donc h = gof n’est pas différentiable en ce dernier. Par conséquent, le domaine de

différentiabilité de g o f est tout le plan excepté l'axe des ordonnées.
Calculer par deux méthodes la différentielle de g o f au point Ql, 0).
Meéthode 1 : On sait, par définition, que la différentielle de gof en un point (x,y) est
égale a la composition de celle de f au 1 point (z,y) par celle de g au point (f(x,y),

c’est a dire D(gof)(m ZA?g(fO 1 )on(10
La matrice jacobienne de f = (f1, f2) au point (1,0) est :

0f1 0f1
Jac+(1,0) f(1o) f(10) (0 Sinl)
ac+(1,0) = = .
f 3;62(1 0) 552(1 0) 01

La matrice jacobienne de g(z,y) = (x + y,zy) au point f(1,0) = (0,0) est

Jac,(0,0) = agl(oo) aglm(’) _(1 1)
AR 852(00) 892(()0) “\lo o)

Ainsi, la différentielle de gof au point (1,0) est :

~

Dlaofolen) = Datfanofunte (o o ) (0 3 ) () = @m0

6



M¢éthode 2 : R
La jacobienne de gof au point (1,0) est

0 1I+sinl
Jac,+(1,0) = ( 00 >

Donc

D(90f>(1,0)($>y) = ( 8 (1)+sin1 > < z ) = ((1+4sinl)y,0)



