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Corrigé de la série de TD N°2

Exercice N°1

dn —1
On doit montrer que lim U, = lim =
n—+o0o n—+oo 2n + 1
En appliquant la définition de la convergence suivante :

Ve>0,dngeNVneNn>ng: |U,—-l|<e<= lim U, =1
n—-+o0o
On obtient :
dn —1
Ve>0,dngeN,VneN,n>ng: 2n+1—2‘<a, (le probléme est de trouver la valeur du rang ny).
n
n—1—-4n—2 < -3 <
£ = €
2n+1 2n+1 2n+1
3— 3 — 3—
3 < 2ne+¢e = 6<n:>n> 8:>E|notelquerLo:E( 2€>+1
€ € €

DouVn > ng,|U,—2|<e<=| lim U,=2|

n—-+o0o

Exercice N°2

Soit (Uy )nen une suite réelle et (V;,)nen la suite définie par :

Uy+U + ...+ U,

VneN, V,=
" " n+1
1. Montrons que si la suite (U, ),en converge vers un réel [, alors la suite (V),),cn converge
vers .
Ve > 0,3 ng tel que n > ng alors |U, — | < g
1 n
Vo —1| = —1
Vo =1 | ZUk
k=0
1 & n+1
= U, —
1 n n
= Ueg— > 1
TP )|
k=0 k=0
1 n
= Up—1
n+1 Z (U =)
k=0
1 n
< |Uk — I| (inégalite triangulaire)
n+1 —



n n

1 yR—“" 1
i1 Vel = L sl my 3 el

=0 k=no+1
1 & 1 & o«
<« — S U1+ —— =
n+1§:|k | 2. 2
k=0 k=no+1
no no
kz_:o |Ux — 1| est une expression qui ne dépend pas de n = ngrfoo o kZ_O U, —1 =0

Alors

d ny1 > ng tel que pour n > nq,

(g1 o] <3

On a alors |Vn — l’ =

1 n E €
n+1k§0|Uk—l\<§+§:>\Vn—l}<s.

On a montré que Ve > 0,3 n; € N tel que VnEN,n>n1,‘Vn—l‘ <e

Donc| lim V, =1]|

n—+400

La réciproque est-elle vraie ?
La réciproque est : si (Uy) diverge alors (V;,) aussi diverge.

Pour U,, = (-1)",n € N,

Z Uy = Z(—l)k _ {(1): St n rmpair

sinon

Donc V, 1 n(lﬁ
onc = — -
" n+1k:0

(Up,) est divergente car

. —1, st n est impair
lim U, = ) .
n—00 1, sin est pair
Alors
. 1 . ‘ .

lim x0 =0, sin =2k+1 (n impair)

lim V,, =¢"7>®n T 1

oo lim 1= lim =0, sin=2k (n pair)
n—oon + 1 n—oon + 1

Donc V,, —— 0, ce qui veut dire que (V},) est convergente.
n—oo

On a montrer que méme si (U,,) diverge, (V;,) converge, alors ‘ La réciproque est fausse ‘

2. Montrons que si (U,),en est bornée, alors (V,,),en est bornée



Par définition : (Uy) est bornée = 3 M tel que |Uy,| < M

Ona: |V,|= n—li—l’kzn:_OUk’

1
Uk| (inégalité triangulaire
+1
n
k=0

1 n
n—l—lkZOM

IN

IA

1M
n+1(n—|— )

<M

Puisque |V,| < M = (V;,) est majorée (elle est minorée aussi car |V,| < M < —M <V, < M),

donc ‘ la suite (Vy,) est bornée ‘

La réciproque est-elle vraie ?
La réciproque est : si (Up,) n’est pas bornée alors (V},) aussi n’est pas bornée.

Soit (U,) définie par :

A
—p ,stn=2p+1

Avec I (g) est la fonction parie entiére de g :

2
E(g) = E(p) =p, sim = 2p
o(2)-
2 1 1
E( p;— ):E(p+§):p, sin=2p+1

(Uzp) —— oo donc (U,) n’est pas bornée.
n—oo

— Sin est impair : V,, = 0 x E(§) = 0 car le nombre de fois que -1 se répéte est le méme que le

nombre de fois que 1 se répéte (exemple : pour n=5 on aura 1—1+1—1+1—1:0>.

— Si n est pair : le nombre de fois que le 1 se répéte est plus grand d’une unité que celui de
-1 (exemple pour n=4 : 1-1+1-1+1=1, le 1 se répéte 3 fois et le -1 se répéte 2 fois), alors
n n n
—1)"E(=)=1x E(=)=—
(1B =1x B =1
1 n n+1 1
D Vo=—Uph=—— =V, < — = —
e T T T 2t 1) "=2n+1) 2
Donc (V,,) est bornée.

On a montré que (U,) n’est pas bornée mais (V;,) est bornée, donc ‘ La réciproque est fausse |.

3. Montrer que si (U, ),en est croissante, alors (V),),ecn est croissante



Si (U,) est croissante, alors pour tout n € N, on a

1 1
Va1 =V, ”;Uk—nﬂkglfk
1 r n+1 n
R _(n+1)kZOUk—(n+2)k0Uk
_ 1 —(H <ZU+U ) n+2)zn:U
“(+2)(n+1) | L TR T T £
1 B n n
CEDICES) _(n+1)Un+1+(n+l)kZ=on_(n+2)k=on
1 r n
CEPCE _(n+1)Un+1—(n+1—n—2)kZOUk
1 -
T2+ | (n+ Dln1 - ZUk

1
:m ZU““ >u

L=
(n—|—2 Z( nl )

=0
Vog1 =V >0 (car n € N et (Uy,) est une suite crozssante)

Donc ‘ (Vi) est une suite croissante ‘

Exercice N°3

On consideére la suite (U, )nen définie par

Up=0
7L+1 V2U, +3,Vn e N
1. Montrons que : Yn e N, 0<U, < 3.
On utilise le raisonnement par récurrence :
#* Pour n =0, 0n a0 < Uy=0 < 3, alors la proposition est vraie pour n=0.
% Supposons que : VneN, 0 <U, <3, et montrons que VneN, 0 <U,;; <3.
Ona0<U,<3 = 0<2U,<6 = 3<2U,+3<9 = V3<,20,+3<3
—=0<V3<Ups1 <3
Donc |Vn € N, OSUnS?)‘.

2. Montrons que (U, ),en est monotone.

g (V20 +3-Un) (V20 +3+Un) _ 2Un+3- Uy

Uni1 — Un = /2U, + 3

2U, + 3+ U, V20U, +3+ U,
Le signe de U1 — Uy, :



% Dénominateur :v/2U, + 3+ U, > 0 pour 0 < U, < 3.
* Numérateur : 2U,, + 3 — U,% >0 pour 0 < U, <3 (en utilisant A et le tableau de variation).

Donc U,11 — U, > 0, alors ‘ (Up,) est croissante ‘

3. En déduire que (U,),cn est convergente et déterminer sa limite.

%* Convergence de (Up,) :

Comme (U,,) est croissante et majorée par 3 (U, < 3) alors ‘ (Up) est convergente |.

% Limite de (U,) :

On pose [ la limite de (Uy,), cad lim (U,) = 1.

Cette limite | vérifie : {

n—oo

0<I<3

Onal; =—1¢0,3], par contre lo = 3 € [0, 3]

Alors | lim U, = 3|

n—o0

Exercice N°4

Etude de la nature des suites en utilisant le critére de Cauchy :

1
144
+5+3

L
1. U, =
=1k

2

1

1

+ .+ =
n

Par définition d’un suite de Cauchy
Ve>0,dngeNVpeNVgeN, pg>ny=|U,—-Uy <¢

Ou bien

Ve > 0,3 Mg tel queV p,q > ng on doit avoir |Upyq — Up| < €.

)~ (0

+
p+1

11 1 1
Uppg—Upl =1+ +4+ .+ -+ ..+ —
|Uptq p\'<+2+3+ ot
1 1
=l—t .t —
p+1 p+yq
(1 1
p+1<p+4gqg pTl qu
p+2<p+gq — 5>
. . — {P+2 p+t+gq qfoiS:><
< D>
Ptqa<p+q 1 1
ptq ptgq
Uppq = Upl = |—— + ... + ’z' q‘
p+1 p+yq pP+yq

l=V%+3=$P—%—3=0=$U1Z—HdM2=3

1

1

1
+§+§+...+*

1

9l

p+q

>_4 (car p et ¢ €N)

- ptgq

pour ¢ = p on awra |Uptq — Up| = |Uzp — Up| > %

1
Donc, Vng € N,Je = X et Vp > ng tel que |Ua, — Up| > €

>>

Z +
p+q

1

_.I_A
P+q




D’ow la suite (Up)nen n'est pas de Cauchy, alors ’ (Uyn) est divergente ‘

.V, =cos —
n

Par définition d’un suite de Cauchy
Ve >0,3ng e N,VpeNVqgeN, p>ng, ¢>ngtel que: |V, -V, <e

1
|Vpotrq — Vp| = |cos —cos‘
ptq — Vp p D
On a
.a+b . a—1b
cosa — cosb = —2 sin sin —
Alors
1 1 1 1
i sre s . prd b
[Vitqg — Vp| = |cos +q—cosp‘: ~2 sin £ (; P ogin P q2 P
1 1 1 1
= 2| sin % sin % ........... (%)
On sait aussi que |sinz| <1 et |sinz| < |z|, donc
1 1
T_I_f
|sinz| <1 zsin% <1
1 1 1 1
|sinz| < |z|] = |sin pta p < Pta p
2 2
Donc () devient
1 1
Vorg = Vol S 2x 1x | ETL L
Or
1 1
o|Pta p :’ppq':' —q ‘: ¢ _1
2 p(p+q) plp+q)| plp+q " p
Donc )
Vg — V| < =
‘ p+q p‘ D
1 o . .
On a  — converge vers 0 quand ng tend vers l'infini, et puisque p > ng alors p aussi tend vers
1 1 1
I'infini = ‘—0 =H=<£
p p p




Donc ’%Jrq — Vp| < e = la suite (Vj,)nen est de Cauchy

Alors ’ (V) est convergente‘

1 1 (_1)n+1
-t .t — =
2 224n?2 2n +lnn

n ( 1)I<:+1
Wy =

; +in k

Par définition d’un suite de Cauchy
Ve>0,3no e NV p,geN,p>ng,qg>ng : [Wpiq—W,|<e

1 1 (—1)P+! (—1)rratt 1 1 (=1
Wpig —Wp| =1 = — . o
Wo+q vl (2 2 in2 2P—|—lnp+ +2P+q+ln(p+q) 5 2 iin2 +2p+lnp
(_1)p+2 (_1)p+q+1
2t pin (p4+1) T 2vta 4 In (p+q)’
q (_1)p+k+1
- Z:2p+’f+ln (p+k)

1)pHe+l

p+k+ln (p+k)

q
<2
=1

‘ (inégalité triangulaire)

Or . .
1)prh+l 1
kzlzp+k+ln p—|—k‘)‘ ;2p+k+ln(p+k),car| | = [1]
G|
<D
k=1
Et
q q 1
1 1 1 1 (1(1-(5)¢ 1|1 1 1 1 1
Yooy X -zl )| a (e 0-0)] -5 (-5)
P 2p+ 2p k:12 2P |2 1—-3 2p |2 24 2p 29 2p
——
S.G de raison %
Alors .
(Wotq =Wyl =< o
1
On a 2—pconvergever80quandn0b—>oo == ‘217—0 <e€

Donc |Wpyq — Wp| <& = la suite (Wy,)nen est de Cauchy

Alors ‘ (W,) est convergente ‘

sina  sin 2a sin na 7 sin ja
Zl—k+227k+ ....... + —Z ],oﬁ Vn>1, a R k> 2
nk

Par définition d’un suite de Cauchy
Ve>0,3no0 e NV p,geN,p>ng,qg>ng : |Xprqg— Xp| <e

X, =



sina  sin 2a sin pa sin (p+ q)a
Xprog—Xp|l=l| ——+—/7—+.. + —+ ... F ——
[ Xp+q »l < 1k + ok + oF (p+q)F
_|sin (p+1)a sin (p+q)
(p+1)% (»+a)
B Zq: sin (p+j)a
= -
= P+
q
sin (p+j4)al .., .., . .
< - inégalité triangulaire)...... *
| o)
On a
. . -1 _ sin ((p+j)a) 1
—1 < sin ((ptj)a) <1 = ~— < . < .
((p+)a) (p+ )k (p+ ) (p+5)*
Donc (*) devient
q
1
Kptq — Xp| < .
| p+q p| ! (p+])k
j=
q
1
SZE
j=1
q
< L
qg _p 1
Pour g =p, = == =
ok pk T pRl
1
Pour k > 2, la suite —— converge vers 0 — | ——— — O‘ <e
p

Donc | Xp4q — Xp| <& = la suite (X,) est de Cauchy.

Alors ‘ (X,) est convergente ‘

Exercice N°5

Soit la suite

"1 1
Un=) g=ltgtgt-t
k=0
N 1 1
1. Montrons que Vn € N*, on a: — <
n! — 2n—1
Démonstration par récurrence :
1 1
% Pour n=1: TS 21 7 = 1 =1, la proposition est vraie.
# On s 1 < 1 t t < L
n suppose que E S F €t on montre que m 27
1 1 1 1
Ona— <

— <
n! — 2n-1 nl(n+1) = 2»1(n+1)

stna  sin 2a




1 1
OnaVneN':in+1>2—= ——~ < -,
(n+1) — 2
1 1 1 1 1 1 1
donc = < <—-X——,donc — < —
(m+1)n! 4+~ (n+1)2n-1 =2 2771 (n+1)! — 2n
I~y * 1 1
d’ou Vn € N ag—zn_l .

2. La nature de la suite U, :

11 1 1 11 1
Unyr — U, :(1 o+ — 7> - (1 St —)
i = U = e T ) R TR

1
= >0
(n+1)! =
Donc (U,,) est une suite croissante.
D’aprés la question précédente, nous avons :

1 <1
% <1 sutte géométrique de raion %
11 11 1 11 1
géyj :>U":1+ﬂ+5+'“+ﬁ§1+1+§+? .............. JTn—l
<
1 1
— <
n! = 2n-1
o 11 1 1/1— ()t

On a la suite géométrique Sn_1:21+22+...+2n1:2<1_2(%) :1—2n1<1

Alors
U, <1+1+S5,.1—=>U,<14+14+1=3

Puisque (U,,) est majorée par 3 et elle est croissante, donc ‘elle est convergente ‘

3. En déduire que lim U, <3:

n—-+o0o
On a d’aprés la question précédente

1 1 1
Si on pose
1 1 1 1 1
donc

lim V,, = lim (3—L):3

n—00 n—o00 on—1

Ona 0<U,<V,=— lim U, < lim V,, donc| lim U, <3|
n—oo

n—o0 n—o0
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