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Exercice N°1

1. Démonstrations :
a) Montrons que lim1 8xr +2 =10
—_————

Par définition : lim f(z) =l<=Ve>0,dn>0telqueVa #zp: |z —xo| <n=|f(x) =1 <ce

T—T0
ona|B8r+2)-10|=8lz—-1<e = |z—-1]<E.
Donc, si on choisit n = %, on aura

lz—1]<n=|(Bz+2) - 10| <¢

Ce qui revient & dire que | lim 8x + 2 =10
rz—1

b) Montrons que la fonction est continue au point xg =4 :

11 s’agit de montrer que ilg}lf(x) = f(4) = 13, c’est a dire iiiIiQﬂj-f-E): 13
:lig}l2x+5=13<:>‘75>0, dn>0telqueVer#xzp:|lr—4|<n= |20 4+5—-13| <¢
On a

|2z +5) — 13| =2z — 4| <¢
Si on prend 7 = 5, on aura

|z —4] <n= ]2z +5)—13| <e,

Ce qui revient a dire que ’ f(zx) est continue en z¢ = 4 ‘

2. Calcul des limites :

a)
<\/J:+1—\/:c2+1> :% P

lim

z—0

VEiTT- Vil _(\/x—l-l—\/x2+1>(\/x+1+\/x2+1>
x - m<\/m+1+\/x2—|—l>
_ r4+1—22-1
_ac(\/ac+1+\/x2—|—l)
_ z (1 —2x)
x(\/x+1+\/a:2—|—1>
_ a-w
(\/113+1+\/x2+1)




Donc

(\/ﬂc—i-l—\/xQ—i-l)

: . (1—=x) 1
lim = lim =
2—0 x 70 (\/$+1+\/x2+1) 2
b)
. rsinz 0
lm|(— ) == F.I
z—0 \ 1 — cosx 0
Méthode 1 :
On a :
rsinz  wsinz (14 cosx)
1—cosz (1—cosz)(l+ cosz)
xsinz (1 + cosx)
N 12 — cos?x
_ xsinz (1 +cosx)
B sin?
_ x (1+cosx)
N sin x
= 'x - (1 +cosx)
sin
Donc
iy () =iy T (14 cosa) =2
z—0\ 1 —cosx z—0 sin T
Car on a :
: 1 .
lim — =lim — =1 et  lim(l+cosz) =2
z=0sinx  z—0 % z—0
Méthode 2 : régle de I’hépital
. xsinz . (zsinz)
lim | —— | = lim ————
=0 \ 1 — cosx z—0 (1 — cos x)
. (sinz 4+ xcosz)
= lim - -
a0 (sinx)
. cosx+cosx —xsinz
= lim
0 Cos T
1410
B 1
Alors | lim <W> =2
z—0 \ 1 —cosz
¢)
lim (tan:v—g)sinx) _0 T,
z—0 T 0




sin x

cost ST

tanxz —sinx

23
sinz(1 — cos z)

3

x3 cosx
sinz 1—cosx

x z? cosx

Onal—cosz=2 sin? (%), donc on obtient

1—cosz 2 sin®(%) B sin®(%)
2 - 2 = 2
@ z 2(3)
Alors
. tanz — sinz sinz sz’nQ% 1 1 1
lim [ ————5—— ] = lim . - —1.-2.1=2=
z—0 x =0 T 9 (&) CoS T 2 2
2
d)
2 _
lim <:v2 5:B+6> ZQFI
z—=2 \ T4 —x — 2 0
Méthode 1 :
On a
22 —5x+6 = (z —3)(z —2)
P —x—2=(z+1)(z—2)
Alors
2_ - - 1
i (25246 (@=3)( ) oo (@=3) 1
52\ 22— —2 —2 (:1,‘+1)( —2) z—2 (ﬂf+1) 3
Méthode 2 : régle de I’hépital
. a?—5x+6 (22— 5z+6)
lim =1 :
x—2 a;Q—x—Z r—2 (.732—$—2)
. 2x—5
= lim
z—=22x — 1
. 22 —5x+6 -1
lim ——— = —
z—=2 2 —x — 2 3
e)
in 2x. si - I
lim (sm .x sin (ac 4)> _ 9 Fr
T sinx —coszx 0
On a
. 7T . 7T T V2,
sin <ac — —) =sinx cos— —cosz sin — = —(smx — cos:c)
4 4 2
Donc
_ sin2z.sin (z — %) . sin2z- g(sinx —cosx)
lim - = lim -
. sinxz — cos x z—T (sinz — cos z)

2
lim — sin 2z
T 2



lim
z—Z

g sinx — cosx

(sin2x.sin (:1:— Z)) _ @
2

£)
im (S222) _ 0 g
z—0 \ sin 3z 0
Méthode 1 :
On a
sin 2z _9 sin 2x 1 3
sin3z 2x 3 \ sin3x
. sin2x . 3 Lo . . sinzx
Comme, on a lim = lim — =1 | qui viennent du fait que lim =1
z—0 2% z—0 sin 3z z—=0 I
Alors

. sin2x . 2 [sin2x 3z 2
lim — = lim — - = -
z—0sin3xr =03 2x sin 3z 3

Méthode 2 : régle de I’hépital

sin2z . (sin2z) . 2cos2x 2
im — = lim —— = lim
e—=0sin3x  2-0 (sin3z) 2-03cos3z 3

g)
1 0
lim <x3 sin ) =_—FIJI
x—0 x 0
On a Ve eR: —1§sin%§1=>—\x3]S:c?’sin%g\xﬂ

Et comme lim —|23| = lim |23| = 0
z—0 z—0

Alors d’aprés le théoréme d’encadrement (théoréme des gendarmes), on obtient

lim 23 sin — = 0
z—0 €T

3. Détermination des nombres a et b pour que f soit continue sur R :

(x —1)2, st x < —2
flz)=1< a, six=—2 soit continue sur R.

(2z +b)2,  siz> -2

Les restrictions de f aux intervalles | — 0o, —2[ et | — 2, 400 sont des polynémes, donc continues sur
ces intervalles.

La fonction f sera continue sur R si et seulement si elle est continue en (—2).

f est continue en (—2) si : liin f(z) = liln f(z)=f(-2)
T——2 T——2
(-2 =a
— lim f(z)= lim (x—1)?2=9=a
:1:572 m§72



— lim f(z)= lim 2z +b0)2=(b-4)?2=a
x—?—? w—>>—2
Donc
a=9
(b—4)2=9=b=Toub=1

Finalement, la fonction f est continue sur R si|a =9 et b€ {1,7} ‘

Exercice N°2

Montrons que les équations suivantes admettent au moins une solution réelle sur [a,b] :

1. tanz + £ =0, [a,0] = [2F, 7],
2. Inz—1=0, [¢,0] =[1,2],

3. f(z) =z ot f:]a,b] — [a, b] est une fonction continue.

Mous allons utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires (T.V.I) : si f est une fonction continue sur
un intervalle [a,b], et si ((f(a).f(b))<0) alors il existe un réel zp compris entre a et b vérifiant f(zq) = 0.

Dans le cas ol f est une fonction strictement croissante, alors la solution est unique.

% Posons F'(z) = tanx + 5.

On a F est continue sur [2F, 7], car c’est la somme de deux fonctions continues sur [2T, 7).

3 3 3
F(I) :tan%+§:—1+%<0 et F(W):tanﬂ+g:g>0.
3T R . . PR
Ona F (4) - F(m) < 0, alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires

3 3
daxg € :|Z,7T|: : F(xg) =0, dest a dire 3 xg € :|I,7T|: : tanmo—k%zo

Unicité :

Fl(z)= —

1 3T . )
+->0, Ve e |—,n| = F est strictement croissante
cos?2xr 3 4

Donc la solution est unique.

% Posons G(z) =lnx — 1

=
On a G est continue sur [1, 2], car c’est la somme de deux fonctions continues sur [1,2].

1 1
G(l)zlnl—I:—1<0 et G(2):1n2—§:0,19>0.

On a G(1) - G(2) < 0, alors d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires

1
Jap€|1,2[: G(xg) =0, dest adire Ixg € ]1,2[: Inzg— — =0
0
Unicité : L1
G (z) ==+ — >0, Vo €]1,2[ = G est strictement croissante
r oz

Donc la solution est unique.

% Posons K(z) = f(z) —z, x € [a,b].

On a K est une fonction continue car c’est la somme de deux fonctions continues sur [a, b].



K(a)=f(a)—a>0 et K(b)=f(b)—b<0 car a< f(z) <b, Vz€la,b]

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires

’El xo € la,b[ 1 K(xg) =0, dest a dire 3z € la,b] : f(x9) = xo ‘

Exercice N°3

Si f est aussi continue au point z¢ ( lim f(x) =) alors f admet un prolongement par continuité noté par
Tr—xT0

fla) = {f(x), st x # xg

l st x = xg.

1. Prolongement par continuité :

. 1 —coszx
i) f(z) = 2z
Continuité au point x =0 :
1 ——coszx 2sin?(% sin?(Z 1 sin
limizlimﬁzli (2)27 car lim 2 =1
x—0 1‘2 z—0 332 z—0 2(%)2 2 x—0 %

Donc f est continue au point 0. Par conséquent, elle est prolongeable par continuité en 0. Son
prolongement est défini par

f:R — R
1—
3 ﬁ, stx#0
r — flx)=4¢1 %
3 stz =0.

Remarque : la limite % peut étre aussi trouvée a ’aide de la régle de ’hopital.

1

Continuité au point x =0 :

1
On a lin%] — = 400 Par conséquent, g n’est pas prolongeable par continuité en 0.
x—0 X

2. Soit la fonction définie par :

f() In(x+1), siz>0
€Tr) =

sin z, st x <0
On a Dy =R.

(a) Etude de la continuité, la dérivabilité et la continuité éventuelle de la dérivée de la
fonction f sur Dy

e Continuité de f sur R

- [ est continue sur R* car les fonctions = — In(x 4+ 1) et © — sinz sont continues
respectivement sur |0, +oo[ et | — oo, 0].



- Continuité de f en 0 :

On a
£(0) = In(1 + 0) =0
lim f(z) = limIn(1+ x) 0
m:O xiO
lim f(z) = limsinzx =0
a:i() xiO
Et comme | lim f(z) = lim f(z) = f(0) = 0|, alors f est continue au point 0.
xiO xiO

Finalement, f est continue sur R
Dérivabilité de f sur R

- f est dérivable sur R* car les fonctions z +— In(z + 1) et = — sinz sont dérivable

respectivement sur |0, +oo[ et | — oo, 0].
- Dérivabilité de f en O :

On a
f(0) =In(14+0) =0
liin f(xx:g(o) = liin w =1 (avec la regle del'hopital)
z—0 z—0
lim J@=SO - _ gy sinz
< z—0 < x
z—0 z—0
Et comme | lim £ (:cx:(])”(()) = lim £ (:cx:(])”(()) = 1|, alors f est dérivable au point 0 et on a
a:z>0 :BSO
f0)=1.
Finalement, f est dérivable sur R, et on a
f*R — R
1
, st x>0
, 1+=x
. — flo)= COS T, sixz <0
1, st x=0.

Dérivabilité de f* sur R

/ . .
- f est continue sur R* car les fonctions = +—

et x — cosx sont continues respecti-

+x
vement sur ]0, +-o00[ et | — 0o, 0].
- Continuité de f'en 0 :
On a )
ro = =
lignf (x) = liin%H =
z—0 , x—0
lim f (z) = limcosz =1
:ci)O xiO
Et comme liin f(z)= ligl f'(x) = f(0) = 1|, alors f" est continue au point 0.
z—0 z—0

Finalement, f est continue sur R
(b) f est-elle de classe C' sur Dy ?

Oui f est de classe C! sur R car f est dérivable sur R et f  est continue sur R.



Exercice N°4

Soient a,b € R et

£ 2+ +1, stx>1,
xTr) =
ax® +br+2, sizx<l
Déterminons a et b pour que f soit continue et dérivable sur R :

i) Continuité de f sur R :
e Sur R — {1} : f est continue car 22 + x + 1 et axz® + bxr + 2 sont des fonctions polynomiales

continues sur R — {1}.

e Continuité de f au point 1 :
Pour que f soit continue en 1, il faut que lim f(z) = lim f(z) = f(1).
< >

rz—1 r—1
f)y= 1241+1=3

lim f(z) = lim(ax®+br+2)=a+b+2
mil a:il

lim f(z) = lim(z?+2z+1)=3

> >

r—1 r—1

Donc, il faut que a + b + 2 :3:>
ii) Dérivabilité de f sur R :
e Sur R — {1} : f est dérivable car 22 + = + 1 et ax® + bz + 2 sont des fonctions polynomiales

donc dérivables sur R — {1}.

e Dérivabilité de f au point 1 :
Sia+b#1, f ne peut pas étre dérivable, donc la premiére condition qui doit étre vérifiée est

arb=1]

% _ liin fl@)—f1) _ f’(l).

Pour que f soit dérivable au point 1 il faut que liin "

rz—1 rz—1

/

£ =20)+1=3
f(x)if(l):lim$2+x+173:hmw:hm(x—i—m:?)

lim
> x—1 > x—1 > (x—1) >
z—1 z—1 z—1 z—1
- fQ S4+br+2-3 S 4br—1
TP S G B ke k. N L .k S (+)
< x—1 < x—1 < (x—1)
r—1 r—1 r—1

Comme f est continuedonca+b=1=a=1-5



Donc, en remplacant a par 1 — b, (*) devient :

ard+bz—1 . (=bzP+bxr—1
lim ————— = lim
< (x—1) < (x—1)

z—1 z—1

o —bP+br—1
= lim
EAR Py

rz—1
~ lim (23 —=1) = ba?(x—1)
Tl (x—1)

z—1
~ lim (22 +z—-1)(x—1)—ba?(x—1)
< (x—1)

z—1
= lim(z®+2—1) —ba?
<

z—1

=3-b
Pour que f soit dérivable en 1, il faut que

@) = FQ) _ S = 1)

lim =3
> r—1 < r—1
r—1 x—1

Ce qui revient a direque 3—b=3=—05b=0

Et puisqueonaa+b=1,donca =1

Conclusion : f est continue et dérivable sur R si[a = 1] et ’ b=0 ‘

Exercice N°5

1. Calcul de la dérivée de la fonctionf : x — (22 + 1)sinz :
f est dérivable sur R car c’est le produit de 2 fonctions dérivables sur R et on a

’
/

f(x)= ((wQ +1) sinx) = (22 +1) cosz + 2rsinz

2. Montrons de deux maniéres différentes que 1’équation (22 + 1)cosz + 2zsinz = 0 admet
au moins une solution dans [0, 7]

— Premiére méthode : (Théoréme de Rolle)

f continue sur [a, b
Théoréme de Rolle f derivable sur )a,b] == 3 ¢ €la,b: f'(c) =0
fla)=f(b) =0

- La fonction f est continue sur [0, 7] car c’est le produit de deux fonctions continues sur R,
donc en particulier sur [0, 7].

- La fonction f est dérivable sur ]0, 7| car c’est le produit de deux fonctions dérivables sur R,
donc en particulier sur |0, 7[.

-f(0)=(02+1)sin0=0 et f(n)=(x%+1)sinT=0.



Donc d’apres le théoréme de Rolle, 3 ¢ €]0,7[: f'(¢) =0
En d’autre terme

Jc €]0,7[ = (24 1)cosc+ 2esine = 0
D’ou le résultat.

— Deuxiéme méthode : (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Soit
g(x) = (#* + 1) cosx + 2z sinz, z € [0, 7]

g continue sur [a,b]
T.V.I{ g derivable sur Ja,b] = 3 c€la,b: g(c)=0
g(a) g(b) <0

- La fonction ¢ est continue sur [0, 7] car c’est le produit de deux fonctions continues sur R,
donc en particulier sur [0, 7
-On ag(0) =1et g(r) = — (% + 1), donc g(0) - g(7) <0

D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, 3 ¢ €]0,7[: g(c) = f (¢) =0
En d’autre terme
Jce0,7[: (24 1)cosc+2csine =0

D’ou le résultat.

3. Soient a,b,c € R. En utilisant le théoréme de Rolle, démontrons qu’il existe x €]0, 1], tel
que
daz® + 3ba® + 2cx =a+ b+ c.

Posons
h(y) = ay* + by® + cy* — (a+ b+ )y, y €[0,1]
e La fonction h est continue sur [0, 1] car ¢’est un polynome.
e La fonction h est dérivable sur |0, 1[ car c’est un polyndme.
e h(0)=a (0)*+b(0)3+c (02— (a+b+c)(0)=0 et
h(1)=a ()*+b(1)3+c(1)2=(a+b+c) (1) =0.
Donc d’apres le théoreme de Rolle 3 = €]0,1[: h'(z) =0
En d’autre terme
J2€)0,1] : 4ax® + 3ba? + 2cx — (a+b+c¢) =0,
4. En appliquant le théoréme des accroissements finis (T.A.F) a la fonction f : z +— Inx,
démontrons que

V>0, —— <In(z+1) <z
x+1

f continue sur [a, b] . B N
T.A.F {f derivable surla.b| = Jc€la,b[: f(b)— fla)=(b—a)f (c)

Soit € > 0, on applique le théoréme des accroissements finis (T.A.F) la fonction ¢ : y — Iny définie
sur U'intervalle [1,z + 1]. On a alors :

- La fonction g est continue sur [1,z + 1].
- La fonction g est dérivable sur |1,z + 1[.

, ;o1
-Onag(y) = (Iny) =

10



Donc d’aprés le théoréme ds accroissements finis,
/ 1
de €)l,1+z[: glz+1)—g(1)=(x+1-1)g(z)=hz+1)—nl=(x+1-1)-
c
En d’autre terme
x
Jeell,z+1[: In(z+1)=—..ccoies (1),
c
Onacell,z+1[—1l<ec<z+1
e ¢>1 = 1<l = Z<g car 2>0..(2

Donc de (1) et (2) on aura

° c<r+1l = —<

Finalement, de (3) et (5) on obtient

Vx>0, L<ln(:n—|—l)<x.
z+1

Ou bien

1 T
<- <l= < — <z, car x>0

l<e<z+1=
T+ 1 c rz+1 c

Et puisque - In(x 4+ 1) (d’apres (1)), alors
c

<ln(z+1) <z, x>0.

r+1

11 Dr L. ALKAMA



