Chapitre 1

Déterminants

On ne considére durant cette partie que les matrices carrées.

Définition 1 Soit A une matrice carré (n X n) on appelle diagonale la droite formé par

les éléments a;; de A qui vérifie i = j.

Exemple 2 A = les éléments de la diagonale sont a1 =1 et asy = 3.
2 3

Définition 3 On appelle matrice diagonale toute matrice dont les éléments situés hors
de la diagonale, sont nuls.

Le terme général d’une matrice diagonale vérifie Vi # j = a;; = 0.

0 0 0 ... apm

Définition 4 On appelle matrice triangulaire supérieure (respectivement inférieure) toute

matrice dont les éléments qui se trouvent au dessous (respectivement au dessus) de la dia-



gonale sont tous nuls.

apn a2 @13 ... Qin
0 92 Q23 ... 0d2pn
A=10 0 as3 .. as, Matrice triangulaire supérieure.
0O 0 0 A
a1 0 0 ... 0
A921 Q29 0 ... 0
A= ay aszx ass ... 0 Matrice triangulaire inférieure.
an1  QAp2 Ap3 ... App
1 4 5 1 0 O

Exemple 5 T=| 0 -1 6 |, 77=]| 3 2 0

0 0 3 4 0 -2
La matrice T est une matrice triangulaire supérieure et la matrice T' est une matrice

triangulaire inférieure.

Définition 6 Soit A une matrice carré, on dit que la matrice A est symétrique (respec-

tivement antisymétrique) si elle vérifie :

a;; = a;; (respectivement a;; = —a;; ) V:1<1i,j<n

Autrement dit une matrice A est symétrique si elle vérifie A = Al et antisymétrique si

elle vérifie : A = — AL,

Remarque 7 Les éléments diagonaux d’une matrice antisymétrique sont tous nuls en

effetona:V:1<i<n:a;=—a; = a;=0.



1 4 3 0 3 -1
Exemple 8 S=| 4 -1 0 |,=] =3 0 0
3 0 6 1 0 0
La matrice S est symétrique. La matrice S" est antisymétrique.
Définition 9 On appelle matrice identité et on note I,, la matrice carrée de dimension

(n x n) donnée par :

1 0 0 0
0 1 O 0
I'=10 0 1 0
0 0 0 .1

Le terme général de la matrice identité est dit symbole de Kronecker et noté d;;.

1 si i=j

0 si 1#]

5ij —

1.0.1 Propriété

Pour toute matrice M,, (R) on a A.I, = I,.A = A la matrice I,, est donc un élément

neutre pour le produit matriciel dans M,, (R).

Définition 10 On appelle matrice scalaire toutes les matrices de la forme \.I, ot \ est

un réel quelconque.

Exemple 11
2 00
M = N=110 20

0 -1
0 0 2

Définition 12 Soit A une matrice carré (2 X 2), on appelle détérminant de la matrice

) L. a11 a2
A le résultat de l’opération : = Q11099 — 021012

a21 A2



1.1 Déterminant d’une matrice carrée.

Définition 13 La définition du détérminant d’une matrice carrée (2 X 2) se généralise

a une matrice de dimension (n x n) de la fagon suivante :

a1 a2 ... QAip
21 Q29 ... QAgpn ntl

= CL11M11 — CL21M21 —|— (—1) ananl
Ap1 Ap2 ... QApp

Ou M;; sont appelés les mineurs de la matrice A. c’est le détérminant obtenu en supri-

mant la ligne i et la colonne 1 de la matrice A.
On dit dans ce cas ,qu’on a développé le déterminant suivant la colonne 1.

Remarque 14 On peut développer le déterminant d’une matrice carrée suivant n’im-
porte quelle ligne ou colonne sans changer le résultat, on choisit en général la ligne ou la

colonne qui contient le mazimum de 0.

2 1 3
Exemple 15 Calculer le déterminant de la matrice A = 4 -2 5
-2 3 0

On va calculer le déterminant de 3 facons, en dévellopant par la 1ére et 3éme ligne et en
fonction de la 3 éme colonne.

1) développement selon la premiére ligne.

2 1 3
det (A) = 4 -2 5 |=
-2 3 0
-2 5 4 5
= (=)' % (2) x + (=D x (1) x + (=)™ x 3 x
3 0 -2 0 -2

= 2x(0—15) — (04 10) + 3 x (12 — 4) = —16.
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2) développement selon la troisiéme ligne.

2 1 3
det(A) = | 4 —2 5=
-2 3 0
1 3 2 3
+(=1)*" x (=2) x +(—=1)* x (3) x +(—=1)*? x 0 x
-2 5 4 5

= —2x(5+6)—3x(10—12)+0x (—4—4) = —22+6=—16

3) développement selon la troisiéme colonne.

2 1 3
det (A) = 4 -2 5 |=
-2 3 0
4 =2 2 1
= ()" x (3) x + (1) x (5) x + (=17 x 0 x
-2 3 -2 3

= 3x(12-4)—5x (64+2)+0x (—4—4) = —16.

Remarque 16 Le détérminant d’une matrice diagonale est égale au produit des éléments

de la diagonale.

aiq 0 0 0

0 929 0 0

0 0 ass ... 0 = (11022...0np
0O 0 0 Qpn,

Remarque 17 Le détérminant d’une matrice triangulaire est aussi égal au produit des

éléments de la diagonale.

—2

—2



1.1.1 Propriétés des déterminants
Propriété 1

Si on multiplie une ligne ou une colonne par une constante k alors le déterminant est

ausst multiplié par k.

2 1 3
Exemple 18 Soit la matrice A = 4 -2 5 dont on a calculé le déterminant
-2 3 0
dans ’exemple précédant.
4 2 6
On souhaite calculer le déterminant de la matrice Ay = 4 -2 5
-2 3 0

On remarque que la matrice Ay a été obtenue en multipliant la premiére ligne de la

matrice A par 2, donc on peut conclure que :

det (A1) =2det (A) =2 x (—16) = —32.

Propriété 2

Permuter deuz lignes fait changer de signe au déterminant (x — 1), si le nombre de
permutations est pair alors le déterminant ne change pas sl est impair le déterminant

change de signe.

2 1 3
Exemple 19 On a la matrice A = 4 —2 5 | del’exemple précédant.
-2 3 0
-2 3 0
Ay = 4 -2 5
2 1 3



La matrice Ay est le résultat de la permutation des lignes L, et Ls de la matrice A on a
donc :

det (Az) = —det (A) = — (—16) = 16.

Propriété 3

Soit A une matrice (n X n), on note Ly, Lo, ...L, les lignes 1,2, ...n respectivement et

C1,Cy,...C, les colonnes 1,2, ...n respectivement.

Définition 20 Soit Aj, Ay, ...\s (s < n) des nombres réels.On appelle combinaison li-
néaire des lignes Ly, Lo, ...L (respectivement Cy,Cs,...Cy) la ligne (colonne) donnée
par :

ML1 4+ AoLs + .. XLy (respectivement A\ Cy + AoCo + ... AsCf)

Propriété : Ajouter a une ligne (colonne) d’une matrice une combinaision linéaire

des lignes (colonnes) de la matrice ne change pas la valeur du déterminant.

2 1 3
Exemple 21 On a toujours la matrice A = 4 -2 5
-2 3 0

Soit la matrice Az ot on ajoute a la ligne Ly la somme des lignes Loy et Ls.

4 2 8
As = 4 -2 5
-2 3 0



Calculant le déterminant de la matrice Ay en dévellopant selon la troisieme ligne.

4 2 8
det (AQ) = 4 -2 5| =
-2 3 0
2 8 4 8
+(—1)* x (=2) x + (1) x (3) x + (-1’ x 0 x
-2 5 4 5

— —2x (10— (=16)) — 3 X (20 — 32) + 0 x (8 — 8) = —16.

Question : Si on remplace la ligne Ly par 2L, + Ly + L3, quelle est la valeur du

déterminant de la matrice A?

Proposition 22 Pour toutes matrices A et B de M,, (R) le déterminant du produit est

égal au produit des déterminants :

det (A.B) = det (A).det (B).

A

C
Définition 23 Soit M= une matrice blocs carré. Le det(M) = det(A). det(B).

0 B

Définition 24 Soit M une matrice blocs triangulaire supérieure (inférieure)avec les blocs

carrés diagonauz : Ay, As....; A,. Le det(A) = det(A;).det(Asz)....det(A,).

2 34 7 8
-1 53 2 1
Exemple 25 M=| 0 0 2 1 5 | ,remarquons que M est une matrice blocs tri-
0 03 —1 4
0 05 2 6

angulaire supérieure . On calcul le dét de chaque bloc diagonal : det =
-1 5

4
4

2
—2



2 1 5
13,det | 3 —1 4 | =29.D’ou det(M) = 13.29 = 377.
5 2 6

1.1.2 Inverse d’une matrice carrée

Définition 26 Soit A € M, (R) une matrice carrée, On dit que A est inversible si et

seulement si, il existe une matrice carrée A~' tel que
AA =A1A=1,

Proposition 27 Soit A € M,, (R) une matrice carrée alors A est inversible si et seule-

ment si det (A) # 0.

1.1.3 Calcul de P’inverse.

Définition 28 Soit A € M, (R) une matrice carrée, an appelle comatrice de la matrice

A la matrice définie par :

C’om (A) = ((—1)Z+] Mzg)
Ou M;; est le déterminant obtenu en enlevant la ligne i et la colonne j de la matrice A.

Proposition 29 Soit A € M,, (R) une matrice carrée, si det (A) # 0 la matrice inverse

de A est donnée par :

1
Al = Com (A))'
det(A)( om (A))
Exemple 30 Soit la matrice A , on a déja
2 1 3
det(A)=| 4 -2 5 |=-16
-2 3 0



det (A) # 0 donc la matrice A est inversible.

(_1)1+1 -2 9 (_1)1+2 4 5 (_1)1+3 4 -2
3 0 -2 0 -2 3
1 3 2 3 2 1
com(A) = (—1)*" (—1)** (—1)**
3 0 -2 0 -2 3
(_1)3+1 1 3 (_1)3+2 2 3 (_1)3+3 2 1
-2 5 4 5 4 -2
—15 —-10 &8
= 9 6 -8
11 2 -8
-15 9 11
com'(A)=| —10 6 2
8 -8 -8
-15 9 11 15 9 11
~16 —16 —16 6 16 16
-1 _ -10 6 2 _ 3
e
% T i -3 3 3

1.2 Reésolution de systémes d’équations par la mé-

thode de Cramer (Gabriel Cramer 1704-1752).

Soit le systéme d’équations sous forme matriciel A.X = b avec

a1 A12 ... Qip T b1

21 A22 ... QAgpn i) bg
A= X = b=

Apl Ap2 .. Qpp Ty b,
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Méthode de Cramer

— Calculer le détéminant de la matrice A, si |A| est non nul alors il existe une solution
unique, sinon soit il existe une infinité de solutions soit aucune solution.

— Quand le détérminant est non nul et ci on note C, Cy, ...C), repectivement la pre-

miére,seconde, ...n-iéme colonne de la matrice A alors on a la formule :

= det (Cl, ..01;1, B, C/L'Jrl, Cn)
" det (A)

Autrement dit pour chaque z; on remplacera la colonne correspondante par la

colonne b et on calcule le détérminant de la matrice obtenue.

Exemple 31 Résoudre le systéme d’équations suivant :

131+2l’2:5
3[E2—|—l'3:9
IL’2+2£E3:8

On calcule d’abord le détérminant de la matrice A;

120
det(A)=10 3 1|=5
01 2
5 2 0 1 50 1 2 5
9 31 091 039
8§ 1 2 0 8 2 01 8
T = 3 =129 = 3 =213 = 5 =3

1.2.1 Inconvénient de la méthode de Cramer

L’incovénient de la méthode de Cramer est le nombre d’opérations arithmétiques

nécéssaires pour trouver la solution, ce nombre est évalué a environ N x (N + 1)! ainsi

11



pour un systéme & 100 inconnues, on devra effectuer sur machine & peu prés 9.4 x 10¢1

opérations, ainsi méme avec une machine d’une vitesse d’un petaflops ! c’est a dire
effectuant 10'® opérations par secondes il faudrait environ 0.2980720446 x 104 années

pour trouver la solution.

IDébut juin 2008, le supercalculateur IBM Roadrunner est le premier & franchir la barre symbolique
du Pétaflop. Puis, en novembre 2008, c’est au tour du supercalculateur Jaguar de Cray. En avril 2009,
¢’étaient les deux seuls supercalculateurs & avoir dépassés le Petaflop.(source Page processeur Wikepedia
18/12/2010)
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Chapitre 2

Résolution des systémes linéairesU

2.0.2 Meéthode de Gauss (Carl Friedrich Gauss 1777-1855).

La méthode de Gauss consiste a effectuer des éliminations jusqu’a obtenir un systéme

équivalent a une matrice triangulaire supérieure.

ay; a2 aiz  .... Qip bl
G21 G22 Q23 azn by
Gp1 QAn2 Gp3 vee Qpn bn

La méthode comporte (n-1) transformations sur le systéme, on notera az(?) I’élément

Q45 a l’étape k.
Etape n° =1 :
- On transforme A en une matrice dont les termes sous diagonaux de la premiére

colonne sont nuls .

—a
Pour éliminer le terme as; on multiplie la ligne [; par ( 21)

l§1) — Iy + (—a21) I
a1

13



on obtient ainsi

a =a a21) a
) = g — [ 2 ) ays
27 J a J
a
bgl) = by — ﬂ) by
aii
—a
Pour éliminer le terme az; on multiplie /; par ( 31)
an

lél) s+ (—a:n) I
a1

on obtient ainsi

a(l) =a 431 a
3; — W3 — | T 1j
J ail
1 a31
b = by — (222 ) by
a1

D’une maniére générale pour éliminer tout les termes a;; on utilise la transformation

ZZQ) — 1+ (_aﬂ) I
ail

B = b, — (ﬂ by

ai

A la fin de la premiére étape le systéme d’équations aura la forme suivante :

apy iz 413 ... G, b

1 1 1 1
0 a o al o)
0 aﬁz) agg) ooal) oY

Etape n° =2 :
Nous éliminons ensuite les termes sous-diagonaux de la seconde colonne.

Comme & la premiére étape pour éléiminer le terme azy, on doit utiliser la transfor-

mation élémentaire
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on obtient ainsi

( (2) (1) ai(’>12) (1)
A3g = Q33 — | —(qy | Q22 = 0
Qo9
(2) (1) ai(slz) (1)
_ _ | 232 @
22 35 — O3 e 24
........................... <~ o o a(212) "
(1) b = pl) — | 232 ) plt
o = al) - (—) L) I vy
@22
(2) (1) aglz) (1)
a
L 22

En continuant de la méme étape qu’a la premiére étape on obtient la fin de la seconde

étape le systéme d’équations aura la forme suivante :

apiy iz 413 ... G, by

1 1 1 1
0 a(22) agg,) agn) bé )
0 0 ag? agi) b§2)
0 0 o .. af o

Etape n° =k :
Pendant une étape k (k quelconque) Nous éliminons les termes sous-diagonaux de la

k — iéme colonne

oD
k k—1 k+1,k k—1
ll(ﬁL)l — ll(chl ) ( (k—l)) ll(g )
g,

15



on obtient ainsi

( a(k—l)
(k) _ (k-1) k+1k \  (k—1)
A1k = Apy1k — ( =) | Yk = 0
kk (k—1)
k=D (k) _ (k=1) A1k (k—1)
(k) _ k=1 PktLE ) (k1) Upr1j = Qkr1y — | "oy | Pk
Cpp1k1 = Dot b1 1) | Pkl a
A, (k—1)
pB) _ p1) Apt1,k b
.......................... k+1 — k+1 - (k*l) 1
(k—1) A,
(k)  (k-1) Apy1k | (k—1)
Q11 = Apr1,j — ( (k—l)) Ak a1
N Ak

A la fin de la derniére étape on obtiendra une matrice triangulaire supérieure équiva-

lente & la matrice de départ.

Remarque 32 Les opérations précédentes supposent que les termes a,g,i_l) appelés pivots

sont non nuls.

Exemple 33 Soit le systéme d’équations représenté par la matrice augmenté suivante :

2 1 2 10
6 4 0 26
8 5 1 35

ly Iy + (_76) L
13 — l3+ (%8) ll

21 2 10
01 -6 —4
01 -7 =5

-1
l3 — l3 + (T) lg
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21 2 10

01 —6 —4

00 —1 -1
la solution du systéme est

r3 — 1,332 :2,.1'1 =3

2.0.3 Pivot partiel / Pivot total

Si au cours d’une étape k£ un pivot nul apparait on ne peut plus effectuer de division
pour éliminer les éléments sous diagonaux, dans ce cas on effectue une permutation de
lignes pour contourner cette difficultée.

Deux choix sont possibles, le pivotage partiel et le pivotage total.

Pivot partiel

On cherche le plus grand élément en valeur absolue des éléments sous le pivot, notons

I'indice de sa ligne s et on échange les lignes L,(Ck_l) ot LY,

ag,z_l) = max {agz_l),i > k} = L,(f_l) — Lgk_l)

Pivot total

On cherche le plus grand élément en valeur absolue dans le rectangle formé par les

lignes Ly, 1 et L, et les colonnes C}, et C), , notons I'indice de cet ag]:_l), on échange alors
les lignes L,({k_l) et LY et ensuite les colonnes C} et Cs en faisant attention au fait que

ce dernier changement implique un autre sur I’ordre des solutions qui seront donnés dans

I'ordre du changement.

LD k-

(k=1) _ { (k=1) .
a, =~ = max\a,. ,z>k,j2k}$
CE=Y g

v
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Le vecteur solution X est donné par :

X = (ZEl, <o L—15 Lsy Lh415 -+ Ls—1, Thy Ls41; -+ xn)

Exemple 34 Soit le systéme d’équations a résoudre par la méthode de Gauss :

¢

T1— 209+ 13 — x4 = —4
Ty — 209 — T3+ x4 = —2
201 — X9+ x3 — 214 = =5
\ —x1+ 29— 223+ 14 =—1

La matrice augmentée du systéeme est donnée par :

Les opératios de la premiére étape sont données par :

lngg—ll
l3<—l3—2l1

ly —1ls+1

Le systéme est donc équivalent a

=) o ] —
=]
—
|
[\)
|
ot

18



comme le pivot ag?) est nul, on doit effectuer un changement de pivot.

1- Pwot partiel
Si on opte pour le pivot partiel on doit effectuer le changement ly < Iy et le systéme est

équivalent a :

1 -2 1 -1 -4
0O -1 -1 0 -5
o 0 -2 2 2
o 0 1 -2 =5

On peut donc passer directement a [’étape suivante, l’opération de la derniére étape est

donnée par : ly «+ ly + %lg et on obtient :

1 -2 1 -1 -4
0O -1 -1 0 =5
o 0 -2 2 2
o 0 0 -1 -4

La solution du systéme est donnée par : x4 = 4,23 = 3,25 = 2,27 = 1.

Remarque 35 Les modifications apportées a la matrice en appliquant la méthode de
Gauss ne change pas la valeur du déterminant (tenir compte du nombre de permutation
de lignes et de colonnes en cas d’application du pivot). En pratique en se sert des méthodes

directes également pour calculer le déterminant d’une matrice.

Remarque 36 Si on veut résoudre plusieurs systémes d’équations possédant la méme
matrice A des coéfficients mais o second membres différents, il suffit d’ajouter tous les

seconds membres a la matrice pour former une seule matrice augmentée.
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Exemple 37 Soit les systémes d’équations suivants :

2$1+ZL’2+2[E3:10 2I1+$2+2$3:5 2$1+$2+2ZL’321
6$1+4l’2 = 26 ; 61’1+4[E2 =2 5 6$1+4$2 =6
8x1+5x2+$3=35 8$1+5$2+$3:3 8$1+5£E2+CL’3:5

212 10 51

Il suffit de former la matrice augmentée sutvante | 6 4 0 26 2 6

8 5 1 35 3 5
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2.1 Meéthodes par factorisation LU.

Les méthodes par factorisation LU consistent & transformer la matrice des coéfficients
A en un produit de deux matrices triangulaires I'une inférieure L et ’autre supérieure U.
Une fois la décomposition effectuée il faut résoudre deux systémes & matrices trian-

gulaires.

AX=b&s LUX =0

Y

On résoudra d’abord le systéme LY = b une fois Y trouvée on résoudra le second systéme

UX =Y.

2.1.1 Décomposition de Crout.

La décomposition LU n’est pas unique et il faut ajouter des conditions, la méthode

de Crout impose que la diagonale de L soit formée d’unités 1.

Exemple 38 Résoudre le systéme

2 1 2 10
6 4 0 206
8 5 1 35
6 4 0 - L21 1 0 0 U22 U23
8 5 1 L31 L32 1 O O U33
Un Uiz Utz
= LoyUn Usa + Lo1Uso Uss + Lo1Uss

L31Uy L3yUyg + LagUse  Uss + L3iUps + LaaUss
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Par identification on obtient :

Un =2 LU =6 LU =8
(1) Up=1 |(2) Uy + LonUiy =4 | (3) LsyUss + LgpUss = 5
Uiz =2 Uzs + LnU13 =0 Uzg + L31U1z + L3pUsz =1
2Ly =6 Loy =3 2L31 =8 L3 =4
(2) & U+ Loy=4 = Un=1 (3) = q Ly + Lz =5 = Lp=1
Uss +2L9y =0 Uss = —6 Uss +2L3; —6L3, =1 Uss = —1
D’ou
100 2 1 2

L=1310 |, U=]|]01 -6

4 1 1 0 0 —1
ylzlo y1:10
LY =b= By 4y =26 =< yp— —4
4y1 + Y2 +y3 =35 yz = —1
2£L'1+£E2+2ZE3:10 ZE1:3
UX =Y = Ty — 63 = —4 = Tog =2
—z5 = —1 z3=1
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2.2 Systémes d’équations linéaires surdéterminés

On parle de systéme surdéterminé si on a plus d’équations indépendantes que d’in-
connues. D’une facon générale un systéme surdeterminé ne posséde pas de solution.
On tente a la place de minimiser I’écart ||AX — b[|; qu’on nomme également résidu

et de le rendre le plus proche de 0. La solution trouvée est dite pseudo-solution.

Proposition 39 Soit A € M,,,,(R) une matrice a m lignes et n colonnes avec m > n :
la, fonction R : R® — R définie par R(X) = |AX — b||> admet au moins un minimum

qut est solution du systéme :

ATAX = ATp
La derniére équation est appelée équation normale.

Exemple 40 Trouver la pseudo solution du systéme d’équations surdeterminé suivant

(

2a+b=26.5
da+b=8.5
ba+b=11
\ 6a +b=12.5

On doit donc résoudre le systéme d’équations suivant :

2 1 6.5
2 45 6 4 1 a 2 45 6 8.5
1 111 5 1 b 1 111 11
6 1 12.5

81 17 a 177.0
< =

17 4 b 38.5

La pseudo solution est donnée par : a = 1.5286,b = 3.1286.
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