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Exercice N°1 (7 points)

1) A= {”Jrf neN, n> 2} - {4, 221} =11, 4]. [1 point]
n_

(a) Détermination de sup A et inf A :

— L’ensemble des majorants de A est [4, 400l
— L’ensemble des minorants de A est | — oo, 1].
— Le plus petit des majorants est 4, donc sup A= 4. [1 point]

— Le plus grand des minorants est 1, donc inf A=1. [1 point]

(b) maz A et min A existent-ils ?

— max A= 4 car sup A=4 €]1,4]. [0.5 point]

— min A n’existe pas car inf A=1 ¢]1,4]. [0.5 point]

(c) Pour un entier naturel, on pose :

2 1
B={ T2 2 L eN n>2l
n—1 4
L’ensemble B dépend de ’ensemble A ou
1 1 17
— = g ' o
sup B supA+4 4+4 1 [0.5 point]
'fB*'fA+1 —1+1—5 [0.5 point]
in = in 1= 1=7 .5 poin

b
IT) Pour tout couple (a,b) de nombres réels positifs, montrer que % > +vab. |2 points|

On a
(a—b)?=a?+b* — 2ab >0
f— CLQ + b2 Z QQb
—  a>+b*+2ab > 4dab
—  (a+0)? > 4ab
b 2
= (a+b) > ab
2
— (a Zb) > Vab
b
Alors at > vab.




Exercice N°2 (7 points)
I) Soit la suite (Uy,), définie par :

Up=0
Upi1 =6+ U, n€N

(a) Montrer que Yn e N, 0 < U, < 3.

Démonstration par récurrence :

— La supposition est vraie pour n = 0. En effet, 0 < Uy =0 < 3. [0.5 point)]
— On suppose que VneN, 0<U, <3 et on montre que 0 < Upy1 < 3: [0.5 point]

0<U,<3=6<Up+6<9=V6<\U,+6<3=V6<U,41 <3

Et comme v/6 > 0, donc 0 < Upt1 < 3.
Conclusion : 0 < U,, < 3. [0.5 point]

(b) Montrer que (Uy), converge et trouver sa limite.

— Convergence de (U,) :

B B VU, +6+U,)  (Un+6-0;)
Un—i—l—Un—m—Un— (\/Un+6—Un)(m+Un) - (m+Un)

Le signe de Up+1 — Uy, -
- Le dénominateur : (vU, +6 +U,) >0

- Le numérateur :
Up+6-U2=0 — u=3 et u =-2
Un+6—U5: —(Un—=3)(Up,+2)>0 pour 0<U, <3

Un+1 — U, > 0, done (Uy,) est croissante. [1 point]
(Uy,) est majorée par 3 car Vn € N, U, < 3. [0.5 point]
Puisque (U,,) est croissante et majorée alors elle est convergente. [0.5 point]
— Limite de (U,) : [1 point]

Puisque la suite (Uy,) est convergente alors sa limite existe et est finie. On note [ sa limite,
ou [ €]0,3].

I=VI+6 = PP=14+6 = —P+1+6=0 = [=3 et [=-2
Ona [=3€]0,3] mais [=-2¢]0,3].

Donc lim U, =1 = 3.
n—o0

IT) Soit la suite (V,,), définie par :

2 n2

1

Montrer que 4" >n*, VY n>5: [0.5 point]




Ona: Vn>5
4 > pt

= (22)" > (")

— (2")? > (n?)?

— 2" > p?
Démonstration par récurrence :

- La proposition est vraie pour n = 5. En effet, 2° = 32 > 52 = 25.
- On suppose que pour n > 5, 2" > n? et on montre que 2"+ > (n +1)2:
2" > p? = 2"t > 2p?
La proposition est vraie pour (n+ 1) si 2" > 2n2 > (n +1)2.
2n? > (n+1)2

20 —(n+1)2>0
n?—2n—1>0

Pourn >5n2-2n-1>0 = 2n?>(n+1)? = 21> (n+1)2
La proposition est vrai pour (n + 1).

Conclusion : 2" >n? = 4" >n* Vn >5.

Montrer que (V,,),, est de Cauchy, sachant que 4" >n* ¥ n>5 : [2 points]

Par définition d’un suite de Cauchy
Ve>0,3ngeNVpeNVqgeN, p>ng, q>ngtel que: |Vprg—Vy|<e

1 22 2 + 2 1 22 2
|Vp+q—vp|:‘ <1+++ +p+...+w>—<1+++ +p>

12T T Apta 1T T
|p+1)? | (p+2)? (p+q)?
| 4ptl 402 4p+q
_Zq:(p+k)2
- Ap+k
k=1

Comme on a  4P7F > (p+ k) = <
Alors
Votrq = Vol =



1 1
P+ k2 - prhprh—1)

Ona (p+k)?>@p@+k)p+k—1) =

Alors
1

q
Vora = Vol < Y0 s
— (p+Fk)

q
1
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1
Puisque — converge vers 0 quand n — oo (sachant que p > n), alors Ve > 0, ‘ — O‘ =-<e.
p p p

Par conséquent, |V, — Vp’ < e = lasuite (V,)nen est de Cauchy.

Exercice N°3 (6 points)

I) En utilisant la définition de la limite, montrer que lin% (2 —3) = —1. [2 points]
T—

D’aprés la définition de la limite :
lim f(z)=1l<=Ve>0,3n>0telqueVao#ux:|r—z <n=|f(z)-1<e.

a0
on a (237—3)—(—1)‘ =[2z-2|=2[z-1<e = [|z-1|<&.
Donc, si on choisit n = %, on aura

z— 1| < n=> \(295—3)—(—1)] <e
Ce qui revient a dire que il_}ml(2x -3)=-1

IT) Soit la fonction f définie par :

1 ‘
x® sin—, six#0
x

0, st x=0.

(a) Montrer que f est dérivable sur R. [2 points]

— Dérivabilité sur R* : f est dérivable sur R* car c’est le produit de deux fonctions x +— 22

. . 1 .
(polyndéme) et & — sin — (composée des deux fonctions x — sinx et x —— —) dérivables
T x

sur R*.
— Dérivabilité au point O :
0 z¢sin— — 0
lim M = lim 24 = lim 2z sin —
x—0 x—0 x—0 x—0 x—0 X



On a
1

-1 < sin — <1
== —x < T sin — <z
x
— lim(—z) < limzsin < lim(x)
z—0 x—0 ai z—0
0 < limzsin— <0
z—0 T
. "
Alors lim zsin— = 0.
z—0 X ,
Donc, f est dérivable au point 0 et f (0) =0
Par conséquent, f est dérivable sur R.
(b) Montrer que f n’est pas continue en 0. [2 points]

, 1\ 11 1 1 1
f(z)= <CL‘2 sin ) =2z sin— — — (22?) cos — = 2z sin — — cos —.
x x x x x
Calcul de lim f'(z) :
z—0 1 1
lim f () = lim <2m sin — — cosf).
z—0 z—0 T T
1
D’aprés la question précédente, lim 2z sin — = 0.
1 e 1 1
Ona —-1<cos—<1=— —-1<limcos— <1, donc lim cos— n’existe pas.
x z—0 T z—0 X
1 /
Puisque lim 2xsin — — cos — n’existe pas , alors f n’est pas continue au point 0.

x—0 T x



