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Exercice 1:

(1) (a) f{1/2)) = {f(x) € [0.2]/x = 1/2}.
A2y =312 € [0.2], alors :
fify2)) = {3/2}).
(6) f71({0}) = {x € [-1.1]/f(x) = 0}.
Unae flrj]=2=r=0=r=2¢[=11], alors :

oy =0

fe) g([=11]) = {gl{x) € [0.2)/x € [-1.1]}. on a = € [=1.0JL]0. 1]

TrE [—LU] = =l=<z=<1
= D=r' =1
= 1<sr41<2
= glr)e[1.2] C [0.2]
d'oi g{[=1,0]) = [1.2]
r €], 1] Nzxr<l
el
les41<2
g(x) €]1.2] C [0.2]
d'od g(]0,1]) =1, 2], g([=1, 1]) = [1,2].
(d) g=([0.2]) = {x € [1.1)/g(x) € [0.2]}. on a
glr)€[0,2] = 0<241<2
= —1<€s°<1
= (=l <i)vid=s2t<1)

b

4

Uingalité (=1 < 1 < 0) n'a pas de solutions.
lsr<lels|jrslae=lssgl
Atnsi
g~ [0, 2]) =du[=1.1] =[-1,1].
(2) Comme [~ ({0}) =0 c'est & dire Uélément 0 € [0,2] n'admet pos d’antécédent
par [ dans [=1,1] done [ west pas surjetive ef par suile west pas bijective.
(3) L application g est paire done g(=1) = g(1} or =1 # 1 donc g n'est pas
injective d'ofi g ne peuf élre bijective, awssi on remargue gue g([=1,1]) =
[L,2] # [0.2] dome g n'est pas swrjecive, alors n'est pas aussi bijective.



Exercice 2. 1. le graphe représentatif de R

%}2\

2. RestréflexivecaronaVx € E, xRz

0RO, 3R 3, 4R4 et SRHS.

3. Restsymétrique caron aVa,y € E, xRy = yRx

0RO = 0RO
OR4 = 4RO
3R3 = 3R3
4R4 = 4RA4
RS = OR5
OR5 = 5RO
3RS = OR3.

4. R n’est pas antisymétrique car par exemple, on a 0R4 et 4R0 mais 0 # 4.
5. R n’est pas transitive car par exemple, on a 0R5 et 5R3 mais 0K3.

Exercice 3. a) Sur Z, on considere la relation /A définie par :
r Ay & x +y est pair,
la relation /A peut s’écrire :

ANy IdkeZ:x+y =2k



Montrons que /\ est une relation d’équivalence.
q q

i) Réflexivité de A : Soitz € Z.On a

vg=32r = db=mc Lurxto=23%k
= /A=
Donc Vx € Z, /A x. D’ou la réflexivité de A\.
ii) Symétrie de A : soient x, y € Z tels que = /A y. Montrons que y /A z. On a
vy = dbelnety=2k
= Jdk€Z:y+z=2k
= ygAz.
DoncVa,y € Z, x Ay = y A x. D’ou la symétrie de /.

iii) Transitivité de /A : Soient z, y, z € Z tels que * /A y et y /A z. Montrons que z A\ z.

Ona
r Ay ez +3=2k..(1)
et = et
Uiz M EZ:y+2z=2k..(2)
W+Q2) = FkkeZ:x+y+y+2z=2k+2k

= dkkieZ:ax+z2=2k+ 2k — 2y
= dkheZ:x+z=2ktlquek, =2(k+k —y) €Z
= z Nz

DoncVz,y,z € Z,x Ayety A z= x /A z.D’ou la transitivité de /.

De (i), (i), (iii) on a /A est une relation d’équivalence.

b) Déterminons la classe d’équivalence de O et 1.

0 = {z€Z,zA0}
{xe€eZ, Ik eZ:x=2k}
{(2k/k € Z} = 2Z

=

{eZ,zl}
{z€Z,IkeZ 2+ 1=2k}
wed, peding=2—1}
{2k —-1/k € Z}



¢) Déterminons I’ensemble quotient Z/ A\ .
Par définition, I’ensemble quotient Z //\ est I'ensemble des classes d’équivalence
pour la relation /A, Pour identifier cet ensemble, on va déterminer quelque classes
d’équivalences.

D’apres la question précédente, on a
= {.‘T?EZ,EH?EZZ.T:QA‘.}
{reZ IkeZ z=2k—1}

=

etona

2 = {r€Z3Ikel:2=2k—2}
{reZ3IkecZ:2=2(k—-1)}
= {z€Z3k €Z:x=2k}
= 0
2 = {seZIkeZ: z=2%k+2)
{zeZ,3IkeZ - v=2k+1)}
{r e Z,3IK =k+1€Z:x=2k"}
= 0

]
I

{zeZ ke Z:xz=2k—3}
= {z€Z IkeZ:z2=2k-2—-1}
= {xe€ZIkeZ:z=2(k—1) -1}
= {z€Z 3k €l :x=2k —1}
=
—1 = {z€Z3kel:x=2k+1}
= {z€Z IkeZ:z2=2k+2—-1}
= {re€eZIJkeZ :z=2(k+1) -1}
= {r€eZ 3K eZ:x=2kK—1}
=
On peut remarquer que tous les €léments en relation avec 0 sont les entiers pairs, tandis que tous
les €l€éments en relation avec 1 sont les entiers impairs. Donc

Z)A = {0,1}.
Exercice 4. a) Sur N%, on considére la relation S définie par :
(a,b) S (a’,b’) sat+b =b+a,

Montrons que & est une relation d’équivalence.
i) Réflexivité de S : Soit (a,b) € N°. Ona
a+b=b+a.

4



Donc V (a,b) € N?, (a,b) S (a,b). D’ou la réflexivité de S.
i) Symétrie de S : soient (a,b) . (a',0") € N? tels que(a, b) S (a',b’).
Montrons que (a’, b’) S (a,b).Ona
(ams(aﬁj s bl sl
= b+d =a+0 (symétrie de I'égalité)
= a+b=0b+a ( commutativité de 1’addition)
= (@H)sm&y

Donc V(a,b) , (a’,b’) eN? (a,b) S (a',br) = (a',b’) S (a,b). Dol la symétrie de S.

iii) Transitivité de S : Soient (a,b), (a',b'), (a',b") € N?tels que (a,b)S (a', 1) et
(a’, br) S (an, b) Montrons que (a,b) S (a”, b) Ona

(a,b)S (a',d) atb =bta..(1)
et = et
(a',b)S(a",b") o +b =b+a .. (2

1) +(2) = a+€+(d+€):b+d+(€+dj
g a—’_bnzb—’_an
:ﬁ(mmS(Jjj.

Donc ¥V (a,b) , (a.’,b’) , (a”, b”) eN?, (a,b) S (a.’, b’) et (a',br) S (a.”.b”) = (a,b) S (a”, b”).
D’ou la transitivité de S.
De (i), (ii), (iii) on a S est une relation d’équivalence.

b) Déterminons la classe d’équivalence de (1, 1).

(1,1) = {(a,b) € N% (a,b)S(1,1)}
= {(e,b)eN%a+1=b+1}

{(a,b) € N?,a = b}

= {(a,a)/a € N}.

Exercice 5,

a) Sur |1, +oo[, on considere la relation 7 définie par :

% y
xTy & < "
YT E T e

Montrons que 7 est une relation d’ordre.
i) Réflexivité de 7 : Soit z € |1, +oo|. Ona

T __®
2417 22+1




Done Vz € |1, 4+o0c[, 2T 2. D’ou la réflexivité de T .
i) Antisymétrie de 7 : Soient =,y € |1,+o00[ tels que 7 y et yT = . Montrons que y=z. On a

zTy 1 < 7h
et = et
yTx rr g
< E o H L E
z24+1 7 2+1 " 22 +1
i y
= .'r.?-—|—1:y2—|—1
= m(y2+1):3;(;r:2+])
= af+r=y’+y
= a2l +r—yr’—y=0
= zf—yrt+r—y=0
= ay(y—z)+z—y=0
= —ay(z—-y)+tz—y=0
= (z—y)(—zy+1)=0
= (r—y) =0V (—2y+1)=0
= =Yy

car z,y € |1, +oco[ entraine (—zy + 1) < 0c-a-d (—zy + 1) # 0.
Donc Vz,y € |1, +oc[,.xTy et yTx = x = y. Dol I'antisymétrie de 7.

iii) Transitivité de 7 : Soient x, y, > € |1, 40| tels que 2Ty et yT 2. Montrons que 7 z. On a

xTy 251 < e (1)
et — et
e | @)
X ' z
1) et (2 5 <
(et 2) = 224+ 17 2+ 17 2241
T
2417 2241
= zTz.

Done Vz,y, 2z € |1, +oc|, Ty et yTz = zT 2. D’ou la transitivité de 7.
De (i), (i1), (i1i), on a T est une relation d’équivalence.
b) Cet ordre est-il total ?

€T
241

Soit % < —2% et alors z7T y, soit F—Li < et alors yT x. Donc T est une relation d’ordre

- ¥
total.

Exercice 6. a) Sur R?, on considere la relation S définie par :

(a,0)S(c,d) = a<cetb<d



Montrons que S est une relation d’ordre.
i) Réflexivité de S : Soit (a,b) € R%. Ona
a<aeth<h

Donc ¥V (a,b) € R?, (a,b) S (a,b), d’ou la réflexivité de S.

ii) Antisymétrie de S : soient (a,b) , (c,d) € R? tels que (a,b) S (¢, d)et (¢, d) S (a,b) .
Montrons que (a,b)=(c,d). On a

(a,b) S (¢, d) [a < cetb<d]
et = et
{ (e,d)S (a,b) { [c<aetd <
[a < cete< al
= et
b<detd<}
= §=eetb=d

= (a,b) = (¢,d).
Donc V (a,b) , (¢, d) € R%,(a,b)S (¢, d) et (¢,d) S (a,b) = (a,b) = (¢,d), d’ol antisymétrie
de §.

iii) Transitivité de 7 : Soient (a,b) , (¢, d), (e, f) € R? tels que (a,b) S (¢, d) et (¢,d) S (e, f).
Montrons que (a,b)S (e, f). On a

(a,b)S (c,d) [a<cethb<d]..(1)
et = et
(c.d)S (e, 1) < ectd < f]..(2)

(et (2) = [a<c<eetb<d< f]
= a<ecth<f
= (a,0)S (e, f).

Donc ¥ (a.b) . (c,d) . (e, f) € R% (a.b)S (c,d) et (c,d) S (e, f) = (¢,d)S (e, f), d’oti la
transitivité de S.
De (i), (i), (iii), on a S est une relation d’équivalence.

b) Cet ordre est-il total ?
L’ordre § n’est pas total (il est partiel) : en effet, les deux couples (0, 8) et (3, 7) ne sont pas
comparables. On a

8 £ 7=(0,88(3,7)

3 £ 0= (3,7)8(0,8).



