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CHAPITRE 1

CALCUL DIFFERENTIEL ET EXTREMA

Dans ce chapitre, nous introduisons les dérivées d’ordre supérieur a un, le théoreme des
accroissements finis et le théoreme de Schwarz qui sont tres utile pour établir la formule de
Taylor a plusieurs variables et le calcul des extremums. Enfin, nous donnons le théoréme des
accroissement finis.

1.1 dérivées partielles d’ordres supérieur a un

Si une fonction f : R” — R admet des dérivées partielles, alors chacune de ses dérivées par-

0 0?
tielles —f,i = 1,...n peut aussi admettre a son tour des dérivées partielles notées par

ou f, ., et quisont appelées dérivées partielles d’ordre deux de la fonction f par rapport a z;

par rap-

ox

et x; prises dans cette ordre, c’est a dire on dérive f par rapport a x; puis on dérive
K3
of(a1,..aj+h,...an)  Of(ai,...,an)

0? ce, Ay 0 .0 ey o -
flay, ..., ay) -9 flay a)):hm}H0 9z Oz
3@0@- X ZT; h
est la dérivée seconde de f par rapport aux variables z; et x; au point A = (a1, as...,a,). Par
exemple la fonction f(x,y) de deux variables peut admettre quatre dérivées partielles d’ordre

deux au point A = (a,b) qui sont :
Of(a,b+h)  9f(a,b)

port a x;. Ainsi,

0? _
1.ay’§(a, b) = limy,_,g —2 . % .
agf af(cgb-l-h) _ 6féa,b)
2. b) =1 = £
df(a+hb)  Of(ab)
3. O°f (a,b) = limy,_,o .
Oxdy "’ h ’
an 9f(at+hb) _ 0f(ab)
4. @(a, b) = 1imh4)0 Oz h Oz
Exemple 1.1. La dérivée seconde de la fonction f(x,y) = z3y* par rapport a = et y est
82 82 3,,2 o 0 3,,2 o(3 2,,2
f(xvy):7(xy):7(xy): (xy):6x2y.
0yox 0yox oy Ox Jy



A partir des dérivées partielles d’ordre deux, on peut calculer les dérivées d’ordre trois (si
celles ci existent). Ainsi de proche en proche, on définit des dérivées d’ordre quelconque. Par
3

1"

exemple f est la dérivées partielle d’ordre trois de la fonction f par rapport a x

e 0x0yox
puis a y puis a x.

Définition 1.1. On dit qu'une fonction f : U — R est de classe C!, [ € N et on écrit f € CY(U)
si les dérivées partielles d’ordre [ existent et elles sont continues sur I'ouvert U. La fonction f
est de classe C®(U) si f € CY(U) pour tout [ € N.

Si f est une fonction vectorielle, c’est & dire f = (f1, f2,..., fm), dans ce cas f € CYU)
(resp. f € C>(U)) si et seulement si, pour j = 1...m, f; € C'(U) (respectivement f; € C*(U).

Le théoreme suivant appelé Théoréme de Schwartz donne une condition suffisante pour
I’égalité des dérivées croisées d’ordre deux.

82
Théoréme 1.1. Soit f : U — R une application. Si les dérivées croisées d’ordre deux 5 8f
L0 5
0? 0? 0?
et 8%5% sont continues au point A € U, alors 8%0];]- (A) = (9:Ej(§$i (A).
Exemple 1.2. Soit f une fonction sur R? définie par :
Y si (@) # (0.0)
S1 m? Y ;
fl@,y) =14 22+ 42 Y (1.1)
0 si (x,y)=(0,0).
- : *f 9*f : f .
On peut vérifier facilement que (0,0) =1et (0,0) = 0. Puisque les dérivées partielles
0xdy Oyox

croisées ne sont pas égales au point (0,0), on déduit d’apres le théoreme de Schwartz que ses
dérivées croisées ne sont pas continues en ce point.

Maintenant, nous généralisons le théoreme des Accroissements finis connu pour le cas
d’une fonction d’'une seule variable et qui est donné comme suit :
Si f est une fonction réelle continue sur un intervalle |a,b] dérivable sur l'intervalle ouvert
la,b[, alors il existe ¢ €]a,b] tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c). Ce théoréme est une forme plus
générale (et une conséquence directe) du théoréeme de Rolle.

Définition 1.2. Si A et B sont deux éléments de R", le segment [A, B] est par définition
I’ensemble

[A,B] = {tA+ (1 —t)B,t € [0,1]}

Notons que tout intervalle est un segment dans R, donc la notion d’un segment est une
généralisation de la notion d’un intervalle connu dans R a I'espace R".

Définition 1.3. Un sous-ensemble X de R" est dit convexe si pour tout A,B € X,
[A, B] C X, c’est a dire lorsque il contient le segment [A, B] a chaque fois qu’il contient la paire



(A, B}

Les boules sont des convexes. Les segments eux-mémes sont aussi des ensembles convexes.

(1) (2)

La figure (1) présente un ensemble convexe. Par contre, I’ensemble de la figure (2) n’est pas
convexe, car le segment [A, B] n’est pas inclus dans ce dernier.

Théoréme 1.2. Soit U un ouvert convere dans R™ et soit f : U — R une application différen-
tiable sur U. Alors pour tout A, B € U, 3C €]A, B| tel que f(B) — f(A) = Df(C)(B — A) =

A (‘i{(C’)(bZ —a;), ot A= (ay,ay...a,) et B=(by,by...b,).

Définition 1.4. On dit qu’une application f : U C R™ — RP est lipschitzienne de rapport k& (ou
k-lipschitzienne), avec k est un scalaire, si pour tout X, Y € U, ||f(X) — f(V)| < k|| X =Y.

1.2 Formule de Taylor

La formule de Taylor permet d’approcher une fonction de plusieurs variables (ou d’une
seule variable) de classe CP™! au voisinage d’un point par un polynéme de degré p dont les
coefficients dépendent uniquement des dérivées partielles de cette fonction en ce point.

1. f est une fonction d’une seule variable :

Théoréme 1.3. Soit f : [a,a + h] — R une application de classe CP**. Alors

f@, , P@,. @
p!

fla+h) = f(a) + h? + R,(a; h) (1.2)

1! 2!

L’équation 1.2 est appelée formule de Taylor d’ordre p de la fonction f au point a; Ry(a,h)
est le reste de la formule de Taylor qui se présente par plusieurs forme.

p+1 6h
R,(a,h) = f((:ij;))hp“, 0 <0 <1 est appelé reste de Lagrange.
p
R,(a,h) = [} G ) [Pt (a + th)hPTLdt est appelé reste intégrale.

Exemple 1.3. Pour la fonction f(x) = e*, la formule de Taylor d’ordre 4 au point = = 0 est

ZEQ 1'3 ZL‘4 5 59

T — 1 v v
e +x+2!+3—|—4‘+ 5]



2. f est une fonction de deux variables

Soient U un ouvert de R?, f : U — R une application de classe C?*1 et A = (a,b) un point
dans U.
Pour ne pas trop encombrer les écritures, on utilise les notation suivantes :
Pour tout point H = (h, k), on a :

- _af of 1.
L DO(A)(H)D = DFAYH) = 5 (A)h+ 50 (A)h:
0% f o0 f 0 f .
2. DO F(A)(H)®) = 55 (A)h + 2 Sy Ik + 55 (AR
0'f 0'f 0'f 7
3. DO f(A)(H)® = e (AR + 3(%2(% (A)h2k + 383:8y2 (A)hk? + @(A)k:a :

4. ...

Théoréme 1.4. Sous les hypothéses ci-dessus, et pour tout point H = (h, k) tel que A+ H € U,
on a
Df(A)(H)"  DPf(A)(H) DW f(A)(H)™

f(A+ H)=f(A)+ T + 51 +...+ ol + R,(A,H) (1.3)

Df(A)(H)W

1 +

L’équation 1.3 est appelée formule de Taylor d’ordre p. Le polynome f(A) +
DA DD FA)H)Y

51 e p
le reste de la formule, il mesure ’erreur d’approzimation et il est donné sous l'une des formes :

est appelé partie principale de la formule. R,(A, H) est

D@V f(A+ OH)(H)P+

,0 < 8 <1 pour le reste de Lagrange
(p+1)!

et

1(1 = t)»DPHY) f(A 4+ tH)(H)PH!
/ ( ) f(A+ tH)(H) dt pour le reste intégrale .
0

p!
Exemple 1.4. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange d’ordre 2 au voisinage de (0,0) pour la

fonction f(x,y) = cosx cosy
Il est claire que la fonction f est de classe C* sur R?

of B of
%(x’y) sinx cosy — o —-(0,0)=0
O 1) — conmeiny - 2 (0.0) =
a—y(w,y) =cosxsiny — o (0,0) =0
0*f 02 f
(%Q( YY) = —cosavcos.y—>a 5(0,0) = —1
82f aZf
a—yQ(x,y) — COSTCOSY — 8yQ(O,O) -1
0*f _0f o 02 f
0xdy (@y) = Oyox (z,y) = sinwsiny — (9x8y<0 0)=0
ag—f(x ) = sinxcosy = ﬁ(x )
o3 Y) = Y= axayQ 'Y



o' f N
s (@) = coswsing = 20 a.)

Ainsi la formule de Taylor-Lagrange est :
DF(0,0)(h,K)V D@ £0,0)(h,k)® DG f(0,0)(h, k)
O h0 ) — f00) 4 DIOOMBY DOSO.00K DD 0,0h k)

11 2! 3!

. _ .9 of 18F ooz 4 O 10°f
R3((0;0), (h, k) = 1 +18x (0,0)h + o (0,0)k + 5550, 00 + &Cay(o,omk T (0,0)k +
RQ((07 O)a (hu k)) =1+ 5(_h2 - k2) + RQ((07 0)7 (ha k))

1,03 P f ) »Pf )
Ry((0,0), (h, k) = <(55(0h,0k)h + 38x28y(9h,9k)h ko4 3W(0h,0k)hk +

3
gép(@h, Ok)k?) = é[(h3 + 3hk?)sin(6h)cos(0k) + (k* 4+ 3h*k)cos(6h)sin(0k)],0 < 6 < 1
Y

1.3 Extréma

Dans cette section U est un ouvert dans R? (ou R?), f est une application de U dans R et
(a,b) est un point dans U.

Définition 1.5. 1. On dit que (a,b) est un minimum (resp. maximum) local ou relatif
de f §'il existe un voisinage V' de (a, b) tel que f(x,y) > f(a,b) (resp. f(z,y) < f(a,b))
pour tout point (z,y) € V.

2. On dit que (a,b) est un minimum (resp. maximum) global ou absolu de f si f(x,y) >
f(a,b) (resp. f(x,y) < f(a,b)) pour tout point (z,y) € U.

3. On dit que le minimum (ou le maximum) est strict si les inégalités précédentes sont
strictes.

4. On dit que f admet un extremum en (a, b) si elle présente en ce point un minimum ou
un maximum

Exemple 1.5. Posons f(z,y) = . Il est claire que f est une application sur R? (car

2?2 +y?+1
tout simplement D; = R?). Cherchons par exemple a savoir si le point (1,2) est un extremum !

1 1
On a f(1,2) = 5 Pour le point (1,1), f(1,1) = 3 > f(1,2), ceci veut dire que le point (1,2)

1
n’est pas un maximum. Pour le point (2,2), f(2,2) = g < f(1,2) et ceci veut dire que (1,2)

n’est pas un minimum. Donc le point (1,2) n’est pas un extremum de f sur U. On remarque,
par contre, que pour tout (x,y) € R? 0 < f(z,y) < 1. Pour (z,y) = (0,0), f(0,0) = 1 donc le
point (0,0) est un maximum global. Mais f n’a pas de minimum car 0 < f(z,y) pour tout (z,y).

Le théoreme suivant donne une condition nécessaire pour l'existence d'un extremum.

Théoréme 1.5. Si f est différentiable sur U et si (a,b) est un extremum de f, alors
Df(a,b) = 0, c’est a dire la différentielle de f au point (a,b) est une forme linéaire nulle.

0 0
Plus précisément, on a af(a, ) = af(a,b) = 0 Dans I'exemple précédent, le point (0,0) est
€z Y
1
un maximum pour l'application f(z,y) = ———5——, donc d’apres le théoreme précédent
rr+y +1

6



of of . of —2x of

on a %(0,0) = @(0,0) = 0. Eﬂectlvement, %(‘T,y) = m — %(0,0> =0et
of —2y of
—(r,y) = ———>——= — =—(0,0) =0.

oy (z.9) (22 4+ Y2+ 1)2 8y( )

Remarque 1.1. D’apres le théoreme 1.5; un point (a,b) pour lequel Df(a,b) n’est pas
nulle ne peut pas étre un extremum pour f. Cependant, il faut pas oublier qu’il donne une
condition nécessaire mais pas suffisante, c’est a dire, on peut trouver un point (a,b) pour

lequel Df(a,b) = 0 et portant le point (a,b) n’est pas un extremum. Pour bien voir c¢a,
0 0
considérons la fonction f(z,y) = 23+ y? et le point (0,0). On a bien af(x, y) = 3z et (()f =2y
x Y
0 0
et donc 8‘f(0,0) = af(0,0) = 0. Mais le point (0,0) n’est pas un extremum pour f, car
Z Y

f(=1,0) = =1 < f(0,0) =0 < f(1,1) = 2. Le point (0, 0) est appelée point selle pour f.

Définition 1.6. Un point (a,b) est un point critique ou stationnaire pour la fonction f si
Df(a,b) =0.

D’apres la définition ci-dessus, un point selle est un point critique mais un point critique
n’est pas forcement un point selle. Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour
I'existence d’un extremum

Théoréme 1.6. Si f : U C R?* — R est une application de classe C? sur U et (a,b) un point
critique pour f. Posons

o2 f 9% f

0 f
N @(a, b)is = Oxdy

= TyQ(aab)

(a,b);t

r

Alors

1. Sirt—s* >0, f admet un extremum local strict en (a,b); (a,b) est un minimum sir > 0
, c’est un mazimum si r < 0.

2. Sirt —s* <0, (a,b) n'est pas un extremum, donc (a,b) est un point selle.

3. Sirt —s2 =0 on ne peut pas conclure.
Exemple 1.6. 1. Cherchons les extrema locaux de la fonction f : R? — R définie par :
flz,y) = 2%+ zy + y* — 3z — 6y

f est un polynéme donc il est de classe C%. On cherche d’abord les points critiques. Les points
critiques de f sont donnés par la résolution du systéme suivant :

gf:Qx—i—y—BzO(l)
£:2y+x—620(2).

(1) = y = 3 —2x. On remplace y dans (2), on trouve z = 0 et y = 3. Ainsi, la fonction f admet
un unique point critique (0, 3). Calculons maintenant r, s et t.
O*f
Oz?

52
(x,y)=2=r= @JJJ;(O’S) =2



O f 0% f

- —2=t= 2
Gz =25 1= 55(03) =
o*f 0*f

Onart—s>=4—1%> =3 > 0, donc f présente au point (0,3) un extremum local strict.
Puisque r > 0, le point (0,3) est un minimum local strict pour f.

2. Etudier V'existence des extrema locaux de la fonction f : R? — R définie par :
flr,y) =323 +3y° —x —y+5

Puisque f est un polynome, alors il est claire que f est de classe C*°. Les points critiques
de f sont donner par la résolution du systéme suivant :

=~ =922 -1=0 leoux:_—l
gy = ? 3
— =09y*-1=0 y=—-ouy=—.
oy 3 3

Le systeme admet quatre solutions (donc f admet quatre points critiques) qui sont :
11 1—1 —11 —1—1
Calculons maintenant les dérivées d’ordre deux :

>’f L O _ O’ f B
@(%Z/) 181’@( T,y) = 1898xay($,y) =0

Calculons maintenant r, s et ¢t pour chacun de ses points critiques.

11
1. Pour le point (g, §)’ rt —s2 =236 >0,r =6 > 0, f présente en ce point un minimum
local strict.

. -1 -1 9 , .
2. Pour le point (?,?), rt —s® =36 > 0,r = —6 < 0, f présente en ce point un
maximum local strict.
1 -1 -11
3. Pour les points (g, ?) et (?, g), rt —s*> = —36 < 0, f ne présente pas d’extremum

— -11
—) et (?, 5) sont des points selles pour la

en chacun de ces points. Autrement dit ( 373

fonction f.

La condition suffisante évoquée ci-dessus provient d’un résultat plus général concernant les
fonctions numériques a n variables f(z1,xs,...,x,). Avant d’énoncer ce résultat général, on a
besoin introduisons la matrice des secondes dérivées partielles connue sous le nom "matrice
hessienne' qui joue un role clé dans la détermination des extrema d’une fonction a plusieurs
variables.

Définition 1.7. On appelle matrice hessienne de la fonction f : R — R la matrice carrée H
d’ordre n qui se présente sous la forme :

f(2><> F&, (x) f;$;3<x> e
(2) (2) (2)
f;zm 19, (x) féi?m() 9w

8



N an
ouxr = (1'1,9627 ) fﬂ(fizfﬂ - W
iUdj

Définition 1.8. On appelle mineurs principaux de la matrice H, notés A;, les déterminants
des sous-matrices carrées de H obtenues en lui retirant ses n — ¢ derniéres lignes et colonnes
(1=1,...,n). Dans le cas général, la recherche des extrema d’une fonction a plusieurs variables

est basée sur le théoreme suivant.

Théoreme 1.7. Soit A un point critique de f : R™ — R. Alors :

1. Si les mineurs principauz de la matrice hessienne au point A sont tous strictement posi-

tifs, il s’agit d’un minimum.

2. Si les mineurs principaux de la matrice hessienne au point A sont de signes alternés, le

premier étant strictement négatif, il s’agit d’un maximum.

3. Si les conditions (1) et (2) se vérifient au sens large, alors on ne peut pas conclure, c¢’est

a dire avec les inégalité < et >.

4. 51 les mineurs principauz ne vérifient pas l'une des conditions ci-dessus prises au sens

large (c’est-a-dire respectivement "positif ou nul" et "négatif ou nul"),

mintmum ni d’un maximum, mais d’'un point-selle.

il ne s’agit ni d’'un

Dans le cas de fonctions a deux variables, on retrouve le résultat du théoreme 1.6. En effet,

2
yx’

9 10, 0)
H ) = 5171 122
@ (fg&z;l(x) e

dans ce cas, Puisque f est de classe C', on a $2y = alors :

Alzfﬁzzr

f2 @) f2,()

B = ‘ @) 12

‘ Pafh— () =rt— s
Ainsi :

* A1 >0 et Ay > 0=z est un minimum local strict.

* A1 <0 et Ay > 0=z est un maximum locale strict.

* Ay quelconque et Ay < 0 = x est un point-selle.

* A1 quelconque et Ay = 0 = on ne peut pas conclure.

Exemple 1.7. Soit f(x,y,z) = 2* — 172 + 2y + 2@2 — 2zy — 2yz + 81.
Les points critiques de f sont donnés par le systeme suivant

fi =423 —34x —2y =0
f;:4y—2x—2220
fl=2z—-2y=0.

Apres résolution, on trouve trois points critiques (0,0,0) , (=3, —3,—3) et
hessienne de f au point X = (x,y, z) est

fEX) [, [E,(X) 1927 — 34 —9
Hx) = | 8,00 O @A |- -2 4
F2.(X) £, £2(X). 0 2

(1.4)

(3,3,3). La matrice



Pour le point (0,0, 0), la matrice hessienne est définie par :

—34 —2 0
-2 4 =2
0 -2 2
-34 -2 0
A1:—34;A2:‘__324 _42’:—140;A3: -2 4 —2|=-144.
0 -2 2

D’apres le théoreme 1.7, ces trois mineurs principaux ne vérifient ni la condition 1 ni la condition
2, prises au sens large. La fonction présente donc un point-selle en (0,0, 0).
Pour les points (—3, —3,—3) et (3,3, 3) la matrice hessienne est la méme :

4 =2 0
H=| -2 4 =2
0 -2 2

On a alors :
Ay =T74; Ay =292 et Az = 288. et on voit bien que la premiere condition du théoréme 1.7 est
vérifiée. Ainsi, pour chacun de ces deux points, la fonction présente un minimum locale strict.

1.4 Théoreme des fonctions implicites

Soit I’équation
flz,y)=0 (1.5)
oll f est une application réelle sur un ouvert U de R% On veut savoir, pour un point donné
(a,b) € U, sous quelles conditions il est possible de trouver deux intervalles I, , I, et une
application ¢ : I, — I tels que I, x I, C U, ¢(a) = b et pour tout = € I,, le couple (z, p(x))
vérifie ’équation 1.5, c’est a dire Va € I, f(z, ¢(z)) = 0.
Pour fixer les idées, considérons 1’équation suivante :

flz,y) =2 4+9y*—1=0 (1.6)

Il est claire que f(z,y) = 22 + y* — 1 est une application sur R? de classe C* et on sait que
I’ensemble des points vérifiant cette équation est un cercle de centre (0,0) est de rayon 1 comme
il est représenté dans la figure suivante.

10



1
A
B’ B
-1 0 -1
-1
(a) (b)

D’apres la figure (a) ci-dessus, on remarque que :

1. Pour un point A = (a,b) appartenant au demi cercle supérieur tel que a # %1 (c’est a
dire A# Bet A+ B'),ona f(a,b) =a®>+b*—1=0, donc b = V1 — a? = ¢(a). Ainsi,
il suffit de prendre I, =] — 1,1, I, =|0,1] et ¢ :] — 1,1]=]0, 1] avec ¢(x) = /1 — a2,
Donc, ce demi cercle supérieur constitue la courbe de I'application ¢.

2. Pour un point A = (a,b) appartenant au demi cercle inférieur tel que a # 41 (c’est
a dire A # Bet A # B), il existe I, =] — 1,1] et I, =] — 1,0[ et une application
¢ ] —1,1[—=] — 1,0] avec ¢(xz) = —v/1 — x2. Ainsi ce demi cercle inférieur constitue la
courbe de cette application.

Par contre, pour les points B et B’, une telle application ¢ n’existe pas. En effet, pour le point
B = (1,0) par exemple, c’est vrai que ce point vérifie I’équation 1.5, mais on voit bien que si
L =]l —r,1+7r)r >0et Iy =] —a,af,a > 0 sont deux voisinages ouverts des points 1 et
0 respectivement, alors il existe toujours x € I; a qui correspond deux valeurs possibles pour
y (voir figure (b)). Autrement dit, tout arc contenant le point B ou B’ ne peut pas étre un
graphe d'une application. Le théoreme suivant connu sous le nom de théoréme des fonctions
implicites donne plus de détailles

Théoréme 1.8. Soient f: U C R? — R une application et (a,b) un point dans U tels que
1. f est de classe C' sur U,

2.

Fla,h) =0 et 5l (ab) £0

Alors, il existe deux intervalles ouverts I, et I, contenant respectivement les points a et b et une
application unique ¢ : I, — I, de classe C* vérifiant :

1. I, x I, CU;
2 ola) =b;
8. Va € Iy, f(z,¢(x)) =0;
0
o @ 0)

4 Vre o, ¢'(2) = —GF——.
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Les dérivées partielles de la fonction f sont

of of
- =2, — =2
5 & Y) %aJ%w y
. of of , . S .
on voit que a—(l, 0) = a—(—l, 0) = 0, c’est pour cette raison que l'application ¢ n’existe pas pour
Y Y
les points B et B'. Par contre, pour tout point A différent des points B et B’, par exemple le point
A= (%, 5), ona f(A) =0 et G—(A) =/2#0. De plus, on a ¢(F5) = — gf . En
Y (yy(%, ¢(75))
1
. —x ~
effet, pour ce point on a ¢(x) = V1 — 22, donec ¢/ (1) = ——= = ¢/(%) = ——2— = —1.
V1—a? V2 - (%)

0 0
| Twowy  imom)
D’autre part, —al :_0f )

oy & 2@)) gy(ﬁmb(%))

2

V2
=-3 =-1

el

Remarque 1.2. 1. Notons que si f est de classe C*, il en est de méme pour la fonction ¢.

2. Notons aussi que si @—(a, b) # 0, on peut définir x comme une fonction de y au voisinage de
x
b.

Exemple 1.8. Vérifier que la relation e + y? — xy — 3y + 2x = —1 définit y comme fonction
de x sur un voisinage de (0, 1).

Montrer que cette fonction admet un développement limité a tout ordre au voisinage de x = 0.
Calculer ce développement limité a l'ordre 2.

Onae” +y*—ay—3y+2r=—-1=e"¥+y>—ay—3y+2r+1=0. Posons f(x,y) =
e +y? —xy — 3y + 2x + 1 = 0. Il est claire que la fonction f est de classe C* sur R? et
f(0,1) = 0. De plus

9] 0
agjj(x,y):xemy—i—2y—$—3:>a]yc(O,l):—l#O. (1.7)

Donc d’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe deux intervalles ouverts I et I, avec
0 € Iyet1e I, et une fonction ¢ : Iy — I; de classe C'™ sur I tels que

1. Iy x I} C R?

2. $(0) =1

3. fx,4(x)) =0

of
4. Ve e l,,¢'(v) = —afci.
?y(x’ ¢(z))
Ainsi, la fonction ¢ admet un développement limité de tout ordre au voisinage de 0, donc un

” 2
développement limité d’ordre deux s’écrit ¢(z) = ¢(0) 4+ ¢'(0)x + ¢ (;)):E + o(x?). Donc on doit
calculer ¢(0), ¢'(0) et ¢”(0). On sait déja que ¢(0) = 1. Pour calculer ¢'(0) on dérive une fois

Fl2,6(x)) = €™ + 6(x)? — w6(x) — 39(x) + 20 +1 =0 =
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(26 (2) + ()™ + 29(2)¢/ (x) — (2¢/ (x) + ¢(x)) — 3¢/ (x) +2 =0 (1.8)
Pour z = 0, I"équation 1.8 implique ¢/'(0) = 2. En dérivant 1’équation 1.8, on trouve On évalue
enz =0 eton trouve 1 +4+8+2¢"(0) —2—2—3¢"(0) =0 = ¢"(0) =9.
Ainsi, le développement limité de ¢ en 0 & l'ordre 2 est égal & 1 + 2z + 9222 + o(z?).

Théoréme 1.9. Cas d’une fonction de R dans R.
Soient f: U C R* — R une application et (a,b,c) un point dans U. On suppose que

1. f est de classe C' sur U.

2. f(a,b,c) =0 et f7g0

Alors il existe trois intervalle ouverts 1,, I, et I. contenant respectivement les point a, b et c, et
une application unique ¢ : I, x I, — I. de classe C sur I, x I, vérifiant :

1. ¢(a,b) =c;

2. Y(x,y) € I, x Iy, fz,y,6(z,y)) =0;

3. V(z,y) € I, x I

0
06 Twoln) g )
%(x,y) ) et %(QZ’y):_af
0z

% (2.9 6(.9) o (20, 00.9)

Ezxercice :
* Montrer qu’il existe un voisinage ouvert U du point (0,0,1) dans R? tel que l’ensemble

{(z,y,2) € U,z* + y* + 2* — cos(xyz) = 0} (1.9)

soit le graphe d’une fonction numérique ¢ définie sur un ouvert V. de R2.

* Montrer que cette fonction est de classe C' sur V.

* Calculer les dérivées partielles de ¢ au point (0,0).

Solution : Posons f(x,y,z) = 2* + y? + 22 — cos(wyz). Il est claire que f est une fonction de
classe C™ sur R? et f(0,0,1) = 0, donc les conditions du théoréme ci-dessus sont vérifiées et
donc il existe

1. trois intervalles ouverts Iy, Iy et Iy contenant respectivement les point 0, 0 et 1,

2. une application unique ¢ : Iy x Iy — I de classe C* vérifiant : $(0,0) = 1;V(x,y) € Iy x
lo, f(,y,8(x,y)) = 0, c’est a dire Uensemble {(x,y, =) € U,a® +y? + 2% — cos(wy=) = 0}
est le graphe de ¢.

De plus, on a

f of
gi(o, 0) = —gff( o, gﬁm,m = 331
5 (0.0.6(0,0)) 7, (0,0,9(0,0))
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1.5 Optimisation avec contraintes

l"optimisation classique se scinde en deux types de problemes : l'optimisation sans contrainte
que nous avons Etudié ci-dessus et loptimisation avec contraintes. Dans [’optimisation avec
contraintes, les wvariables d’une fonction donnée sont soumises a certaines conditions ou
contraintes qui sont formulées sous forme d’égalités ou d’inégalités. Dans les deux cas, le but
consiste a trouver les valeurs qui maximisent ou minimisent une fonction.

Dans cette section mous allons aborder le probleme d’optimisation dont les contraintes
s’expriment sous forme d’égalités, et pour trouver les extrema, on wutilise la méthode des
multiplicateurs de Lagrange.

Considérons le cas simple ot la fonction a optimiser (fonction objectif) est une fonction
d deux variables f(x,y) soumise a une seule contrainte de la forme g(x,y) = 0. La méthode
des multiplicateurs de Lagrange consiste d construire une fonction auziliaire F(x,y, \), appelée
Lagrangien, définie ainsi :

F(x,y,\) = f(z,y) + A\g(z,y)

ot A (appelé multiplicateur de Lagrange) est une inconnue. La résolution du systéme ci-
dessous fournit les points candidats (les points critiques) de la fonction f.

Fl(x,y,\) = fi(z,y) + Ao (z,y) =0
Ej(x,y,\) = fi(z,y) + Agy(z,y) =0 (1.10)
Fi(z,y,\) = g(x,y) = 0.

Les extrema parmi les points critiques de [ sont calculés en utilisant la matrice hessienne de F,
appelée matrice hesstenne bordée

FQ(w,9,0) FO(,y,A) F2 (2,9, 0 Glay)  g)

F(z,y,0) FQ(z,0,0) FO(z,y,0) | = | dulzy) FD(xy, ) FO(x,y,))
2

ER(w,5,0) F@(x,y,0) F2(x,,)) dwy) ER(z,y,0) F2(x,y,N)

La condition suffisante pour existence d’un extremum est fournie par le théoréme suivant

Théoréme 1.10. Soit P(xo,yo, f(zo,v0)) le point critique de la fonction F ( c’est a dire le
point en lequel F, = F, = Fy\ =0). Alors, si en ce point

|H| < 0, alors P est un minimum.

|H| > 0, alors P est un mazimum. O |H| est le determinant de la matrice H.

Exemple 1.9. Trouver les extrema de la fonction objectif :
flz,y) = 52° + 6y* — 2y

sous la contrainte :
r+2y=24

La contrainte s’écrit g(x,y) = = + 2y — 24 = 0. Le Lagrangien est donné par :

F(z,y,\) = 52% 4+ 6y — zy + Ax + 2y — 24)
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Les point critiques de F' sont donnés par la résolution du systéme suivant :

F(z,y,\) = fi(z,y) + Ag(z,y) =0 10z —y+A=0
Fy(z,y,A) = fi(z,y) + Agy(z,y) =0 = ¢ 12y —2+2X=0

En éliminant A dans les deux premieres équations, on obtient 2y = 3x que l'on substitue dans
la troisieme équation. On aura x + 3x — 24 = 0, donc 4x = 24, c’est a dire zy = 6.

Comme 2y = 3z, on trouve yg = 9. Ainsi f admet un seule point critique (zg,y0) = (6,9) .
Pour déterminer si ce point est un extremum, il faut calculer les dérivées partielles du deuxieéme
ordre.

we =10 Fy =12 F)) = F)) = —1
Les dérivées partielles de la contrainte g(z,y) = = + 2y — 24 sont :
g, =1let g =2

La matrice hessienne bordée est

0o 1 2
H=|1 10 -1
2 -1 12
Comme |H| = —56 < 0, la fonction objectif sous la contrainte = + 2y = 24 posséde un minimum

au point (6,9). Ainsi, nous avons donc trouvé la solution qui minimise la fonction objectif tout
en respectant la contrainte.

Remarque 1.3. On peut vérifier que sans la contrainte x + 2y = 24, cette fonction possede un
minimum au point (0,0), donc cette méme fonction, si elle n’est pas soumise a la contrainte, ne
possede pas un minimum au point (6,9)!
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1.6 Travaux Dirigés

Exercice 1. Calculer les dérivées partielles d’ordre trois pour les fonctions suivantes :

L f(z,y) =e";

2. f(z,y) = e®siny;

3. f(z,y) = ylin(z* + 1)
Exercice 2. Soit U un ouvert convexe dans R" et soit f : U — R une application différentiable
sur U.

1. Montrer que si pour tout @ = (x1,22...x,) € U, Df(z) = 0 (c’est a dire est une forme
linéaire nulle), alors f est une application constante sur U.

of

ox;

2. Montrer que si pour tout = (z1,...2,), |=— ()| <k, alors f est k-lipschitzienne.

Exercice 3. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange d’ordre 2 au voisinage de (0,0) de la fonction
f dans chaque cas :

L fz,y) =e";

2. f(z,y) = e"siny;

3. f(z,y) = ylin(z* + 1)
Remarque

Dans la formule de Taylor d’ordre p, on peut remplacer le reste R,(A, H) par o(|| H ||P) qui
signifie que le reste d’ordre p est négligeable par rapport a || H ||.

Exercice 4. On dit qu'une fonction f est harmonique sur un ouvert U C R" si f € C?(U) et
2

pour tout X = (z1,%2,...2,) € U, Y1<i<n W(xl,xg .. xy) = 0.

Montrer que la fonction f(x,y) = log(x? 4+ y?) est harmonique sur son domaine de définition.

Exercice 5. Etudier existence des extremums pour la fonction f dans les cas suivant
L f(z,y) =2*+y? — 2y +2;
2. fz,y) =42° — a2y +y* — 27,
3. flz,y,2) =a +y* +32% —do — 4y — 2,

Exercice 6. Soit f la fonction définie par f(z,y) = ¥ — y*

1. déterminer le domaine de définition de f;

2. Montrer qu’il existe deux intervalles ouverts I et J tel que ’ensemble

E={(z,y) €I xJ, f(z,y) =0} (1.11)

soit le graphe d’une fonction ¢ de classe C! sur I et vérifiant ¢(1) = 1;
3. Donner le développement limité a l'ordre 1 de la fonction ¢ au voisinage de 1.
Exercice 7. Une firme aéronautique fabrique des avions qu’elle vend sur deux marchés
étrangers. Soit ¢; le nombre d’avions vendus sur le premier marché et ¢ le nombre d’avions

vendus sur le deuxieme marché. Les fonctions de demande dans les deux marchés respectifs
sont :
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*P1 = 60 — 2q1
*p2 = 80 — 4y
p1 et pa sont les deux prix de vente. La fonction de cotit total de la firme est :

C = 50 + 40q, ou q est le nombre total d’avions produits.

Trouver le nombre d’avions que la firme doit vendre sur chaque marché pour maximiser son
bénéfice.
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