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Exercice 1:

Vérifier les équations de Cauchy-Riemann pour les fonctions suivantes :

2 w:%(:Jr%).

3 w=snz.

Solution :

1. Pourw=u+iv==:% ona u=2"—3zy° et v =327y — ¢°.
donc % = 322 —3y° = (5'_1
dr dy
% = —bxy = —d—L
dy dx
1 8 2 1 3
2. Pour w = % ( + ]) Lona = im et v= EM

: 2 prer 2 ptd?

179 942 9 9 ; : ; ; :

' Sty ) -y O ou 1 —lxy v

done %zi(r ty) ;rngy _ e —:7%:—f.
dr 2 (22 +92)° dy dy 2 (2 + 1) ox

3. Pour w =sinz. ona u=sinxcoshvy et v = coszsinhy,

done ou 1 ov ot ou . il ov
— = cosxcoshy=— e — = sinzrsinhy=-——.

ox v dy Ay v Ox

Exercice 2:
Déterminer les conditions sur les constantes réelles a,b,c et d qui rendent la fonction

flz)=ax+by+1(cz+dy) holomorphe.



Solution :

Lo du v du
Onau=ar+byetv=cr+dy,dot —=g —=bh—=c et —=4d.
dr dy or dy
derivées partielles existent et elles sont contiues, donc pour que f soit holomarphe, 1l est
nécessaire et suffisant que @ = d et que b= —c. Ainsi

flo)=ar+—cy+iler+ay)=(a+ic)(z+iy)=(a+1ic)z.
Exercice 3:

1) Montrer que les équations de Cauchy-Riemann s écrivent en coordonnées polaires :
du Ldv 1u O

o rof vl o

2) Vérifier que la fonction définie pourRez > 0 par f () =In

+iarg 2, est holomorphe,

a
¥

Solution :

En utilisant les coordonnées polaires » = re, f s'écrit

fl(z)=Inr+if =u(r.0)+iv(r),

u _1_1dv
ar r r 00 ‘
- par conséquent [ est holomorphe.
10u _ = _
r af ar

d’ou

Exercice 4:

Soit f une fonction complexre définie par

E'st-ce- que la fonction f est dérivable au point z = 07



Solution :

Exercice 5:

Solution :

Exercice 6:

La fonction J n'est pas dérvable au pomnt 2 = 0, car elle n'est pas continue en ce point.

En effet, en chowsissant 2 =y 1. 2 =2+, dans la limite, on obtient

_'| '1 'l
me# = mel+=" = [im e%* = x.
=0 =0 =0

Soit f = u+w une fonction compleze holomorphe sur C telle que u =1*.
Montrer que f est constante.

Par les conditions de Cauchy-Riemann, on a

u _ & gpde _ &

dx By “Ya8xr Ay
=

Ju du 3,00 v

O — YUY I CY¥ — __ Y

3y B “Uay 9z

‘?v(‘?v%)——@@(;11:24-1)@—0::»@—{]
AT - or dxr

, . Odu du Jdv Ov
Dot —=—=—=—=
dr dy oOxr OJy

et comme f'(z) = % + z'%., alors f'(z) = 0. Ains1 f est constante.

Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

1) f(z) = l+=z

11—z

2) fz) =cos® (2243), 3) f(z)=(2+3)



Solution :

nona(1+z)':u+z)’u—z}—uo+z)(1—z)’_ 2
l1—= (l_Z‘J- (l—z)

9) (cos® (22 +31)) = 2(cos (2 + 31)) cos (22 + 31)
= 2(2z+3i)" (—sin (22 + 34)) cos (22 + 31)

= —4sin(2z 4 3i) cos (22 + 32)
3) En utilisant les fonctions exponentielle et logarithme, on peut écrire

(z+1)" =explog(z +1)°" = exp(zlog(z +1)),
dou ((z+1)") = (zlog(z+1)) exp(zlog(z +1))

Z .

= log (2 ] z )

(ub(7+z}+ z+ﬁ_) (z+1)

= (z4+1)log(z4+1)+z(z+12)""
Exercice 7:
o . 2041 1l —cosz
Trouver les limites suiwantes. 1) lim — , 2) lim ———
z—i +1 z—0 ;52

Solution :

10
1) On a limZ —H:g
=i 841 0

c’est une forme indéterminée, mais on peut utihser la régle de 'Hopital puisque les fonctions

71"+ 1 et 2° + 1 sont holomorphes, donc
20+1 (70 +1) 1024 10 5

lim —— =i F =1 =—(i) ==
o Sy Imss =% 3

2) De méme on a lim =-
z—0 ZZ

Comme 1 — cos z et 2* sont holomorphes, alors par la régle de 'Hépital on obtient

. l—cosz sinz 0
lim =lim—— = -
z—0 2 =0 2z
. . . S o l—cosz . ecosz 1
utilisant encore une fois la régle de ’'Hopital on trouve ]m}I ;= lim 2 =3
= z 2— : 2



