Chapitre 2 : Les Systémes linéaires

1 Généralités :
1.1 Définition d’un systéme linéaire :

Un systéme linéaire de m équations a n inconnues se présente sous la forme
suivante :

a1121 + a12x2 + ... + A1y = by
a21T1 + oo + ... + aspx, = bo

(S):

Gm1T1 + Q2o + ... + Qpn®n = by
* Les coefficients a;;,Vi = 1,2,...,m\¥j = 1,2,...,n et b, Vi = 1,2,....m
sont des réels donnés.
* Les variables z1, z2, ..., T, sont les inconnues du systéme.
* Le systéme (5) est compatible s’il admet at moins une solution, sinon (.5)
est dit incompatible.

* Le systéme (S) est dit homogeéne si by = by = ... = b, = 0.
Exemple :
T+ 229 —3x3 +x4 =1
(S) : 201 + 29 —x3 =0 est un systéme linéaire de 3 équa-

—x1 + 219 — 223 — 4y = —H
tions & 4 inconnues.

1.2 Ecriture matricielle d’un systéme linéaire :

a1121 + a12%2 + ... + a1, = b1
2121 + A29xo + ... + a2, T, = ba

Tout systéme linéaire (5) : ' peut écrire

Am1Z1 + Am2To + ... + A ®rn = bm
sous la forme matricielle AX =b avec

a1 Q12 cereiiiennnns QA1n I bl
a1 A22  eeiiiiinnnn. agn T2 b2

A= ' : ol x= 0 |en=]| - |
Al A2 eeeevnneennns Amn Ty, b,



aill A1 ceveiiiiann A1n, X1 b1

Al Q2 eeevenenennns Amn Ty, b,

- La matrice A s’appelle la matrice de systéme.
- On appelle matrice augmentée la matrice A a la quelle on a ajouté le

vecteur b et on la note A = (A/b).
- On appelle rang d’un systéme linéaire celui de sa matrice associée A.

Exemple :
Ty + 31’2 +x3 = 5
(S) : —2x1 — 219+ 223 =6
6x1 + 1029 — 223 =1
1 3 1
* La matrice de systéme A = -2 =2 2 et la matrice augmentée
6 10 -2
N 1 3 1 5
A= -2 -2 2 6
6 10 -2 |1
* La forme matricielle de (S) est :
1 3 1 1 5
S)y:| -2 -2 2 xo | =] 6
6 10 -2 T3 1

* rang (S) = rang (A) . det (A) = 0 donc rang (A) < 3, det ( 712 5)2 ) =
4 # 0 donc rang (A) = 2 et rang (S) = 2.

1.3 Systémes équivalents :

Définition :

Un systéme linéaire (S7) est dit équivalent & un autre systéme (S) si toutes
les solutions du premier systéme (S7) sont les méme que celles du deusiéme et
inversement.

* Trois cas de figure peuvent se présenter dans un systéme d’équations, a
savoir m =n,m > n et m < n.

1/ Systéme linéaire de n équations & n inconnues (m =n) :

* Sidet (A) # 0 : la solution est unique.



~

* Si det (A) = 0 et rang (4) = rang (A) : (S) admet une infinité de
solutions.
* Si det (A) = 0 et rang (A) # rang (A> : (S) n’admet pas de solutions.

2/ Systéme linéaire de m équations a n inconnues (m > n) :

~

* Sirang (A) = rang (A) = n : la solution est unique.

~

* Sirang (A) # rang <A

* Sirang (A) = rang <;1> < mn: (S) admet une infinité de solutions.
> : (S) n’admet pas de solutions.

3/ Systéme linéaire de m équations a n inconnues (m < n) :

~

* Si rang (A) = rang <A> : (S) admet une infinité de solutions.

~

* Sirang (A) # rang <A> : (S) n’admet pas de solutions.

2 Utilisation des Déterminants:

2.1 Résolution d’un systéme linéaire de Cramer :

Définition :
Un systéme linéaire est dit de Cramer si le nombre de ses inconnues est égal
au nombre de ses équations et est égal a son rang.

Théoréme :

* Un systéme linéaire est de Cramer si et seulement si sa matrice associée
est carrée et inversible.

* Un systéme de Cramer admet une unique solution.

* L’unique solution d’un systéme linéaire homogéne de Cramer est le vecteur
nul.

2.1.1 Résolution par l’inversion de la matrice de systéme :

Etapel
- Vérifier si le systéme (5) est de Cramer:
* Sidet (A) =0, Alors le systéme (S) n’est pas de Cramer.



* Sidet (A) # 0, Alors le systéme (S) est de Cramer passer a sa résolution
(Etape2).

Etape2
T
T2

- le vecteur X = * | est solution de (S) seulement si
Tn

AX=b &X=A"1

- Calculer A~1
- Le vecteur X = A~1b est I'unique solution du systéme (S)

Exemple:
$1+3$2+2$3:6
(S) 2$1+$2+3$3:6
3x1 + 220 +x3 = —12
1 3 2 -5 7 1
A= 2 1 3 |,det(A4) =18, com(A) 1 -5 7
3 2 1 7 1 -5
A = L com(ay)
18
(P
B\1 7 =5
et
1 5 1 7 6
X = 8 -5 1 6
1 7 =5 —12
—6
= 0
6

2.1.2 Résolution par la méthode de Cramer :

1/ Verifier si le systéme (5) est de Cramer:
* Sidet (A) =0, Alors le systéme (S) n’est pas de Cramer



*Sidet (A) # 0, Alors le systéme (S) est de Cramer, on passe a sa résolution
(étape2)

2/ Calculer les détérminants de Cramer D,, V1 <i <n . Cest le détérmi-
nant de la matrice A ou la ™€ colonne est remplacée par le vecteur b

A1l Q12 eeeeeeeeiinn al(i,l) b1 al(iJrl) ............. A1n
any A22  eiiiiiinninn ag(i_l) b2 CLQ(H_l) ............. aA2n,
D,, =det ' ' ' ' ’ ' Vi<i<n
Apl  Ap2  eeeeeevennnnn An(i—1)  bn Gpligl)  oeereeen Gnn
Z1
T2
3/Calculer la solution X = ’ avec x; = dfﬁ
Ty
Exemple:
T1 + 329 + 223 =6
(S) 201 4+ x2 +3x3 =06
3x1 + 220 + 23 = —12
det A=18#0
6 3 2 1 6 2
D, = 6 1 3| =-108 ,D,, =12 6 3 |=0,¢et Dy, =
-12 2 1 3 —-12 1
1 3 6
2 1 6 |=108.
3 2 —-12
mlz%é)s:—(i ,xgzl%zo ,etx;;z%zG alors
—6
X = 0 est 'unique solution du systéme (s).
6

2.1.3 Reésolution par la méthode de Gauss :

La méthode de Gauss consiste & construire un systéme linéaire équivalent
du systéme donnée de telle que sa matrice associée soit triangulaire.

Exemple :



IE1+3IQ+2$3:6

(S) 2$1+$2+3.’E3:6
3r1 4+ 229 + 3 = —12
N 1 3 2 6 1 3 2 6
A=|2 13| 6 |20 5 -1 | -6 —
3 2 1 —~12 Lz—L3—3L1 0 -7 =5 ~30 L3<—L3—%L2
1 3 2 6
0 -5 -1 —6
18 108
00 -5 | -5
Alors ;
Ty + 3x9 + 223 =6
(S) —5%2 — X3 = —6
_ 18, 108
5“3 5
.18 _ 108 __ 108 -5 108 .
577 5 T 75 18 18
—6 : —6+6
—dx9 —x3 =—06= —dro=—06+4+23 =29 = _4-51'3 = _—g =0.

1+ 3934+ 23=6=>21 =6—3r2 — 203 =21 =6—0—12 = —6.

Donc :

X = 0 est 'unique solution du systeme (.5).

2.1.4 Résolution par la méthode de Gauss-Jordan :

La méthode de Gauss-Jordan consiste & construire un systéme linéaire équiv-

alent du systéme donnée de telle que sa matrice associée soit la matrice

([A/b] — [In/X]).

Exemple :
1+ 3x9 + 223 =06
(S): 21 + 29+ 323 =6
31’1 + 2172 + T3 = 712



Donc :

1 3
Lo«—Ly—2L
2+ L2 1 0 -5
L3+—L3—3L; 0 -7
2 6
1 6 Li+—L1—3Lo
5 5
L3« L3+7L
—5 -30 3L3 2
7 12 L1<—L17%L3
I R R
5 5 -
1 6
—6
X = 0
6

2

-1
)

o

o = O

6

—6

—-30

0 7 12

D1
g ?

o |-

0 —6

0 0

1 6

2.2 Résolution d’un systéme linéaire non de Cramer :

Définition :

Un systéme linéaire non de Cramer est un systéme dont le nombre des in-
connues n’est pas égal au nombre d’équations o dont le nombre des inconnues
est égal au nombre d’équations mais det (A) = 0 (A la matrice de systéme).

Remarque :

Pour un systéme linéaire non de Cramer, on peut utiliser la méthode de

Gauss.

Reésolution d’un systéme linéaire non de Cramer avec second membre

On propose a résoudre un systéme linéaire non de Cramer de m équations a
n inconnues écrit sous sa forme matricielle AX = b;

............. A1n T
............. agn To
............. Amn Ty

Etapes de la résolution :

by



1/ Calculer rang (A) =,
*Sin =m =r, le systéme est de Cramer et sa résolution se fait par 'une
des méthodes uvies précédement.
* Sinon, le systéme est non de Cramer, pour le résoudre on suit les étapes
suivantes (étape 2).

2/ On suppose que la matrice A, formée par r pemiéres lignes et les r
pemiéres colonnes de la matrice A a un déterminant non nul A,

ail . . . a1y al(r+1) . . . A1in
a . . . a a, . . . a
A= rl rr r(r+1) N =
A(r+1)1 - . - Q0r41)r A(r41)(r41) - . - QGr+1)n

am1 . . . Amyr am(7.+1) . . . Amn

a1 . . . a1y

N . )
(475} . . . Qpype

* A, s’appelle le déterminant principal :
- les inconnues principales x1,...,x, dont les coefficients sont les
colonnes de A,.

- les autres inconnues z,41,...,Z, sont dites non principales ot
arbitraires.
- les équations principales sont lignes du déterminant principal, soient
les r premiéres équations de systéme.
- les autres équations sont dites équations non principales.

3/ On construit les matrices carrées My avec 1 < k < m — r de dimension
(r+ 1,7 + 1) définies par :

a1 . . . Ay bl
M, = 1<k<m-r
(475} . . . Ay b,.
eyl - - - Qi) bk



* Les déterminants des matrices My, 1 < k < m — r s’appellent les
déterminants caractéristiques du systéme AX = b, on note Ay, = det (My),
1<k<m-—r.

4/ Verifier les conditions de compatibilité du systéme AX = b, c-a-d Ay, =0,
Vi<k<m-r.
*Si31 <k <m—rtel que Ag # 0, les équations sont dites incompatibles
et le systétme AX = b est impossible.
*SiV1<k<m-—rtel que Ay =0, le systétme AX = b est possible.
Pour le résoudre, on résout le systéme formé des r équations principales dont
les inconnues sont les inconnues principales et les inconnues arbitraires sont
considérées comme des parameétres et ils sont ajoutées au second membre du
systéme.

Exemple 1 :

T, 4 229 +3x3 +4x4 =1
$2+2$3+2IE4:O
—2x1 — X9 — 204 = —2
—25[11 + 25[,'3 =-2

(5) :

1 2 3 4 1
0 1 2 2 0
A=1 5 1 o o |ctb=]
2 0 -2 0 9

m=4,n =4 et rang (A) = 2.
* Un déterminant principal est Ay = ’ (1) f ‘ =1#0;

- les inconnues principales x1 et x».

- les inconnues arbitraires x3 et x4.

1 +2rx9+3x3+x4 =1
To + 2x3 +2x4 =0

Les conditions de compatibilité sont Ay =0,V 1<k <2:

- les équations principales : 1 et 2

1 2 1 1 2 1
Ar=| 0 1 0 |[=0etAy=| 0 1 0 |=0.
-2 -1 -2 -2 0 -2

Les conditions de compatibilité sont vérifiées, alors le systéme est possible;
sa résolution revient & résoudre le systéme de Cramer suivant

(S1) : 1 +2x9 =1— (3z5 + x4)
1 To = —(2$3+2IE4)

la solution de (S7) est donnée par



21 =1—Bxg+x4) — 209 =1—3x3 — 4oy +4ws + 404 =1+ 23
To = —2x3 — 214

la solution du systéme (S) est alors égale a I’ensemble

E(S) = {(1 + x3, —2x3 — 2.1?4,£U3,$4) /ZEg eER,xy € R}

Exemple 2 :
T, 4+ 229 +3x3 +4x4 =1
To + 2234+ 214 =0

(5) :

—2$1 — T2 — 2324 = -2
721‘1 + 2LE3 =2

1 2 3 4 1

0 1 2 2 0

A= 5 1 o o ||

-2 0 -2 0 2

m=4,n=4et rang (A) = 2.

* Un déterminant principal est Ay = ’ (1) ? ‘ =1#0;

- les inconnues principales x; et x5.
- les inconnues arbitraires x3 et x4.

. . 2 3 =1
- les équations principales : 1 et 2 { xl;; f;; +$323;:$Z4 0

Les conditions de compatibilité sont Ay =0, V1< k<2:

Jk = 2 avec Ag # 0, les conditions de compatibilité ne sont pas vérifiées,
alors le systéme est impossible.
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