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CHAPITRE 1

INTEGRALES IMPROPRES

1.1 Introduction

Une intégrale de Riemann (ou une intégrale propre) étudiée précédemment est notée par
J2 f(t)dt ot le domaine d’intégration est un intervalle borné, c’est & dire a # —oo et b # +oo (le
plus souvent fermé) et la fonction f est une fonction bornée sur ce dernier, c’est a dire IM > 0
tel que |f(x)| < M pour tout z pris dans le domaine d’intégration. Pour aller plus loin, il est
indispensable de se libérer de ces restrictions. En effet, on peut avoir des intervalles non bornés
et des fonctions non nécessairement bornées en pratique. Dans ce cas, on parle des intégrales
impropres ou généralisées. Dans ce chapitre nous énongons les criteres de convergences ou
de divergence des intégrales impropres et nous allons voir qu’il y a une grande similitude avec
les criteres de convergence et de divergence et les théorémes correspondants pour les séries.

1.2 Définitions d’une intégrale impropre

Définition 1.1. Soient [ un intervalle quelconque dans R et f : I — R une fonction. On dit
que f est localement intégrable sur [ si f est Riemann-intégrable sur tout intervalle fermé
[a, b] tel que [a,b] C I. On note Ry,.(I) 'ensemble des fonctions localement intégrables sur 1.

Remarque 1.1. Il est facile de voir que si f et g sont localement intégrables sur I,alors f + ¢
I'est aussi. De méme, o f est localement intégrable pour tout a € R. Ceci veut dire que Rj,.(])
est un R-espace vectoriel.

La proposition suivante montre que toute fonction continue est localement intégrable.

Proposition 1.1. Si f est une fonction continue sur I, alors elle est localement intégrable
En effet, si f est continue sur I, elle est aussi continue sur tout sous intervalle fermé |a,b] C I.
Ceci implique que f est bornée sur [a,b] (car on sait que toute fonction continue sur un
intervalle fermé est bornée et atteint ses bornes). Par conséquent, f est Riemann-intégrable sur
[a,b] et donc elle est localement intégrable sur I.

Exemple 1.2. Les polynomes, les fonctions sint, cost et et sont continues sur R donc elles sont

localement intégrables sur R. Par contre, la fonction f(t) = % n’est pas localement intégrable
sur R. En effet, si nous prenons par exemple l'intervalle [0, 1], on trouve % n’est pas bornée sur

[0,1] et donc n’est pas Riemann-intégrable sur cet intervalle.



Définition 1.2. L’intégrale
b
| s

est dite intégrale généralisée ou intégrale impropre si I'une des conditions suivantes est
vérifiée :
1. L’une des bornes d’intégration est infinie, c’est a dire a = —o0 ou b = +00;

2. La fonction f n’est pas bornée en un point ou plusieurs point de I'intervalle [a, b] ; de tels
points sont appelés points singuliers de la fonction f.

Remarque 1.2. Par abus de langage, les points —oo et 400 sont aussi appelés points singuliers
de la fonction f.

Exemple 1.1. 1. L’intégrale
+oo
/ tdt
est impropre, car 'intervalle d’intégration n’est pas bornée;
2t
—dt
=
est impropre, car t = 1 est un point singulier pour la fonction f(t) = ——

1—t’
+oo t
/ o
1 1—1¢

est impropre, l'intervalle d’intégration n’est pas borné et ¢ = 1 est un point singulier ;

1 gint
/smdt
o t

est propre ou de Riemann), car le domaine d’intégration est borné, aussi la fonction f

2. L’intégrale

3. L’intégrale

4. L’intégrale

, . . . sint
est bornée sur ce dernier puisque lzmHoT =1.
Remarque 1.3. Dans l'exemple 4, le point x = 0 est un point singulier pour la fonction
sinx . . , . . N
fx) = , et puisque cette fonction est bornée au voisinage de ce point ( c’est a dire elle
x

admet une limite en ce point), on parle d’une intégrale propre.

1.3 Intégration sur un intervalle [a,b]

Ici, on considere des fonctions localement intégrables sur [a,b[, ou b et 'unique point
singulier pour f (c’est & dire b = +00 ou f n’est pas bornée au voisinage de b).

Définition 1.3. Par définition on écrit :
b x
/ F(6)dt = lima / F(t)dt

Si cette limite existe et finie, on dit que l'intégrale impropre [° f()dt converge (ou la fonction
f est intégrable au sens généralisé) sur 'intervalle [a,b[. Sinon, on dit que I'intégrale impropre
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[> f(t)dt diverge sur [a,b].
Ainsi, pour calculer une intégrale impropre

/a "t

On calcule d’abord la primitive de f sur I'intervalle fermé [a, z] C [a, b[, par la suite on calcule
la limite du résultat quand x tend vers b.

Exemple 1.2. On peut remarquer facilement que toutes les fonctions proposées dans cet
exemple sont continues sur leurs domaines d’intégration, donc elle sont localement intégrables
sur ces derniers.

1.
+o0 T 1 1
/0 2dt = lim,, o /0 2t = lim o[58 = lima s o5 (2 = 0) = o0
ainsi 'intégrale impropre
+oo
/ t2dt diverge.
0
2.
oo . ~1 -1 1
/ e 2dt = lz’mxﬁﬂo/ e 2tdt = limyy 1oo|—€ 2% = limyyoo— (672 — 1) = =
0 0 2 2 2
Il en résulte que la fonction e=2 est intégrable sur l'intervalle [0, +oo].
3.
/1 dt I /x dt lim Aresi ™
= lim, = lim Arcsinz = —
o Vimg M o gime 2
4.
Foo ] . z ] . e -
/ Edt = lzmm_>+oo/ Etdt = limy 1 o[Int]] = limy 1 oolne = 400
1 1
, donc l'intégrale impropre diverge sur [1, +00].
5.

too 1 , z ] ‘ -1, _ 1
/1 tjdt = lzmx_>+oo/l t?tdt = lzmx_>+oo[7h = lme_H_oo(—E + 1) =1
, donc 'intégrale impropre converge sur [1, +00].

La proposition suivante montre que lorsqu'une intégrale généralisée converge, elle vérifie les
mémes propriétés que l'intégrale de Riemann.

Proposition 1.3. Si f,g sont intégrables sur l'intervalle [a, b, alors
1.

/abf(t)dt — —/baf(t)dt

2. Linéarité : pour tout o, 5 € R

/ab(ozf(t) + Bg(t))dt = a/bf(t)dt + @/abg(t)dt

a

3. La relation de Chasles : pour tout ¢ € [a, ]

/abf(t)dt — /:f(t)dt + /cbf(t)dt
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4. La positivité :

en particulier

Proposition 1.4. 1. Si f est intégrable sur |a, b, alors Ve € |a, b, f est intégrable sur [c,b]

et l'on a
/abf(t)dt . /:f(t)dt + /be(t)dt

2. Si f est localement intégrable sur |a,b| et s’il existe ¢ € [a,b] tel que f est intégrable sur
[e,b], alors [ est intégrable sur [a,b] et l'on a aussi

/abf(t)dt _ /acf(t)dt + /be(t)dt

Exercice 1. Soit f € Rypc[a, b[ tel que [” f(t)dt diverge. Montrer que Ve > a, [° f(t)dt diverge.

1.3.1 criteres de comparaison pour des fonctions positives

Soit f € Ry.cla, b]) & valeurs réelles positives. Il est claire que la fonction F' définie par :

F(z) = / F(t)dt (1.1)

est croissante sur l'intervalle [a, b] (car si x < y, alors

/j F(t)dt < /yf(t)dt

a

et donc F(z) < F(y)). De plus F admet une limite quand = tend vers b si et seulement si F'
est majorée sur [a,b[. Il en résulte que [” f(t)dt converge si et seulement si la fonction F est
majorée sur [a, b[. Notons que dans le cas de divergence, on a [ f(t)dt = 400
Théoréeme 1.5. Soient f,g € Rioc[a,b]) telles que, pour tout t € [a,b], 0 < f < g. Alors :
1. )
/ g(t)dt converge :>/ t)dt converge.

/ f(t)dt diverge :>/ t)dt diverge.

Exemple 1.3. 1. La fonction f(t) = est intégrable sur U'intervalle [0, +o0|. En effet,

1 1 v le !
+OO . . ’
= . 0,1].
o f°t2+ L 2+1 1 . 0.1
Pour l'intervalle [1,4o00[, on a, V& > 1, 0 < —— 1S t2 Puisque e est intégrable sur

[1,400[ (voir I'exemple 1.2), alors

o) 'est aussi sur [1, +o0l.



2. La fonction f(t) =

; n’est pas intégrable sur 'intervalle [2, +o0o[. En effet, on a pour

1
t>20< n < _1 Puisque n n’est pas intégrable sur [1,+oo[ et donc n’est pas
intégrable sur [2, +oo[ (voir l'exercice ci-dessus) et d’apres le théoreme 1.5, la fonction

7 n’est pas intégrable sur [2, 400].

Théoréme 1.6. Soient f,g deux fonctions positives et localement intégrables sur [a,b| telles
que

limy_p % =k, ou k €R"
Alors les intégrales [P f(t)dt et [0 g(t)dt sont de méme nature, c’est  dire [ f(t)dt converge si

et seulement si [P g(t)dt converge.

Remarque 1.4. Le théoreme 1.6 reste vrai pour les fonctions f, g qui sont négatives sur I'in-
tervalle [a, [ : il suffit de remarquer que

lim; % = lim;_;, :ch((g

et que

Ja = f®ydt =~ [; f(t)dt.

Exercice 2. Soient f, g deux fonctions localement intégrables sur [a, b[. Montrer que s’il existe

¢ € [a,b] tel que f,g ont un méme signe sur [c, b[ et limg . 22 = k, avec k € R%, alors les

g(t)
intégrales [° f(t)dt et [? g(t)dt sont de méme nature

Remarque 1.5. Rappelons que lim;_,; % = k signifie que la fonction f est équivalente a la
fonction kg quand t tend vers b et on écrit f ~ kg quand t tend vert b. Donc le théoreme 1.6
veut dire que si les fonctions f et kg sont équivalentes quand t tend vers b, alors les intégrales
J2 f(t)dt et [P g(t)dt sont de méme nature. La proposition suivante est souvent utilisée pour

appliquer le théoréme 1.5.

Proposition 1.7. 1. L’intégrale

oo it
/C “(c>0)

converge si et seulement si p > 1; cette intégrale est appelée intégrale de Riemann.

/ab (b itt)l’

2. L’intégrale

converge si et seulement si p < 1.

tdt
Exemple 1.8. 1. Uintégrale [3° converge, car quand t tend vers l'infini,
p grale Jo" g q fi
t t_1 s
VB i1 VB VBT

2. L’intégrale

2 dt
J Je—n

1

Lo

converge, car p =



1.3.2 La convergence absolue d’une intégrale impropre

Le théoreme suivant connu sous le mom 'critére de Cauchy' donne une condition
nécessaire et suffisante pour la convergence d’une intégrale impropre d’une fonction quelcoque.

Théoréme 1.9. Pour que lintégrale

converge il faut et il suffit que
Ve > 0,3c € [a,b] tel que

Définition 1.4. Soit f € Ry[a, b[. L’intégrale

/ff(t)dt

est dite absolument convergente si l'intégrale

b
/ |f(t)|dt converge.

Exemple 1.4. 1. L’intégrale

/+0° costdt
1 12

cost 1
est absolument convergente. En effet, Vi > 1,0 < |tT < . Puisque

t
o 1
—dt
I

converge,
> cost
——|dt
J 1%
. R , s COSt
converge (voir Théoreme 1.5). Par conséquent, [ tTdt converge absolument.
e too SINt — 2 .
2. L’intégrale ] fdt est absolument divergente. En effet, Vi > 1,0 <

sint — 2 sint — 2

1
’f| Puisque 7 ;dt diverge (Proposition 1.7), alors [;* |T|dt diverge

Théoreme 1.5). Par conséquent,

0 sint — 2
/ sin it
1 t

ne converge pas absolument.

Proposition 1.10. Si une intégrale converge absolument alors elle est aussi convergente.

1
- <

t
(voir



Exemple 1.5. Soit I'intégrale
+oo
/ e Psintdt,p > 0.
0

On a Vt € R, |e P'sint| < e P'. D’autre part,

“+0o0 ) x 1
/ e Pdt = lzmxﬂﬂo/ e Pldt = =
0 0 p

donc converge. Par conséquent
+oo "
/ le P sint|dt

0
converge et donc

+oo
/ e Plsintdt
0

converge absolument. Ceci implique, d’apres la proposition 1.10, la convergence de

+oo
/ e Plsintdt
0

Il faut faire attention a la réciproque de la proposition 1.10 qui n’est pas vraie. En effet,
nous allons voire par la suite I'existence des fonctions f pour lesquelles

[ 17

diverge et
b
| s

converge. Dans ce cas, on dit que l'intégrale ff f(t)dt est semi convergente. Le critere ci-
dessous connu sous le nom "Regle d’Abel" est tres utile pour déterminer la semi convergence
d’une intégrale.

Théoréme 1.11. Soient f,g deux fonctions localement intégrables sur l'intervalle [a,b] et vé-
riftant les conditions :

1. f est monotone et lim;_,f(t) =0;
2. ;3dk > 0 tel que
Vo € [a, b |/ g(t)dt| < k

Alors lintégrale
b
| gt
est convergente.

Lo SINt

Exemple 1.6. Soit [ Tdt. Posons



On a :

limi— 1 f(t) = 0 donc la premier condition d’Abel est vérifiée.

Soit x € [0,400[, on a | [Fsintdt|] = [|cost|]s = |cosz — 1] < 2. Ainsi, Jk = 2 tel que
Vo € [0,+o00], | [ sintdt| < 2, c’est & dire la seconde condition d’Abel est aussi vérifier. Par
conséquent, l'intégrale ;"> %dt converge.

Remarque 1.6. Comme on 'a signalé ci-dessus, 'intégrale

+oo gint
[y,
1 t

sint sint  1—cos’t  1—cos2t
ne converge pas absolument. En effet, Vi > 0, ]T] > = = =

t t 2t
1 cos 2t
/+°° cos2t
1 2t

2t 2
+oo 1
[

+oo 1 — 2 t
/ COS dt
1 t

diverge (converge+diverge=diverge). Par conséquent l'intégrale

. L’intégrale

converge (d’apres la régle d’Abel), mais

diverge car p = 1 et donc

o sint
/ |T|dt diverge, ce qui revient au meme de dire que 'intégrale
1

+oo gint
/ %dt diverge absolument
1

1.4 Intégration sur d’autres types d’intervalles

1.4.1 Intégration sur un intervalle |a, b]

Dans cette section; nous intégrons des fonctions f € Rj..(]a,b], c’est a dire des fonctions
localement intégrables sur des intervalles sous forme |a,b], ou a est 'unique point singulier de

f.

Définition 1.5. Par définition

/a " Hhdt = lim, ., / "t

T

Si lim,_, [° f(t)dt existe et finie, on dit que f est intégrable (au sens généralisé) sur 'intervalle
la, b] ou que l'intégrale impropre

/abf(t)dt

converge. Tous les résultats obtenus pour le cas de 'intervalle [a, b[ sont aussi valable pour le
cas de l'intervalle ]a,b] avec bien stlire des modifications évidentes. Par exemple la proposition
1.4 s’enonce :

Pour f € Ryyla,b]



1. Si l'intégrale
b
/ F(t)dt

converge, alors pour tout ¢ €]a, b], 'intégrale

b
| s
converge.

2. S'il existe ¢ €]a, b] tel que Vintégrale [ f(t)dt diverge, alors intégrale

/abf(t)dt

diverge.

Pour le théoréme 1.5, il y a aucune différence sauf au niveau de I'intervalle d’intégration :
Soient f,g € Ryoc]a,b] telles que, pour tout ¢ €]a,b], 0 < f < g. Alors :

1.
b b
/ g(t)dt converge :>/ f(t)dt converge.

b b
/ f(t)dt diverge :>/ g(t)dt diverge.

0
/ ePtdt

converge si et seulement si p > 0. En effet, par définition

Exemple 1.7. 1. L’intégrale

1
’ wm [ 1 1 lsin> 1
[ etar= eldt = lim [—e"]) = ~(1— lim e™)={ p° P75
- T ep P o +00 sinon .

2.
-11 -11 —1 1
/ —dt = lim —dt = lim [—];'=1- lim —
oo 12 z——o0 Jp 12 z——oco t % T—~400
, donc elle converge. On déduit, d’apres Théoreme 1.5, que
|t
1 1
est convergente, car pour t €] — oo, —1], 0 < p < 2
3.
-11 -1
/ —dt = lim / —dt = lim [In|t|];' =0~ lim In|z| = +o0
— 0 ‘t’ z——00 J, ‘t’ T——00 T—>+00
. 1 1 o
. Puisque pour t €] — 00, —1], = < —— alors l'intégrale
[t~ In J¢]
[
—00 In |t|

diverge.

10



4. Pour l'intégrale
0 1
[l
o 241
ainsi les intégrales
L.a
/ dt
—o t24+1

-1 1
——dt
/—oo 241

converge. et d’apres la proposition 1.4,

0 1
dt
/—oo t2+1

1 1
241 2

,on a quand t — —o0,

et

sont de méme nature et donc

converge.

1.4.2 Intégration sur un intervalle |a, ]

Dans cette section; la fonction f est localement intégrable sur l'intervalle ouvert |a, b[, ou a
et b sont sont des points singuliers pour f.

Définition 1.6. On dit que f est intégrable sur |a, b[, 8'il existe ¢ €]a, b[ tel que f est intégrable
sur chacun des intervalles ]a, c] et [c, b[,c’est & dire les deux intégrales

‘Acf@yﬁem‘ébf@yﬁ

sont convergentes ; dans ce cas on écrit
b c b
/f@ﬁ:/f®ﬁ+/f®ﬁ

La proposition suivante montre que le choix du point ¢ dans la définition ci-dessus est
arbitraire.

Proposition 1.12. Soit f une application localement intégrable sur |a,b| telle

b
/ f(t)dt converge

. Alors Ve €la,b], f est intégrable sur les deuz intervalles |a,c| et [c,b] et 'on a

Lﬁ@ﬁ:éﬁ@ﬁ+é%@ﬁ
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Exemple 1.13. 1. on peut établir la convergence de l’intégrale
+o0 1
/ dt
—o 1241
par deur méthodes, soit par un calcul de la primitive soit en utilisant les critéres de
comparaison :

Méthode 1 :

/0 L g = /O L gt =1 [Arctga]® = ©
= lim = lim,__|Arctgx]|, = —
o 1241 r>—00 Jz 1241 - 9 =5

oo 1 I z 1 , A . T
/0 o 1dt = xirfoo/() oy 1dt = im0 Arctgz]y = B

D’ou

“+o0 1 d 0 1 d —+o0 1
715:/ —dt / =
Lm 21 NI L SR

Meéthode 2 : La fonction f est continue sur R donc f € Rj,.(R) et donc ¥Ye > 0, f est
1 1

intégrable sur [—c,c|. D’autre part, quand t tend vers —oo ou +00, il ~ g Puisque
1
la fonction 2 est intégrable sur les intervalles | — oo, —c] et [c,+00[, alors la fonction

o] est aussi intégrable sur ces deuz intervalles (critére d’équivalence). Par conséquent

400 1
LOO mdt converge.

Remarque 1.7. Notons que la fonction f peut avoir plusieurs points singuliers sur l'intervalle
la, b[. Dans ce cas, le calcul de I'intégrale

/abf(t)dt

ce fait d’une maniere treés naturelle. En effet, soit C' = {¢1,¢2...¢,} 'ensemble des points
singuliers de la fonction f dans l'intervalle ]a, b[. Supposons que f est localement intégrable sur
I'ensemble |a, b[\C, c’est a dire intégrable sur tout intervalle fermé [a, 3] Cla,b[\C. Alors, on
dit que la fonction f est intégrable sur |a, b[ si est seulement si f est intégrable sur chacun des
intervalles |a, ¢1[, |1, e2]. . ]en, b[. Dans ce cas, on écrit

/ab f(t)dt = /;1 f(t)dt—i—/jf(t)dt—l—...+/Cif(t)dt_

Ainsi, la fonction f n’est pas intégrable sur |a,b[ si elle n’est pas intégrable sur au moins un
intervalle parmi |a, 1], |c1, ea]. . Jen, b[.
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Exemple 1.8. Considérons l'intégrale

too  t42
/ ;dt
o t2(1—1t?)
Les points singuliers de f dans le domaine d’intégration |0, +oo[ sont 0,1 et +oco. Ainsi, on
doit ¢tudier cette intégrale sur les intervalles ]0, 11, (3, 1[,]1,2] et [2, +oo[ (les points 5 et 2 sont

choisis au hasard, ¢a peut étre n’importe quel autre point sur |0, 1[,]1, 400] respectivement, car
f est continue sur ces intervalles et donc localement intégrable).

. . .. t+42 2
1. Sur l'intervalle ]0, %] La fonction f est positive, m ~ 5 quand ¢ tend vers 0, .
D’autre part, on a
1
3 2 1/2 2 —2.1 2
/2 = lim —dt = lim —]3 = lim — — 4 = +o0
0 t2 x—0 t z—0 ¢ =0 1

, c’est a dire cette intégrale diverge. Par conséquent,

1/2 t 2
/ e
o 2(1—t2)

diverge

1.5 Intégration par partie et changement de variable

1.5.1 Intégration par partie

Théoréme 1.14. Soient f,g deux fonctions de classe C' sur lintervalle [a,b[. Supposons que
limy_wf(t)g(t) existe et finie. Alors les intégrales [° f(t)g'(t)dt et [° f'(t)g(t)dt sont de méme
nature. En cas de convergence, on a :

[ £ @)t = time-509(0) = F@)gta) — [ 700 (1.2

Remarque 1.8. Dans I'énoncé du théoreme 1.14, le point singulier est le point b. Maintenant :

1. Si le point singulier est le point a, I’équation 1.2 devient

b
[ £ (e = F0)g(0) ~ timuaf9(0) - [
2. Si les points a, b sont tout les deux des points singuliers, I’équation (1.1) s’écrit
b
[ 109 0t = timi s f(Dg(8) ~ lmesa (1 / £t
Exemple 1.15. 1.
1
/ tintdt
0
On pose :
1
f(t) =1Int, donc f'(t) = ;dt.
1
g (t) = tdt, donc g(t) = 5752. Ainsi :
1 1
[} timtde = time o[ f 09 [ F @O0t = F1)g(1)~lime o f(2)gfa)~ [ f0
2] Lt 1
/ tlntdt = 0 — limgo—— — [ ~dt = -
2 0 2
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2. Calculons

On pose :
f(t) = At, donc f'(t) =
—1

g'(t) = e Mdt, donc g(t) = Te”\t. Ainsi :
+oo +oo
/ e Ndt = limg ol f / PO gL = limy o —te M+ / et
0 0

Foo 1 1

Me Mdt =0+ < = —.
/0 ‘ AT

1.5.2 Changement de variable

Théoréme 1.16. Soient ¢ : [«, B[— [a, b] une application bijective de classe C* et f : [a,b[— R
une application localement intégrable sur [a,b]. Alors (f o )¢’ € Rioe[a, B[ et l'on a

1. Si ¢ est croissante, alors
b 3 )
| fwdt= [ fle@)e (@)da
2. Si ¢ est décroissante, alors
b «a
[ = [ f(e(@)e @)
Définition 1.7. Pour les intégrales impropres, on pose par définition

/abf(t)dt - —/baf(t)dt sia<b

Exemple 1.9. 1.
“+oo
/ cos t2dt
0

On pose z = 2, donc t = \/z = () et dt = Fdw

t—=0=2—0

t— +00 =2 — +00

Il en résulte que ¢ est une bijection de classe C! croissante qui applique [0, +oo[ & lui

méme. D’apres le théoreme de changement de variable ci dessus, on a

+o0 9 +oo cosxdr |
cost dt = ————qul converge.
0 0

NG

En effet,
sur l'intervalle |0, 1], 'intégrale est absolument convergente car

COS X

ol < 5

1
7d—1
02\/_x
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donc converge.
Sur Uintervalle [1, +00[, I'intégrale

/+°° cos xdx
0 2\/x
converge aussi d’apres la regle d’Abel.

2. Pour l'intégrale
11
/ In - dt
0 t
1 _ _
On pose x = lng, donc t =e™* = p(z) et dt = —e *dzx
t—=0=2— 400
t—+1=x2—0
Ainsi ¢ est une bijection de classe C! décroissante qui applique 0,1] a [0, +oo[, donc
d’apres le théoreme de changement de variable, on a

1 1 0 +0o0o
/ In —dt = —/ xe dxr = / xe “dx qui converge.
0 t 400 0

1.5.3 Valeur principale de Cauchy

Soit f une fonction intégrable (au sens généralisé) sur I'intervalle [a, b[. Donc 3L € R tel que

T

/bf(t)dt _ lz'me/ F(t)dt = L (1.3)

a

Remarquons que 1'équation (1.3) est équivalente a

b b—e
| st =time [ 0y = L

a

Soit maintenant f une fonction intégrable sur [a, b]\ {c}, c’est a dire ¢ est I'unique point singulier
sur l'intervalle [a, b]. Donc, par définition, 3L € R tel que

/ " F()dt = lim, o / TR dt + limy o / " fdt= 1
a c+n

Si cette limite n’existe pas, I'intégrale est divergente. Par exemple

1

+ limnﬁo 277]2

31 , 0—¢ 1 ) 31 . _
/_3 ti?’dt = lZmeHO /_3 tf3dt + l'lmn*)() /()+7] tf3dt = llmeﬁ(]?
Cette limite n’existe pas lorsque € et 1 tendent vers zéro indépendamment. Par contre, en
posant € = 1, la limite existe et vaut zéro. Dans ce cas-1a, la limite L = 0 est appelée la valeur

principale de Cauchy de 'intégrale impropre f;’ f(t)dt. Plus précisément

Définition 1.8. Soit f une fonction localement intégrable sur [a,b] \ {c}. si la limite

timeal [ 101+ [ 0] = time |

b

F(£)dt + lime_yo / F(t)dt

c+e

existe, on dit que 'intégrale ff f(t)dt a une valeur principale de Cauchy (ou convergente au sens
de la valeur principale de Cauchy) et I’'on pose

v.p. /abf(t)dt:lime_m{/:_ef(t)dt—l— b f(t)dt]

cte
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Définition 1.9. Soit f est localement intégrable sur R. la valeur principale de Cauchy
J* f(t)dt, si elle existe, est donnée par

+o00 +R
v.p. f)dt =limp_ 100 f(t)dt
—00 R

Notons que si f est intégrable, on parle plus de la valeur principale de Cauchy car dans ce
cas, cette derniere coincide avec avec la valeur de 'intégrale. On rencontre la notion de valeur
de Cauchy dans ’analyse complexe, la théorie des distribution ...

141 t+1 1
1+t2dt diverge, car ~ — pour t — 4o00. Cependant,

1+1¢2 t
elle admet une valeur principale de Cauchy. En effet,

Exemple 1.10. lintégrale [2°

+oo 1 4¢ . +R ] +R ¢ '
v.p. . mdt = l@mR_>+oo[/_R 1—1—252dt+/—R mdt} = limp_sy002ArctgR =7 (1.4)

. R
Car limp_ oo |5

dt = limp, oo (1 + )] =0
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