CHAPIIRE 3

Les Matrices et Determinants
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1.1 Introduction

L’algebre linéaire est un outil essentiel pour toutes les branches des mathé-
matiques, en particulier lorsqu’il s’agit de modéliser des problemes issus de divers
domaines : physiques, biologie, mécaniques, chimie,...

Les matrices servent & interpréter en termes de calculs opérationnels les ré-
sultats théoriques de 'algebre linéaire. Toutes les disciplines étudiant des phé-

nomeénes linéaires utilisent des matrices.

1.2 Généralités sur les matrices

Dans tout le chapitre, k désigne R ou C.

Définitions et notations :

Définition 1.1 Soient n et p deux entiers positifs.

Une matrice A de dimension np est une application de {1,2,....n}x{1,2,....,p}
dans k.

On note par a;; l'image du couple (i,j) par Uapplication A.

Alors on écrit A sous la forme :

a1 aiz ... di; ... QGip

Q21 Q22 ... dg5 ... Q2p
A= :

Qi1 Qg2 ... A5 .o G

ap1 Qp2 ... Qpj ... Qpp

ou plus simplement A = (a;j)i=1,...n
Les a;; sont appelés les cojeﬁyéggnts (les composantes) de la matrice A.
Lindice © désigne les lignes, l'indice j désigne les colonnes.
n désigne le nombre de lignes de la matrice A et p désigne le nombre de
colonnes de la matrice A.

¢ colonne.

L’élément a;; est U'élément de la i°™ ligne et de la 7"
On note M, , (k) ’ensemble des matrices de type (n,p) a coefficients dans k,
c’est a dire si A € M,, (k) alors A est une matrice a n lignes et p colonnes a

coefficients dans k.
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Exemple 1.1 La matrice A de type (4,3) définie par : a;1 = —1, a1 = /2, a13 =

0,091 = —2,099 = %,a23 =0,a31 =4,a3 = 1,a33 =3,a41 = 0,040 = 6,043 = —4
se note par :
-1 V2 5
A | 2 20
4 1 3
0 6 -4

La matrice A est une matrice de 4 lignes et 3 colonnes.

Egalité de deux matrices :
Soient A = (a;;), B = (bij) € M,, (K).
On dit A = B si et seulement si a;; = b;; V1 <i <n,V1 < j <p.

Transposée d’une matrice :

Définition 1.2 Soit A = (a;;) € M,,, (k). On appelle transposée de A la matrice
notée 'A de M, (k) définie par'A = (a;).

Exemple 1.2
3 -4 6 52
A= < 5 ) , alors 'A=| —4 3
2 2 -3 2
2 6 -3

Les lignes de A sont les colonnes de tA.

Propriété :
VA€ M,,(k)onat(*A) = A.
Matrices particuliéres :

Matrice nulle :

Définition 1.3 On dit A = (a;;) de M, , (k) est nulle si et seulement si a;; =
0,V1<i<n,VlI<j)<np.

La matrice nulle dans M, , (k) , est noté Opy, ,x)-

Exemple 1.3

A (00 4000y ,_
0 0 000

o O O
o O O
o O O
o O O
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Matrice ligne :
Une matrice ne contenant qu’une seule ligne (de dimension 1 X p) est appelée

matrice ligne.

A:<CL11 a12 ... CLlp).

Exemple 1.4

A:<—3 5), A=<2 1 7), A=<—1 31 2).

Matrice colonne :
Une matrice ne contenant qu’une seule colonne (de dimension n X 1) est

appelée matrice colonne.

a1
A — 21
an1
Exemple 1.5
-2
2 2
A= ( ) , A= 0 , A=
1 T
-1
-3

Matrice carrée :
Une matrice ayant le méme nombre de lignes et de colonnes (n = p) est

appelée matrice carrée.

ay; a2 ... Ay ... Qip

ag1 A2 ... QA2; ... Q9p
A= :

;1 Qi ... Qi ... Qip

Ap1 Qp2 ... QAp; ... App

L’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans k se note M, ,, (k)

ou plus simplement par M, (k).
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Diagonale d’une matrice carrée :

Les coefficients a;; sont appelés coefficients diagonaux et on appelle

(all a929 ... Q4 ... ann>,
diagonale de A.

Exemple 1.6
-1 \/§
A= =2

3
2
6 1

—4
3

Les coefficients diagonaux sont —1,5 et —4, et la diagonale de A est

(—1 3 —4).

Trace d’une matrice carrée :
On appelle trace d’une matrice carrée A € M, (k) la somme des coefficients

diagonaux et on écrit :

Tr (A) = i (0778
=1

Exemple 1.7
-1 V2 5
A=| 2 & o [,
6 1 —4

alors Tr (A) = =1+ 3 4+ (-4) = -1.

1.2.1 Matrices carrés particuliéres

Matrice diagonale :
La matrice carrée A € M, (k) est dite matrice diagonale si : a;; = 0 pour
tout ¢ # j.

Exemple 1.8
200 0
2 0 5 00 030 0
A = > B = 0 5 0 5 C - )
0 5 006 0
0 0 =«
000 —4

sont des matrices diagonales.



1. Matrices et déterminants 6

Matrice identité :
La matrice identité d’ordre n est une matrice diagonale dont tous les coeffi-

cients diagonaux a;; sont égaux & 1 et on la note I, .

Exemple 1.9
1000
10 L 00 0100
- S L=|lo10]|, I,= N
2(01) s * 0010
00 1
0001

Matrices scalaires :

Les matrices de la forme : A = A1, ou A € k sont dites matrices scalaires.

Exemple 1.10

sont des matrices scalaires
Matrice triangulaire supérieure :

Définition 1.4 Une matrice A € M, (k) est dite matrice triangulaire supérieure
st > aj; = 0 pour tous v > j.
C’est a dire tous les coefficients situés en dessous de la diagonale sont nuls.
Une matrice A € M, (k) est dite matrice triangulaire inférieure si : a;; = 0
pour tous v < j.

C’est a dire tous les coefficients situés au dessus de la diagonale sont nuls.

Exemple 1.11

- 2 2 4
A= , B=10 -1 7
01 0
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A et B sont des matrices triangulaires supérieures.

5 0 -1 0 0
C = , D = 4 3 0
3 5

C et D sont des matrices triangulaires inférieures.

1.2.2 Opérations sur les matrices

Somme de deux matrices :

Définition 1.5 Soient A = (a;;) , B = (bi;) € My, (k). On définit la somme de
A et B et on note A+ B la matrice A+ B = (¢;j) € M,, (k) tel que :

Cij :aij‘f‘bij,VI <i<n,V1<j<p.

Exemple 1.12

2 13) (5 45\ _ (245 14(-4) 345
421 7 3 1 447 243 1+
B 7—38)
1 5 3

(1 3) (—3 5 ) 1+(-3) 3+3 >
_|._ —
4 2 3 =2 4+3 24 (-2)
(25
B 7 0 )

5 -4 5 -3 2

Remarque 1.1 A , |t B 2 = Impossible car A est de
T3 3 3 =2

type 2 X 3 et B est de type 2 X 2.

Multiplication d’une matrice par un scalaire :
Définition 1.6 Soient A = (a;;) € M, (k) et X € k, alors
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Exemple 1.13 Soient

|
VR
IS
NG
— W
~_
oy
I
VR
N o
|
“ s
= Ot
~_

Ona :

=T ot
NI

[ N[
\—/

Propriétés :

Soient A, B et C' trois matrices de M, , (k) et A, u deux réels. Alors on :
1) A+ B= B+ A (+ commutative)

2) (A+B)+C = A+ (B+ C) (+ associative)

3) A+0=0+ A= A (0 matrice nulle élément neutre)

4) A+ (—A)=(—A)+ A=0 (—A opposée de A)

5) A(A+B)=)A+)\B

6) ( A+ p)A=AA+ pA

) A(pA) = (Ap) A

8)1x A= Aet0x A=0 (ne pas confondre 0 scalaire et 0 matrice nulle).

Remarque 1.2 Compte tenu des propriétés ci-dessus, l’ensemble M, ,, (k) muni

des deux lois précédentes est un espace vectoriel sur k.

Produit de deux matrices :

Définition 1.7 Soient A = (a;;) € M, , (k) et B = (bjr) € My, (k) (c’est a
dire le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B). On définit
alors le produit de A et B dans cet ordre par la matrice C = A x B = (cy,) de
Mym (K) tel que :

p
Cik — E aij.bjk.
=1

Exemple 1.14

b21 b22
b31 b32

Q21 Q22 (A23

bi1 bio
( a11 Q12 413 ) _ ( a11b11 + a12b21 + a13b31  ai1biz + ai2bae + ai3bse

21011 + a22bo1 + agsbs1 2112 + agabae + agsbss

) |
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~1 0 -1 0 1 0
4 4 3 =] 8 9
1 -2 2 1 -2 -7 —10
-1 1 2 -3 1 3 100
0 1 : =23 I=l010
2 11 = 001

w
lon

4 _
o ? 2 = Impossible.
T3 3 3 =2

Remarques importantes :
1. Si le nombre de colonnes de A est différent du nombre de lignes de B, alors

le produit A x B n’est pas défini.
2. En général, et lorsque le produit est bien défini, on a A x B # B x A, alors

on a aussi
(A4 B)* # A® + B? + 2AB,
(A— B)* # A% + B? — 2AB,
(A+ B)(A— B) # A? - B
3. Le produit des matrices carrées d’ordre n est toujours défini.

4. L’égalité A x B = 0 n’implique pas A =0 ou B = 0.

Exemple 1.15 Soient A = 20 et B = 39 .
1 3 -1 3
na:
AB — 2 6 3 -9 _ 00 .
1 3 -1 3 00
0 0 00
A t B .

5. L’égalitée A x B = A x C n’implique pas B = C.

1 2 7 4
Exemple 1.16 Soient A = 30 , B= et C = .
2 4 2 4 -1 3
On a :
AB — 3 6 1 2 _ 15 30 7
2 4 2 4 10 20

Mass
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AC:<3 6)( 7 4>:<15 30>.
92 4 -1 3 10 20

Remarquons que : AB = AC. Mais B # C.

et

Propriétés :

Soient A, B et C trois matrices. Lorsque le produit est bien défini, on a

1. A(B+C)=AB+ AC.

2. (AB)C = A(BCO).

3. En général, AB # BA (le produit des matrices est une opération qui n’est

pas commutative).

1 4 7 2 1 2
Exemple 1.17 Sotent A=| 2 5 8 | eteB=| -1 0 1
36 9 0 1 -1
On a :
1 47 2 1 2 -2 8 -1
AB=1] 2 5 8 -1 0 1 = -1 10 1 ,
3 69 0 1 -1 0 12 3
et
2 1 2 1 4 7 10 25 40
BA = -1 0 1 2 5 8 | = 2 2 2
0 1 -1 3 6 9 -1 -1 -1

Remarquons que :

-2 8 -1 10 25 40
-1 10 1 # 2 2 2
0 12 3 -1 -1 -1

Donc en général, AB # BA.

1.2.3 Matrices carrées inversibles

Définition 1.8 Soit A € M, (k), on dit que A est inversible si et seulement si
il existe B € M, (k) telle que

AB = BA = 1I,.

Si A est inversible alors B est unique et est appelée inverse de A (notée A™').
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Exemple 1.18 Soit

-1 1 2
A= 1 0 1
2 11
On a :
_1 1 1
1 4 2
-1 1 5 3
Am=1 ¢ -1 1 |
1 3 _1
] 2 ]
est U'inverse de A car :
11 1
11 2 1ol 00
-1 _ 1 5 3 _
AAT = 1 01 e I 1o |,
1 3 1
2 11 1o 1 01
et
11 1
111 11 2 0 0
ATA=| L 5 3 1 01 |= 0
3 1 2 11 0 1

Proposition 1.1 Soient A, B deux matrices inversibles de M, (k), alors la ma-

trice AB est aussi tnversible et
(AB)"' = B4,

Proposition 1.2 Soient A, B deux matrices inversibles de M, (k) et A\, € k
alors on a :

1L.T(AMA+8B)=X("A)+ 5 ('B).

2.'(AB) =' B'A.

3.Vn e N* t(A") = (PA)".

4. Si Ae M, (k) et inversible on a ({A™1) = (*FA)~".

Matrices symétriques :
Définition 1.9 Une matrice carrée est dite symétrique si et seulement si :
A=A

Autrement dit A est symétrique par rapport & sa diagonale.
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Exemple 1.19 La matrice

2 2 V3 4
A= % -2 5 g

V3 5 3 -1 |’

4 8 -1 4

est symétrique.

Matrice antisymétrique :

Une matrice carrée A € M, (k) est dite antisymétrique si et seulement si :
A =—A.

Matrice orthogonale :

Une matrice carrée A € M, (k) est dite orthogonale si et seulement si :
A(tA)=(tA)A=1,.

Propriété :

Si A est une matrice orthogonale, alors A est inversible et A™! = (*A).

Matrices équivalentes :

Soient A, B deux matrices de M, , (k). On dit que A et B sont équivalentes
sl existe deux matrices carrées inversibles P € M, (k) et @ € M,, (k) telles que
B=Q'AP.

Matrices semblables :

Soient A, B deux matrices carrées de M, (k). On dit que A et B sont sem-

blables s’il existe une matrice carrée P inversible d’ordre n telle que B = P~tAP.

1.3 Déterminants

1.3.1 Calcul des déterminants

Définition 1.10 Soit A = (a;j)1<i<n une matrice carrée de M, (k).
1<5<n

On appelle déterminant de A développé suivant la 1©™¢ ligne le scalaire
det A = Z (—1)""" @y, det Ay,
k=1

ou A;j est la matrice d’ordre (n — 1) déduite de A en supprimant la i°™ ligne et

eme

la j°™¢ colonne.
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On appelle déterminant de A développé suivant la 7°"¢ colonne le scalaire
det A = Z (—=1)* ay,; det Ay,
k=1

On utilise également la notation :

a; a2 ... QA1 ... Qip ay; a2 ... A1 ... Qip
a21 QA29 ... A ... QA9p Q21 A9 ... A2 ... QA9p
a1 Qi ... Qi ... Qip ;1 Qi ... Qi ... Qip
Ap1 Apg ... Qp; ... App Ap1 QAp2 ... Ap; ... QApp

Remarque 1.3 Les déterminants ne concernent que les matrices carrées.

Le déterminant d’une matrice carrée est unique.

Cas de déterminant d’ordre 2 :

Soit
A= air a2 e M, (k).
Q21 A22
Alors
det A = i = 11022 — A21012.
Q21 Q22
Exemple 1.20
3 -1
=(3)(—2) —(—4)(—1) = —10,
NI R EhIE)
5 7 5
2 =(=]4)—=(=m)(=7) =10 — 7.
‘_W LG w-enen -

Cas de déterminant d’ordre 3 :
Soit
ail a2 Gi13
A= an ax a3 | € Ms(k).

31 Aaz2 ass
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Alors
a1; Aaiz2 i3
det A = a21 Q22 0423

a31 az2 ass

Premiére méthode : Développement suivant la premiére ligne.

Ag22 A23 Q21 Q23 a21 A22

det A = (—1)"*" (ay) +(—=1)"? (a12) +(=1)"" (ar3)

agz2 as3 a31 Aass asiy Aasg

= a3 (a21a32 - a22a31) — a12 (a21a33 - CL316L23) + ary (a22a33 - a23a32) .

Deuxiéme méthode : Développement suivant la troisieme colonne.

a21 A2 11 Q12 ail a2

det Agys = (—1)" (a13)

+(=1)*" (az3) +(=1)" (as3)

asy as2 az1 as2 a21 A22

= a33 (a11a22 - a12a21) — Q23 (a11a32 - a12a31) + ai3 (a21a32 - a22a31) .

Exemple 1.21 Soit

3 -7 8
A=\ -3 4 2
5 —1 1
Calculer detA.
Développement la premiére ligne :
3 -7 8
detA=|-3 4 2
5 —1 1
4 2 -3 2 -3 4
= (-3 + (=) (=7 + (=18
ol LT renen] v e

= (3) (4+2) +(7) (=3~ 10) + (8) (3 — 20) = ~209.

Développement la troisiéme colonne :
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3 -7 8
detA=| -3 4 2
5 —-11
-3 4 3 =7 3 =7
_(_1)3 (g L (—1)2 (9 (L1
0] I B CE Ve e) I R GV 1 B

=(8)(3—20) —(2) (=3 +35) + (12 — 21) = —209.

La régle de Sarrus :

Cette régle est valable uniquement pour les matrices carrées d’ordre 3.

11 a2 i3 a11 a2
Q21 dAg22 (23 Q21 Q22 —

a31 asz2 a33 az1 asz
= Q11022033 + Q12023031 + G13021A32 — (31022013 — (32023011 — G33G21012.

Propriétés des déterminants :

Soient A, B deux matrices carrées de M, (k) et A € k.
1) det I, = 1.

2) det (AA) = A" det A.

3) det (AB) = det Adet B.

)
)

4) det (A™) = (det A)™,m € N*.
) 1
)

5) A est inversible <= det A # 0 de plus det (A™!) = et

6) det (*A) = det A.

7) Le déterminant de A ne change pas de valeur si on ajoute & une colonne

une combinaison linéaires d’autres colonnes.
8) Un déterminant est nul si 'une de ses colonnes est nulle.
9) Un déterminant est nul si ses colonnes (resp. ses lignes ) sont liées.
10) Si A est une matrice triangulaires inférieure ou supérieure, alors det A =

H?zla“- .

1.3.2 Calcul de ’inverse d’une matrice en utilisant le dé-
terminant
La formule AA~! = I,, permet de calculer I'inverse A~! de la matrice inver-

sible A. On détermine ici une formule plus performante de calcul de A~!. Cette

formule utilise les comatrices.
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Définition 1.11 Soit A = (a;j) € M, (k). On appelle cofacteur de la place (i, j)

dans A et on note c;; le nombre :
Cij = (—1)i+j det Aij

ot : A;; est la matrice d’ordre (n — 1) déduite de A en supprimant la i ligne

eme

et la ¢ colonne.

Définition 1.12 On appelle comatrice de A la matrice carrée d’ordre n définie

par
ci1 Ci2 ... C15 ... Cip
Co1 Co9 ... Cg; ... Cop
comA = ,
Ci1 Cio ... Ci ... Cip
Cn1 Cp2 ... Cpi ... Cpn

ol ¢;j est le cofacteur de la place (i, j) dans A.

Théoréme 1.22 Soit A = (a;;) € M, (k), alors :

1 I

" detA
Exemple 1.23 Soit la matrice de M (R)

(comA).

Calculer A~' si elle existe.

On a : detA =8 # 0, donc A~ existe.

(—1)"ldet (4)  (—1)"*2det (2) >

ComA =
( (—=1)*"det (=3) (=1)*"*det (1)

ComA = < ;l 2 > ., "(ComA) =

N
|

N H~
[N

Donc
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Exemple 1.24 Soit la matrice de Mj (R)

2 3 -1
B=1|13 2 2
1 -1 -2

Calculer B~ si elle existe.
On a : detB = 25 # 0, donc B~ 'existe.

2 2 3 2
)it _ )2
(=1) 1 (=1) -
3 -1 2 —1
ComB _ (_1)2+1 (_1)2+2
-1 =2 1 =2
3 -1 2 —1
_ )31 _1)3+2
(=1) 5 o (=1) 5 o
donc
-2 8 -5
ComB = 7 -3 5
8 -7 =5
d’ot
-2 7 8
"(ComB) = 8 -3 -7
-5 5 -5
Alors
-2 7 8 -2
B! = i 8 -3 -7 | = 3
25 25
-5 5 -5 —%

1.4 Exercices

3
1 1+3
(-
(_1>2+3
(_1)3+3
e 8
25 25
_3 _7
25 25
1 1
5 5

Exercise 1.25 Calculer le déterminant de la matrice suivante :

sina  cos«
A= ) .
cosa —sino

Soit n € Z*, déduire A™ en fonction de n .

W N = N

2
-1
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Exercise 1.26 Soit A la matrice suivante :
1 1 =2
A= -1 -1 2
-2 -2 0

a) Calculer A%, A3, A* .
b) Soit n € Z*, déduire A™ en fonction de n.

Exercise 1.27 Déterminer le rang des matrices suivantes. Etudier si elles sont

tnwersibles. St out calculer 'inverse

- 32 2 1 47 2 4 -1
A:<12>,B: 232 |,c=l258|eD=| 1 0 1
2 2 3 36 9 —3 1 2

Exercise 1.28 Calculer le déterminant suivant :

4 -1 -1
A=|3 -2 2
3 -1 2

a) par la régle de Sarrus.
b) En le développant suivant la premiére colonne puis la troisiéme ligne.

c) En faisant apparaitre des zéros dans la premiére ligne.

Exercise 1.29 Soient

1 -2 2 1 -1 =20
A = ,B = et M - 2 3 0
3 4 5 3
0 0 1
1) Caleuler AB, BA, A™', B!, (AB)™", (BA)™" .
2) Calculer 2M, M?, 2M — M?, en déduire M~ .
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