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Exercice 1. Calculer les dérivées partielles d’ordre trois pour les fonctions suivantes :
L floy) = e
2. f(z,y) = e"siny;
3. f(z,y) =yIn(z* + 1)
Solution
L f(z,y) =e™;
Il est claire que la fonction f est de classe C™ sur R2, donc les dérivées croisées d’ordre

deux sont égales ainsi que les dérivées croisées d’ordre trois.
Pour tout (z,y) € R?* on a :

Les dérivées d’ordre un sont :

af _ Ty . g — Ty
8$(x’y)_ye aay(xvy)_xe .

Les dérivées secondes sont :

82
(2.9) = y'e™ 81:(;; (,y) = €™ + pye™ =

’f
0x?

0% f (1) *f
Oyox Y75 Oy?

(z,y) = z%e™.

Les dérivées d’ordre trois sont :

a3f N ) T an 3,7y . agf _ 83f _ agf _
@(Ihy) =y, Tyg,(‘rhy) = xe aany(xay) - axayax(xvy) - 3y8x2 - (2+
*f f ’f

zy. —~ J — — — Ty
ry)ye ,aygax(ﬂﬁ,y) 8y8x8y<x’y) wayg(:ﬂ,y) (2 + yx)we™.

2. f(z,y) = €"siny;
La aussi, la fonction f est de classe C* sur R2,et donc les dérivées croisées d’ordre deux
et d’ordre trois sont égales.
Soit (z,y) € R?, on a :

Les dérivées d’ordre un sont :

g(m ) = €”sin a—f(x ) = € cos
al’ Y) = Y, ay Y) = Y.

Les dérivées secondes sont :

ﬁ(x ) = €”sin ﬁ(m ) = € cos —ﬁy—f(x ) = —e®sin
axQ Jy - y7 axay 7y - y_ ayax’ayg 7y - y

Les dérivées d’ordre trois sont :

O ) = e sing: 2L (2,4 = —e* cosy 2ol (29) = =L (zg) = 2 (24) = % cosy
Ox3 "oy " 0x20y Oxdyox "’ Oyox? "’

1



il (x,y) = i (x,y) = il (xz,y) = —e"sin
Oy20x Y= Oydxdy Y= Oxdy? Y= v

3. f(z,y) =yn(a® +1);
Le domaine de définition de f est R? et la fonction f est de classe C™ sur son domaine,
donc les dérivées croisées d’ordre deux et d’ordre trois sont égales.
Soit (z,y) € R?, on a :

Les premieres dérivées sont :

0
ai(x’y) =

Les dérivées secondes sont :

2zy 8l
2417 dy

(z,y) = In(z? + 1).

827]”( )_Zy(l—xQ). ('32]”( - 2z 82f( )827]”
o2 Y T (1+22)2 " 0xdy DY = ~ Oyox I’y’ayQ

Les dérivées d’ordre trois sont :

(z,y) = 0.

Bf day(32* —1) O°f OB f >?fr 0f 2(1 — 2?)

@(%9) T T+ 2P oy (z,y) = 0; M(w,y) - 0x0ydxr  Oyox? (z.9) = m;
P f (2.y) = P f (2.4) = >Pf
o0c" Y " dydwoy Y T Bady?

(xz,y) =0.

Exercice 2. Soit U un ouvert convexe dans R" et soit f : U — R une application différentiable
sur U.

1. Montrer que si pour tout x = (z1,22...2,) € U, Df(xz) = 0 (c’est a dire est une forme
linéaire nulle), alors f est une application constante sur U.

0
8xi

2. Montrer que si pour tout = (z1,...2,), |=—(z)| < k, alors f est k-lipschitzienne.

Solution

1. Par définition, f est une application constante sur 'ouvert U si pour tout z,y € U, f(x) =
f(y). Soit z,y € U, puisque U est un convexe et f est une application différentiable,
Jde €]z, y[ tels que f(z)— f(y) = Df(c)(x—y) = 0. Ceci implique que pour tout z,y € U,
f(z) = f(y). D’ou f est une application constante sur U.

2. Puisque U est un convexe et f est une application différentiable, alors pour tout z,y € U,
Je €]z, y[ tels que f(z) — f(y) = Df(c)(z —y) =

que : 5 5
| 160) = ) =] Sty 5@ = ) 1< Sl |5

kX" |z — ;). ce qui donne, pour tout z,y € U
|f(z) — f(y)| < kllz — y||;. Par conséquent, f est une application k — lipschitzienne.

A a—xz(c) (x; — ;). Ceci implique

)z —y)| < X ko — il =

Exercice 3. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange d’ordre 2 au voisinage de (0,0) de la fonction
f dans chaque cas :

L f(z,y) =e™;
2. f(z,y) = e"siny;
3. f(z,y) =yn(a? +1)



Remarque

Dans la formule de Taylor d’ordre p, on peut remplacer le reste R,(A, H) par o(|| H ||P) qui
signifie que le reste d’ordre p est négligeable par rapport a || H ||P.

Solution

Il est claire que les trois fonctions sont de classe C'*° sur leurs domaines de définition, donc
chacune admet la formule de Taylor d’ordre quelconque.

1. f(z,y) =e".
Par définition, la formule de Taylor d’ordre deux d’une fonction f au voisinage de (0, 0)
est

Df(0,0)(h, k;)(l) D(Q)f((), 0)(h, k)(2)

f(h k) = f(0,0) + T + 5 +o(||(h, k) |I)
On a 5 P
DW£(0,0)(h, k)M af(o 0)h + af(o 0)k = 0.
O*f > f D*f
2) (2) — 2 v
£(0,0)(h, k) 573 (0,0)h% + 2~ o (0,0)hk + 5 -(0,0)k?
D@ £(0,0)(h, k) = 0+ 2hk + 0 = 2hk.
Pf P f P f

3) 3 — 3 2 >
D®) f(6h, 0k)(h, k) -3 (0he, Ok)h® + 3 5 (0, 0k)h%k + 3 3702 (0h, 0k)hk? +

3
g ]; (0h, 0k)E> = 0°K3e 92’1’%3 + 3(2 4 02hk)0ke” M 4 3(2 4 02hk)0he? "% 4+ @3R3 MRS =

(h + k)e” " (2(0hk)® + 6 + 362hk) Ainsi
2
e = el + Sk + oll(h, k)?|| = 1 4 hk + 1/6((h + k)e"*(2(0hk)? + 6 + 30°hk)).

2. f(z,y) = €"siny.
La formule de Taylor d’ordre deux d’une fonction f au voisinage de (0,0) est

Df(0,0)(h, k)" D® f(0,0)(h, k)

f(h.k) = £(0,0) + g + 5 + o(]|(h. k) )
On a 5 P
DW£(0,0)(h, k)M af(o 0)h + af(o 0)k = k.
D@ £(0,0)(h, k)® = 2f(0 0)h? + 2 O (0,0)hk + ﬁ(o 0)k?

A 0> Oxdy y?

D@ £(0,0)(h, k) = 0+ 2hk + 0 = 2hk.
Ainsi

ehsink =0+ k + hk:+o||(h )2 = k + hk + o(|| (h, k) ]|?).

3. flz,y) =yIn(z* + 1)
La formule de Taylor pour cette fonction est kIn(h? + 1) = o(||(h, k)||?)

Exercice 4. On dit qu'une fonction f est harmonique sur un ouvert U C R" si f € C?(U) et
2

0
pour tout X = (z1,%2,...2,) € U, Yi<i<n 833];(:@,962 .. xy) = 0.

Montrer que la fonction f(x,y) = log(x? 4+ y?) est harmonique sur son domaine de définition.
Solution



Le domaine de définition de f est D; = R? — {(0,0)}.
Pour tout (z,y) € Dy, on a :

U e = 5 ot L) = 2
oY T2 Ty Y T 2y
Donc
0% f 2y — 22 O*f 202 — 21? 0% f 0% f —4ay

@(l”y) = ($2+y2>27 ayg (ZE,y) = (:L_Q_I_yg)g‘ et 0x8y(x’y> - 8y8x<x’y> - m

Il est claire que les dérivées

OPf O*f o0 f B o*f .
(9:102’ 3y 2( ,y) et 900y (x,y) = ayax(a:,y) sont continues sur Dy.
0% f o*f 2% — 222 222 — 2? B

@(:ﬁ,y) + a—yQ(I,y) = (xz + y2)2 + (mQ +y2)2

D’ou f est harmonique sur R? — {(0,0)}.
Exercice 5. Etudier Pexistence des extremums pour la fonction f dans les cas suivant :
L. f(o,y) =2 +y? — 2y +2;
2. f(z,y) = 4a* — xy + y? — 23,
3. flwyy,2) =2t +y* +32% —do — 4y — 2,
Solution
L f(r,y) =2+ 9> — 2y +2

La fonction f est un polyndéme donc elle est de classe C* sur R?
Les points critiques de f sont les solutions du systéme

O (2,y) = 20—y = 0
gjfé(:lc )=2y—x=0
gy T =2 —x=0.

Apres résolution, on trouve comme solution le point a = (0, 0).
2fOO—2't—a2fOO—2t—6)2]000— 1. Pui t—s?=4—-1=
82( ) ; a2( ) es-axay(,)——. uisque rt —s* =4 —1=

3>0etr=2>0, alors le point (0,0) est un minimum local strict.

Remarque. On montre que le point (0, 0) est un minimum globale. En effet, on a Va,y €

R, (x —y)? = 2® + y? — 22y > 0, donc (z — y)? > 2xy > zy. D’autre part, on a

V(z,y) e R% 2> +y* —zy = (x —y)* + 2y > 0 et donc f(z,y) =2 +y*> —a2y +2 > 2

pour tout (z,vy).

2. flz,y) =42° +y? —wy — 2°

La fonction f est un polyndme donc elle est de classe C™ sur R?
Les points critiques de f sont les solutions du systéme

3
dy

(z,y) = 8x —y — 32% = 0;

Y) =—x+2y=0.



5 5
Apres résolution, on trouve comme solution les points a = (0,0) et b = (5, Z)

Etude du point a = 0, 0)

0% f o*f

+5(,y) =8 — 6z, donc r = —(0,0) = 8;

o o

a2(353/)—2 donct—aQ(OO)—Qet

a2f( ) = —1, donc s 2f(OO) —1. Puisque rt —s2 =8x2—1=15>0et
ooy Y ’ = Ozdy S N B

r =8> 0, alors le point (0,0) est un minimum local strict.

Etude du point b = (5/2,5/4)

o f *f

5 (®,y) =8 — 6z, donc r = —5(0,0) =8 — 15 = —T7;

gzxf 2f82

a2(xy)—2donct—82(00)—2et

a2f(91:) —1, donc s = 2f(OO)——l Puisque 1t — s? = —7Tx2—-1=-15<0
Bzoy Y ’ T zay ) T - - ’

le point (5/2,5/4) n’est pas un extremum pour f il est donc un point selle.

Exercice 6. Soit f la fonction définie par f(z,y) = ¥ — y*
1. déterminer le domaine de définition de f;

2. Montrer qu’il existe deux intervalles ouverts I et J tel que 'ensemble

E={(x,y) e I xJ f(z,y) =0} (0.1)

soit le graphe d’une fonction ¢ de classe C! sur I et vérifiant ¢(1) = 1;
3. Donner le développement limité a I'ordre 1 de la fonction ¢ au voisinage de 1.
Solution.

1. déterminer le domaine de définition de f;
Le domaine de définition de f est Dy = R} x R7.

2. Montrer qu’il existe deux intervalles ouverts I et J tel que ’ensemble

E={(z,y) €I xJ f(z,y) =0}

soit le graphe d’une fonction ¢ de classe C! sur I et vérifiant ¢(1) = 1; Vérifions que
toutes les hypotheses du théoreme des fonctions implicites sont réunies :

0
On a f est de classe C? sur Dy qui est un ouvert et f(1,1) =0, af(x, y) = (Inz)z?¥—zy**
Y

donc (;Jy”(l’ 1) =—-1

Ainsi, d’apres le Théoreme des fonctions implicites : Il existe deux intervalles ouverts I,
J contenant respectivement les points x = 1 et y = 1, avec I x J C Dy, et une fonction

¢; I — J de classe C* tels que Vo € I, f(z,¢(x)) = 0 et ¢(1) = 1. Il en résulte que le
graphe de ¢ est

E={(z,y) € I x J,¢(z) =y} = {(z,y) = ¢(x) € [ x J, f(x,y) = 0}

3. Donner le développement limité a l'ordre 1 de la fonction ¢ au voisinage de 1.

D’apres le théoréeme des fonctions implicites, ¢'(1) = —g(l 1)/ gf( :

oz
1. Dot ¢(x) = ¢(1) + () +oxz—1)=1+z—140(r—1)=x+o0(x—1).

1).Ona gi(l, 1) =




Exercice 7. Une firme aéronautique fabrique des avions qu’elle vend sur deux marchés étran-
gers. Soit ¢; le nombre d’avions vendus sur le premier marché et ¢y le nombre d’avions vendus
sur le deuxiéme marché. Les fonctions de demande dans les deux marchés respectifs sont :

*p1 = 60 — 2¢;

*p2 = 80 — 4¢z

p1 et pg sont les deux prix de vente. La fonction de cotit total de la firme est :

C = 50 4 40q, ou q est le nombre total d’avions produits.
Trouver le nombre d’avions que la firme doit vendre sur chaque marché pour maximiser son
bénéfice.



