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Corrigé de l'exercicel. I- On a le systeme linéaire (S) suivant :

—2x+y — z=0

3x—y+3z=1
(S){
—2x+y—-2z=1

a. La matrice des coefficients A et la matrice augmentée 4 :

3 -1 3\ (3 -1 3
A=|-2 1 -1);A=(-2 1 -1

-2 1 -2 -2 1 -2

1

O)

1
X 1

En posant X = <y> et b= (0) alors I'écriture matricielle du systeme (S) est donnée par :

z 1
3 -1 3\, 1
AX=b S| -2 1 -1 <y> =(0
-2 1 -2/ \z 1

1 -1 2
II- Onala matrice B = (2 0 3) :

0 1 -1
a. Vérification que AB =1;:Ona

3 -1 3 1 -1 2 €11 C12 (13
AB = (—2 1 —1) (2 0 3) = <C21 C22 Cz3)
-2 1 =2/ \0 1 -1 C31 C32 C33

Avec les c;; sont donnés par :

b. L'écriture matricielle du systéeme (S) :

1

ci1=LxC;=3B =1 3) 2) =W+ -DRQ+B)0)=3-2+0=1

0

=B)D+DO)+B)(D)=-34+0+3=0

-1
<C12=L1XC2=(3 -1 3)( 0
1
2
ca=L XxCs=(3 -1 3)( 3

) =3)2)+(-DB)+B)(-1)=6-3-3=0
\
=Ly xC=(=2 1 —1) )

c3=L xC3=(-2 1 -1) ==2)2)+1V)B)+(D(-1)=-4+3+1=0

-1
1€ =L, xC=(-2 1 —1)( 0) =-2)-D+DO)+(-1DAQ)=2+0-1=1
1
2
2
1

\
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1
=Ly XC=(-2 1 —-2) (z) = (=2)(1) + (D) + (-2)(0) = -2 +2+0=0
0

-1
1€ =Lz XC=(-2 1 —2)( 0) ==2)-D+@DO)+(-2)(1)=2+0-2=0
1

2
Ca3 =Ly X C3 = (=2 1 —z)( 3) =(=2)Q)+ D@ +(-2)(-1)=-4+3+2=1
\ -1

(OU L; représente la i*™ ligne de la matrice 4 et C; la j*™ colonne de la matrice B)

3 -1 3\ /1 -1 2 1 0 0
AB =| -2 1 1|2 0 31=10 1 O
-2 1 -2/\0 1 -1 0 0 1

Et comme conclusion, on dit A est inversible et son inverse A~ = B.

Ainsi :

En d'autre terme : AB =I5

b. La solution du systéme par la matrice inverse :

1 -1 2\ /1 3
Ona AX = b et A une matrice inversible, alors X = A~b. Donc, X = (2 0 3) (0) = ( 5).
0 1 -1/ \1 -1

ITI. La résolution du systéme par les deux méthodes :

a. Vérification si le systéeme est de Cramer :

Comme la matrice A est inversible (d'apres ce qui précede), le systéme (S) est de Cramer.

b. La résolution du systéme par Cramer :

X
Comme le systéme est de Cramer, il admet une unique solution X = <y> dont les composantes sont
z
données par les formules de Cramer :
1 -1 3 3 1 3 3 -1 1
0 1 -1 -2 0 -1 -2 1 0
_ detAx I 1 -2 _ 3y = detAy _ 2 1 =2 detA, -2 1 1 1
YT deta T3 -1 3] 7T deta [ 3 -1 3] T deta |3 -1 3|
-2 1 -1 -2 1 -1 -2 1 -1
-2 1 -2 -2 1 -2 -2 1 -2

Ou, et en utilisant la méthode de Sarrus, les déterminants :

3 -1 3] 3 -1
detA=|-2 1 -1{-2 1|=C)M(=2)+=D(ED(=2)+BG)(=2D M- (=2 (MB3) = (M(=D(B)
-2 1 =21-2 1

—(-2)(-2)(-1)=—-6-2—-6+6+3+4=—1.
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1 -1 311 -1
detd, =10 1 -1/0 1[{=DOOCE2)+CEDEDM + GO - (MHME) — MHED)
1 1 =211 1
-(-2)(0)(-)=-2414+0-3+1-0=-3.
3 1 3] 3 1
detd, =|[-2 0 —-1|-2 0]|=B)O)(=2)+ DD (=2)+B)(=2)()H—2(0)(3) - (D(-D(3)
-2 1 =21-2 1
—(-2)(-2)(1)=0+2-6-0+3—4= -5,
3 -1 1] 3 -1
detd, =|-2 1 0[-2 1]1=C)MD)+ (—DO)(-2)+ (D(=2)(D-2(1)(1) — (1(O)(3)
-2 1 11-2 1

—(D)(=2)(-1)=3+0-2-2-0+2=1.

3
Et par conséquent, X = ( 5).
-1

c. La résolution du systéme par la méthode d'élimination de Gauss :

L'échelonnement de la matrice augmentée A nous donne :

i 3 -1 311 L2<—L2+<§>L1 0 13 1

_ W N
Il
S,
3]

-2 1 -2 0= 0 0 -1

W kW

(1)> Ly Ls+ (—) L, \0

3

Le systéme échelonnée (S,) associé a la matrice augmentée échelonnée 4, se définit :

Le systeme admet une seule solution (hombre de variables = nombre d'équations dans le systeme (S.)).
La résolution de (S,) nous donne :

3x—i/+32=§ 3x—i/+3z=; 3x—y1+3(—1)=12 3x—y=4 3x—5=4
(Se) —y4z=== —y+z=2 = yH(ED ==y y=5 =) y=5
3 3 3 3 3 3 z=—1 z=-1
—z=1 z=-1 z=-1
X =
:>{y=5
z=-1

3
Finalement I'unique solution du systeme (S) est: X = ( 5).
—1
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Corrigé de |'exercice2. La résolution du systeme par la méthode d'élimination de Gauss :

Le Premier Systéme :

x1+ Xy +2.X3+2.X4=1
le‘l'zxz +.X3 +x4 :5

(S) 3x1+3x2+3x3+3x4:6
x1 + xz_xg_x4:4
La matrice augmentée :
1 1 2 211
i-[(22 1 15
3 3 3 3|6
1 1 -1 -114
L'échelonnement de la matrice augmentée :
11 2 210\p L +(-L /1 1 2 2p1 11 2 211
i-(22 1 15 L2<_L2+E_3§Ll 0 0 -3 =3[3|Ls—Ls+(Dlf0 0 -3 -3[3|_;
3 3 3 36L3 L3 o 0 -3 -3[3)L,—L,+(-1DL,{0 0 0 0]0 e
11 -1 —1l/la— L+ (Dli\y o _3 _3l3 o0 o olo

Le systéme échelonnée (S,) associé a la matrice augmentée échelonnée 4, :

X1+ xp; + ZX3+2X'4=1
—3X3—3X4_=3

s}

Le systeme (S) admet une infinité de solutions (nombre d'équations < nombre de variables dans (S,)).

La résolution de (S,) :

(Se){x1+ x, + 2x3+2x4=1:>{x1+ x, + 2x3+2x4=1:>{x1+ Xy + 2x3+2x,=1

—3X3—3.X'4 =3 —BX3 :3+3X4 X3 = —1—X4

:>{x1+ xy + 2(—1—x4)+2x4=1=>{x1+ X, + —2—2x4+2x4=1:>{x1=3—x2
X3:—1_X4 X3:—1—X4 X3:—1—X4

Finalement les solutions du systéme (S) sont :

Le Deuxieme Systéme :

2x —3y+5z=4

x—y +2z=4
s X +z=6
3x+2y —z=1

La matrice augmentée :
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L'échelonnement de la matrice augmentée :

A=l 0 tfe), (0 1 -1 2 )bkt 0 1 —1] 2
2 -3 5|4 L3<_L3+(_3)L1 0 -1 1|—4 |L,— L +(=5)L,{0 0 0f-2
3 2 —1l1/ " 1\ 5 -71-11 0 5 -7l-11

A la troisieme ligne de cette derniere matrice correspond I'équation : 0 = —2. Ce qui est absurde.
Et par conséquent le systéme (S’) n'admet pas de solutions.

Corrigé de l'exercice supplémentaire. La résolution du systéme par la méthode de Gauss :

Le Premier Systéme :

—x1+2x2—x3 =1
2x1 + 3X3 =-2

4
1)
-2

x1 +xZ+2.X3:4'
(a){

La matrice augmentée :

/11 2
A=<—1 2 -1

2 0 3
L'échelonnement de la matrice augmentée :
1 1 2 4
1 1 2| 4 1 1 2 4
~ L L,+ (1)L 2 -
A=<—1 2 -1 1>L2:L2+((_2))L1 (0 3 1 5>L3<—L3+<§)L2 0 3 11 250 =4,
2 0 31-2/73 3 1\o -2 -1l-10 0 O _5_?

Le systéme échelonnée (S,) associé a la matrice augmentée échelonnée 4, :

xX+y+2z=4
3y+z=5
BEEAEY

Le systeme (a) admet une seule solution (nombre de variables = nombre d'équations dans (S,)).

La résolution de (S,) :

x+y+2z=4
3y+z=5 x+y+2z=4 (x+y+2Q20)=4 (x+y=-36 (x+y=-36
——z=—— z=20 z =20 z =20 z =20
3 3
x—5=-36 x =-31
z=20 z =20

-31
Finalement I'unique solution du systéme (a) est: X = ( -5 )
20
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Le Deuxieme Systéme :

x+3y—-z=1
(b)[ 3x —y +z=0
—2x+y—-3z=1

/1 3 -1t
A= 3 -1 10
- 1

1 1 3 -1 1

2 1 -3
Lol 7L0—10 41-31_;
=3 |Ls < Ly +{15) L2 11| 9 |=4e
3 0 0 ——| =

La matrice augmentée :

L'échelonnement de la matrice augmentée :

13 -1t 1 3 -1
A:( 3 -1 1 >L29L2+(_3)Ll<

0 0 —10 4
2 1 —3lt) Lelst@Li\g 5 g

Le systéme échelonnée (S,) associé a la matrice augmentée échelonnée 4, :

x+3y —z=1

—10y +4z=-3
BT

Le systeme (b) admet une seule solution (nombre de variables = nombre d'équations dans (S,)).

La résolution de (S,) :

x+3y-z=1 x+3y-z=1 4 22
—10y +4z =-3 —10y +4z=-3 9
() S e = —10y+4<—§)=_3
57710 22 | )
\ 22
b3yt =1 (x43y=1—— b3y = (13 =23
X TagT | YT T T XT =5 1T E
= 1oy -8 _ 3=>{ 10y = 3+18=>{ 10y = 15=>{ _3
T = 11 T Y =22
9 I 9 l 9 9
L T \  z=73; =70 \ 72=~2;
+3(3)_13 13 13 9 4
x 22) 22 22 22 22 22 22
= { _3 = _3 = _3 = _3
Y =22 Y= Y =22 Y=
9 9 9 9
) Y Y Y
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Le Troisieme Systéme :

2y+z+2t —w=0
y +t —w=0

()9 4x + 6y + 72+ 4t — 3w =0
2x + 2y +t —w=0
La matrice augmentée :
0 2 1 2 -110
A= 01 0 1 -1]0
4 6 1 4 -=-3]|0
2 2 0 1 -110
L'échelonnement de la matrice augmentée :
0 2 1 2 -—-110 4 6 1 4 -3)0 1
< (0 1 0 1 -1]0 01 0 1 -110 -
A=l4 6 1 4 3o/l 2 1 2 1o L4‘_L4+( z)Ll
2 2 0 1 -110 2 2 0 1 -110
4 6 1 4 -3 10 4 6 1 4 -3 10
0 1 0 1 -1 [0|Ls—Ls+(-2)L,{0 1 o 1 -1 |0 (1)
0o 2 1 2 -1 0| e—L+@,l0o0 1 0 1 |o]keTltg)ls
0o -1 —-1/2 -1 1/2lp o 0o —-1/2 0 -—-1/21p
4 6 1 4 -30
01 01 -1[0)_5
0 0 1 0 110 e
0 0 0 O 010

Le systéme échelonnée (S,) associé a la matrice augmentée échelonnée 4, :

4x+6y+z+4t—-3w =0
(Se){ y +t —w=0
z + w=0

Le systéme (C) admet une infinité de solutions (nombre d'équations < nombre de variables dans (S,)).

La résolution de (S.):

(Se) y +t —w=0= y +t —w=0= y +t —w=0
z + w=0 zZ=—-w z =—
4x+6y—w+4t—-3w =0 {4x+6(—t+w)—w+4t—3w=0
=

dx+6y+z+4t—-3w=0 {4x+6y+z+4t—3w=0 {4x+6y—w+4t—3w=0

= y=—-t+w y=—-t+w
zZ =—w zZ =—w

ax—2t+2w=0 (x=i(—w)

= y=—-t+w = 2

z =—

y=—-t+w
zZ =—-w

Finalement les solutions du systéme (c) sont :
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x (1/2)(B — a)

y\ / -+ «a

z | =| —a |;a, B €R.
t

VAR

R

<



