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hapitr |. Introduction aux systémes asservis

| I ntroduction aux systemes asser vis

|.1 Notion de systeme

Un systéme est un ensemble d’ éléments liés entre eux dans e but de réaliser une téache
donnée. Ce dispositif soumis aux lois physiques est caractérisé par des grandeurs de types:
entrées et sorties. Les entrées sont des grandeurs de commande du systéme ou encore des
signaux de parasites appel és perturbations. Les sorties caractérisent |’ état du systeme.

Exemple 1 : Four acombustible

Entrée de commande : débit de combustible, Entrée de perturbation : déperdition de
chaleur, Sortie : température al’intérieur du four.

Figurel.l: Four acombustible

Exemple 2 : Circuit RC

e(t)— c_—__ [s(¥)

Figurel.2: Circuit RC

La tension e(t) représente le signal d’ entrée et la tension s(t) aux bornes du condensateur C
représente le signal de sorite. Lareation entre le signal e(t) et le signal de sortie s(t) peut étre
décrite par I’ équation différentielle suivante :

ds(t)

e(t) =RCT+S(t) (LD
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|. Introduction aux systémes asservis

Lafigure I.3 montre lareprésentation d' un systeme a plusieurs entrées et sorties.

— —

entrées Systéme

[EEENEN X I sorties
dynamique

— —

Figurel.3: Systeme Dynamique

Les entrées et les sorties sont en générale multiples (systemes multi-variable ou en
anglais systeme MIMO, Multi Inputs Multi Outputs). Lorsqu’il n'y a qu'une entrée de
commande et une sortie, le systeme est dit mono-variable ou en anglais systeme SISO (Single
input single output). Dans ce qui suit nous allons considérer uniquement les systemes mono-
variables.

[.1.1 Naturedessignaux d’entrée

Les signaux dentrée sont des fonctions du temps. lls seront dits aléatoires ou
déterministes selon que le hasard intervient ou non dans leur génération. On s’ intéressera dans
la suite qu’ aux signaux déterministes causaux, ¢’ est-a-dire nuls pout t<O.

Les signaux les plus utilisés dans I’ étude des systeémes asservis sont :

A 1 1f-------
0 t> 0 t> 0 1 t>
Impulsion de Dirac Echelon unité de Heaviside Rampe (échelon de vitesse)

Figurel.4: Signaux d’ entrée les plus utilisés en Automatique

|.2 Systeme automatique

Un « systéme automatique » est un systéme capable d’ effectuer une ou plusieurs opérations
sans|’intervention de |’ homme.

Exemples:

e Machines alaver automatique;
e Pilotage automatique d’ avion.

L es systemes automatiques permettent de :

- Rédiser les opérations trop complexes pénibles ou délicates et ne pouvant étre
confiées al” homme.

- Substituer la machine a I’homme dans les opérations trop répétitives ou dénuées
d intérét.
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|. Introduction aux systémes asservis

Notons que ces systemes copient le plus souvent le comportement de I’homme dans les trois
phases essentielles de son travail :

1%® phase : observation ;

2 phase : réflexion ;
3% phase : action.
Puis retour ala premiere phase.
Exemple:
Remplir une cuve a une hauteur donnée d’ eau

Lestrois phases sont alors :

- Observation du niveau d' eau actuel danslacuve
- Comparaison avec le niveau souhaité
- Action sur lerobinet (ouverture, fermeture)

Puisretour alaphase d’ observation.

Ceretour constitue I’ une des notions fondamentales de I’ automatique. On dit encore que |’on
réalise un bouclage (feedback en anglais).

|.2.1 Définition du bouclage

Un bouclage apparait chaque fois qu’an cours d' une opération, un systéme prend en
compte de I’ observation et de son état pour le modifier.

Exemple de systémes bouclés :

- Bicyclettetcycliste rédlisant |'opération de conduite sur route (systéme non
automatique)
- Régulation de latempérature d’ un fer arepasser (systéme automatique).

|.3 Régulations et asser vissements
Parmi les systemes automatiques on distingue :

- Les systémes programmes et sequentiels ou |’ automatisation porte sur un nombre
fini d’ opérations prédéterminées dans leur déroulement.
Exemples: machine alaver, ascenseur, etc.

- Les systemes asservis, ou tous les cas possibles n'éant pas prévisibles, le
déroulement d’ une opération ne peut étre connu al’ avance (présence de perturbations,
..., €tC). Les systemes asservis sont nécessai rement boucl és.
Exemple : Antenne de radar asservie ala poursuite d’ un avion.

Parmi les systemes asservis on distingue : Les régulations et | es asservissements
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|. Introduction aux systémes asservis

1.3.1 Régulation

On parle de régulation, lorsque la tache a réaliser consiste a maintenir une ou plusieurs
grandeurs physiques a des valeurs fixes.

Exemples: Régulation de température d’un four.
Régulation delavitesse d’ un moteur é ectrique.

1.3.2 Asservissements lorsque la téche aréaliser consiste a suivre une loi non fixée al’ avance
aune ou plusieurs grandeurs physiques.

Exemple : Direction asservie d un engin
|.4 Structured’un systéme asservi

Un systéme asservi est un systeme bouclé.
Lastructure générale est alors la suivante :

Information Effet de
concernant ma , . . |’action
acheg——> Réflexion p| Action - »
effectuée A
Observations
Figurel.5: Structure d’ un systéme asservi
Exemple:

Régulation automatique du niveau d’ eau dans une cuve afuite.

L’ ouverture ou lafermeture de la vanne est commandée par |a position relative du flotteur.

~ Flotteur
Vanne

Figurel.6: Exemple derégulation
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|. Introduction aux systémes asservis

L e fonctionnement de cette régulation peut étre décrit par e schéma général ci-dessous :

Comparaison

Entrée Chaine directe Sortie

»
»

(Ou d' action)

Chaine de retour

(Ou d’ observation)

Figurel.7 : Schémabloc d’un systeme bouclé

L’ entrée représente le niveau d’ eau désiré. La sortie est le niveau d’ eau réel. L’ action se fait
apres comparaison des deux niveaux, déesiré et réel.

On représente habituellement ce schéma appelé schéma fonctionnel ou schéma bloc de la
maniere suivante :

Correcteur Actionneur Systéme Sortie

dynamique —

A 4
A

Capteur

Figurel.8: Schémabloc détaillé d’ un systéme bouclé

1. Lecorrecteur ¢labore I’ordre de commande a partir du signal d’erreur € : c’est [’organe
“intelligent’”.

2. L’actionneur ou organe d'action apporte en généa, la puissance nécessaire a la
réalisation de latache: c’est I’ organe de puissance.

3. Le systeme dynamique évolue selon I’action suivant des lois physiques qui lui sont
propres. La sortie est, en genérale, une grandeur de sortie physique qui caractérise la téche
areéaliser. De plus cette sortie peut fluctuer en fonctions des perturbations extérieures, en
général, imprévisible.

Ex : four dont la température est fonction de la consommation en combustible et de
déperdition de chaleur.

4. Le capteur délivre a partir de la sortie une grandeur caractérisant I’observation. La
principale qualité est la précision dont dépendra la précision du systéme globale.
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|. Introduction aux systémes asservis

Remarque: le signal & (écart ou erreur) caractérise la qualit¢ de fonctionnement d’un
systeme asservi. On vise a obtenir un écart nul ou faible.

|.5. Conceptsutilesal’ étude des systemes dynamique

Dans I'analyse des systémes asservis, nous distinguerons |'aspect statique et |’ aspect
dynamique:

a) L’aspect statique concerne |’ étude des systémes asservis en régulation (entrée fixe).
On définit I’erreur statiqgue comme la différence entre la tache demandée et 1a téche
réalisée.

Au cours de la synthése des systemes asservis, on s efforcera d’annuler cette erreur
statique.

b) L’aspect dynamique, essentiel en automatique, s éudie par les notions de précision
dynamique, de rapidité et de stabilité.

b.1) La précision dynamique est caractérisée par I’ erreur avec laguelle la sortie suit la loi
d’ entrée imposee au systéme

ett) + &(t) s(t)

> (e

Y

Figurel.9: Précision dynamique

b.2) La rapidité est caractérisée par le temps que met le systéme a réagir a une variation
brusque de la grandeur d'entrée (temps de réponse!!). Cette notion est fortement liée a la
précision dynamique (plus un systeme est rapide plusil est précis).

I Ni

Systeme lent Systeme rapid

t t

Y

Figurel.10 : Rapidité

b.2) La stabilité: la présence d'un bouclage risque d'introduire une divergence ou une
oscillation de la sortie. Ce comportement est intolérable pour un systeme asservi. On s efforce
au cours de la synthése d’ éviter ce risgue en définissant une *‘marge’’ de stabilité.
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|. Introduction aux systémes asservis

Exemple : Un systéme asservi présentant une marge de stabilité suffisante sera caractérise par
une réponse, a une variation brusque d’ entrée (réponse indicielle), convenablement amortie.

Cestrois aspects dynamiques sont étroitement liés.

On cherche a rendre compatible la rapidité ou précision et un bon amortissement au cours de
la synthese des correcteurs.

Systéme stable marge
insuffisante

lE

15
Systéme instable
1 .....................
: Y~
05 ................. KRR
\ Systéme stable marge
0 : suffisante
0 5 10

Figurel.11 : Stabilité
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Chapitre . Transformée de Laplace

I Transformée de L aplace

1.1 Transforméede L aplace

Sait f(t) une fonction nulle pout t<0. On appelle transformée de Laplace de f(t) (s elle existe),
lafonction de lavariable complexe p définie:

F(p) = f+oof(t).e‘pt dt (L 1)
0
p=0+jw
On note : f(t)—TL—> F(p) ouauss F(p)=TL{f(t)}.
Origind Image

11.1.1 Condition suffisante d’ existence

Fpexiseen p=c+jo s [ If(O)].e"*dt exisedou:

Si f(t) est bornée danstout intervalefini etsipourt >t, >0 ona
If ()] < A.e¥t A>0, k réd

alors F(p) existe pour ¢ = Re(p) > k

On démontre qu’il existe un nombre g, tel que I'intégrale soit absolument convergente pour
o > 0, €t nele soit pas pour g < g.

Cenombre g, S appelle |’ abscisse de convergence absol ue ou abscisse de sommabilité.

11.1.2 Exemple:

_ f(t)=u(t) : échelon unité de Heaviside: u(t)={(1) i;g (IL.2)

~Y

Figurell.l: échelon

F(p)=TL{f(t)}
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[l. Transformée de Laplace

oo 1 1
F(p) = J e Ptdt = [——e—Pf] =0-— (— —) =—
0 p 0 p p
- £(®) = sin (wot)
+00 +oo ,(jwo—p)t _ p=(jwo+p)t
F(p) = f sin(wyt).e Pt dt = f - dt
0 0 2j

1 e(fwo—P)t e—(fw0+P)t too

=—|= + —

2j|[(Jwo—p)  (jwo +p) 0

) = 1[ 1 1 ]_ Wy
PP =2 —jwy  +jwnl ~ p?+w?

[1.2 Propriétésdetransforméede Laplace

F(p)

F(

1. Linéarité
F(p) = TL{f ()} B
() = TL{g ()} — THASO +1ng(D} = AF(p) + 1.6 (I.3)

2. Dérivation temporelle

F(p) =TL{f (O} = TL{f' (1)} = p-F(p) — £(0) (11.4)
Plus généralement
TL{f ™0} = p"F (p) = p"f(0) = p"*f'(0) = - = f*7D(0) (IL5)
3. Intégration par rapport au temps
_ ' _F®)
F(p) = TL{f(t)} = TL f £(8)do; = — (11.6)
0

4. Théoremesdelavaleur finaleet delavaleur initiale

tlirp f(t) = limop. F(p), Silalimite éxiste (IL.7)
—+00 p—
limf(t) = lim p.F(p) (IL.8)
t—0 p—+0o0

5. Trangation (&> 0)

F(p) =TL{f ()} = TL{e™™f()} = F(p + @) (I1.9)
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[l. Transformée de Laplace

6. Théorémedu retard
Soit f(t) =0 pour t< 0 (fonction causale)

F(p) =TL{f ()} > TL{f(t — 1)} = e "PF(p) (IL. 10)
sty s(t)y
Fonction ! 'etard:
retardée . :
" |
|
N\
[0 NG NG
L 't 1 L+T

Figurell.2: Fonction causale retardée de ¢

7. Changement d’échelle destemps (a> 0)
F(p) = TL{f(£)} = TL {f(g)} — a.F(a.p) (1L 11)

8. Dérivation par rapport ap

dF (p)

F(p) = TL{f ()} = TL{-tf(t)} = N (I1.12)
Et plus généralement
d"F(p)
TL{(-O"f(O)} = — (IL.13)
p
9. Transforméede Laplaced un produit de convolution
Définition : le produit de convolution de deux fonction f et g est :
+00

YO =f©+9®= | f@.gl-ndr (1.14)

Soit :
F(p) = TL{f(t)} et G(p) = TL{g(t)}
Alors Y(p) = TL{f(t) * g(©)} = F(p).G(p) (IL.15)

I1.3 Transformée de Laplaceinverse

Pour retrouver I'originale d’ une fonction F(p) donnée, on décompose cette fonction
(en général, une fraction rationnelle en p) en ééments simples dont en prendral’ original dans
latable de transformation.

Exemple

1
@+2)(+3)

f(©) = TLHF(p)} = L7HF (p)}

Cours LAA311 Enseignant : 0. GUENOUNOU 10
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[l. Transformée de Laplace

1 1
F(p) = p+2 p+3
B 1 B 1
FO =T - ]
f(t) = exp(—2t) + exp(—3t) t>0

Question : comment décomposer en genéral une fonction F(p) !!!!
11.3.1. Méthode de décomposition

Soit une fonction F(p) delaforme:

N()

F(p) = —=

® =7 o)
Chacune des valeurs de p qui annule soit le numérateur, soit le dénominateur, s appelle une
racine. Chacune des valeurs de p qui annule le numérateur est appelée un zéro. Chacune des

valeurs de p qui annule le dénominateur est appelée un pole.

L’idée consiste aors a mettre |’expression du dénominateur sous forme d'un produit de
facteurs ou apparait chacune desracines:

D)=@-p)®-p2) .. (0 — D) . (P — 1)

Ceci permettra de décomposer F(p) sous la forme d’ une somme de fractions simples. Dans
tous les cas qui vont suivre nous considérerons que N(p) est d’ordre polynomial inférieur a
D(p). S ce nest pas le cas, il faudra d abord extraire la partie entiére par division
polynomiae. Puis traiter uniguement la partie fractionnaire.

Exemple:

p3-3p2+3p-1

9 23p%-31p+12
F(p)=p*+5p+12 + "

partiéentiére partle fractionnaire
Cas 1 : tousles pbles px sont des racines simples (distinctes) :

Dans ce cas |laforme décomposée de F(p) sera:

N@) __ A A A
@D G-pPO- -1 G-p) -0 -

F(p) = (11.16)

Chaqgue coefficient Ax est obtenu par :
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[l. Transformée de Laplace

N e L S R e T R TS AR T

Ay = lim(p — p) F(p)
PPk

et la solution dans le domaine temporel est :
f(&) = Ay exp(pit) + Az exp(pyt) + -+ +A, exp(pit) + -+ +A, exp(pnt)
Exemple:

Soit atrouver la solution dans le domaine temporel de:

p+1
Y(P) = ———5——
®) p® +p?—6p

1) Mettre le dénominateur sous forme de produit :

p+1 _ p+1
p2+p?—6p pp—-2)p+3)

Y(p) =

2) Mettre F(p) sous laforme d’une somme de fractions partielles :

p+1 _A1+ A, s As
pp—-2)p+3) p p—2 p+3

Y(p) =

3) Caculedelavaeur de chague coefficient :

Ay = limp Y (p) = I ptl !
= lim = lim =—=
L T T R - +3) 6
4, = lim(p — 2) Y(p) = lim P~ = 4>
2 = lmp p lmp(p+3) 10

_ p+1 2

A; = llm (p+3) Y(p) = hm 3o = 2) 1

4) Exprimer lasolution en p:
p+1 11 3 1 2 1

Y = =___ -
2 p(p —2)(p + 3) 6p 10p—2 15p+3

5) Exprimer la solution dans |e domaine temporel :

o - 1,3 5 2
yO =-gte ~5e

pour t>0 (anepasoublier)

Cas2: il existe un pdle px qui est une racine de multiplicité m:

Cest adireque:

N(p) Ay A; A; Ay

Cours LAA311 Enseignant : 0. GUENOUNOU
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[l. Transformée de Laplace

Chaqgue coefficient A; est obtenu par :
1 m—i

= li .
(m —i)! pop dpm-t

A; (» — o)™ F(p) (IL19)

Exemple:

Soit atrouver la solution dans le domaine temporel de:

3 2
p° —4p° +4
Y(p) ==
pl(p—2)(p—-1)
p3 —4p% + 4 A, A, B C

Vo) = 26D 7 9 0D G-D

La détermination des coefficients va donner le résultat suivant :

= ) = I
1. d d[p3—4p*+4
A= 1_1;1‘:’5 lp*Y (@) = lim 2 lé'i - 2)20 =y
B = g)igg(p —2)Y(p) = yg;%—p_zr = —
C = Li_r)r}(p -1DY(p) = Li_r)r}%—pj; =-1
p3—4p>+4 3 2 1 1

V() = b

La solution dans le domaine temporel est alors:

f(t) =3+ 2t —exp(2t) —exp(t), t>0

I1.4. SystémesLinéaires Continuset Invariants
a) Systéme continu

Un systeme est dit continu, par opposition a un systeme discret, lorsque les grandeurs
physiques le caractérisant délivrent une information a tout instant. La plupart des systémes
physiques sont continus.

b) Systémelinéaire

Un systéme est dit linéaire s'il répond au principe de superposition.
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[l. Transformée de Laplace

[S3] S1
—> >
7\,].6]“‘7\2.62 7\].5]‘*’7\2.52
# N L
(S) S2
—> >

Figurell.3: lllustration du principe de superposition

c) Systémeinvariant

Un systéme est dit invariant s'il obéit alaloi suivante:

e(t) s(t) e(t1) s(t-1)

— > — -

Figurell.4 : Systéme invariant
Un systéme qui ne vieillit pas est invariant !!!.

1.4 Représentation des systémes linéaires continus et invariants

I1.4.1 Représentation par équation différentielle et fonction detransfert

e(t) s(t)

—

On représente classiquement |’évolution d’'un systéme dynamique par une équation

différentielle a coefficients constants liant les gradeurs d entrée-sortie.

d"s(t) d™" 1s(t) d™e(t) d™ le(t)
g+ o1 g 0 QoS0 = b g by g

+ -+ bge(t)
Lareéalisabilité physiqueimpose d’avoir m < n. n est appelél’ ordre du systéme.
Partant de conditions initiales nulles (systéme au repos a I’ origine), par transformée de

Laplace, I’ équation ci-dessus devient :

anp™S(P) + an_1p"'S@) + -+ agS(P) = byp™E®) + byy_1p™ TE(p) + -+ + boE(p)
Soit encore:

S®)  bpp™ + by p™ o+ by
E(p) a app™ + anp™t+ -+ ag a

H(p) (11. 20)
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[l. Transformée de Laplace

H(p) est la fonction de transfert du systéme (transmittance), elle s exprime par le rapport de

deux polynémes en p construit a partir des coefficients de I’ équation différentielle.

E(Fgr?lrées ) Systéme L Sso(ng)
dynamique

H(p)

111.4.2 Représentation par réponse impulsionnele

6(t) oides | Syteme h(t)

! > sorfies
A dynamique

Y

-Chague systéme est caractérisé par une réponse impulsionnelle h(t) qui est la réponse du
systéme al’impulsion.

-L’expression de la sortie s(t) correspondante a une entrée e(t) s écrit :
t
s(t) = f e(@)h(t —0)do = e(t) * h(t)
0
On peut écrire aussi :
t
s(t) = f h(8)e(t —0)dO = h(t) = e(t)
0
Relation entre la fonction de transfert et la réponse impulsionnelle
Nous avons:
t
s(t) = f e(O)A(t — 0)dO = e(t) * h(¢)
0

Nous avons:
Par transformée de Laplace, on obtient :
S(p) = E(p).TL{h(8)}

3) _ TL{R(t)} = H(p) (I1.21)

E(p)

Cours LAA311 Enseignant : 0. GUENOUNOU 15



[l. Transformée de Laplace

Note:

La fonction de transfert H(p) d’un systéme est la transformée de Laplace de sa réponse
impulsionnelle h(t).

Exercices sur le chapitre 2

Exercice N°01

Quelles sont les transformeées de Laplace des signaux suivants :

A
4 1 1|------; 1
0 t 0 t 0 1t - D t
Impulsion de Dirac fonction Echelon fonction Rampe .
A A A fonction Signe
A T T
o T t 0 T T Tt 0 T 2T Tt
Porte causale Toit causal
s(t)
1L
| |
I I
| |
| |
| |
L L
0 2 5 6 t

Exercice N°02

Trouver les transformées de Laplace des fonctions suivantes ( al’ aide de latable).
f, (t):(t2+3t—4)u(t) , L=t exp(-t), fy(t)=sin@),  f,(t)=cost)

fo (t)=sin(2t) exp(+t) , fq(t)=cos(t) exp(3t), f;(t)= (cos(t) * cos(3t)) exp(3t).

Exercice N°03
Donner |atransformée de Laplace d’ une fonction bornée (0, 7 ) et périodique (0,T)
pour t> 0 (onconsidere T > 7).

Cours LAA311 Enseignant : 0. GUENOUNOU 16



[l. Transformée de Laplace

} )

0 TT 21 "t
Fonction Périodique

- Utiliser le résultat obtenu pour trouver les transformées de Laplace de fonctions
périodiques suivantes :
A

A

~Y

~Y
o
G R ——

0 T/2 T 3T/2 2T 5 10

Onde Carrée Onde Triangulaire

Exercice N°04

Retrouver les originales des fonctions rationnelles en p suivantes

p+1 P 6p° P 3
Flp)=—P"" | Flp)=——P  F(p)= . Flp)=——P o
R S e e R (R (Y1 X A PRy
Exercice N°05
Soit un systéme de 2°™ ordre régi par I’ équation différentielle suivante ;

ae y(t) +a y(t)+aoy(t)=to e(t) .
1. Donner lafonction de transfert (Y (p)/E(p)) du systeme dans le cas ou le systéme part
du repos.
2. Donner larelation qui lie Y (p) et E(p) le cas ou le systeme ne partant pas du repos.
Application :
£ y(t)+5y(t) +6y(t) =sin(2t)
y(0)=-2 €t y(0)=-1
+y(t)+ y(t) - 6y(t) =12t + 20
y(0)=0 €t y(0)=0
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[l. Transformée de Laplace

Exercice N°06

-Calculer pour chague montage ci-dessous, la fonction de transfert F(p).

R R1
|_|II | IS |
ety—— C:: s(t) e(t) Ry | c—— |S(t)

C; G R,
| |
|
1 _
| |
R1 —>
&(p) *
U(p)
777 777
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111. Réponses tempor elles des systémes fondamentaux

Chapitre

N Réponses tempor eles des systemes fondamentaux

(Systemes du premier et du second ordre)

INTRODUCTION

Il existe un nombre important de systémes réels (Circuits RC, RLC, systéme Masse
Ressort, ...€tc) qui peuvent étre décrits par des simples équations différentielles du premier et
du second ordre. La complexité d un systeme est en rédité est di a la multitude de sous-
systemes d’ ordre inférieur ou égal a2 qui le composent. Par exemple un systéme de troisieme
ordre peut étre décomposé, en trois sous-systemes du premier ordre ou en un systéme du
premier ordre et un systéme du second ordre. 1l est donc trés important de comprendre et de
maitriser les comportements et les caractéristiques des systemes du premier et du second

ordre.

[11.1 SYSTEME DU PREMIER ORDRE
Un systéme est dit du premier ordre S'il est régi par une équation différentielle de
premier ordre delaforme:
ds(t)
dt
avec : e(t) et 5(t) représentent respectivement |’ entrée et 1a sortie du systeme

T + s(t) = Ke(t) (1I1. 1)

En supposant que les conditions initiales soient nulles (C1=0), il est possible de calculer la
fonction de transfert G(p) du systéme en appliquant la transformée de Laplace aux deux

membres de I'équation (I11.1):

t[pS(p) — s(0)] + S(p) = KE(P)
S@)[tp +1] = KE(P)

Sp) K
E(p) 141w
G(p) =7 s (111 2)

Les paramétres de lafonction de transfert ou du systéme sont alors:
K : Gan statique

7. Constante de temps
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111. Réponses tempor elles des systémes fondamentaux

[11.1.1 Réponse Impulsionnelle
La réponse impulsionnelle d’'un systeme est sa réponse a I'impulsion de Dirac 6(t). Elle
caractérise aussi |’identité du systéme.

e(t) s(t)

—> G(p) —>

Nous avons dans ce cas-la (t) = 6(t) , et puisque latransformée de Laplace de §(t) vaut 1, le

signal de sortie s exprime comme sulit :
S(p) = E(p)G(p) = G(p)

K
S = I1L. 3
®) =170 (I1.3)
La sortie temporelle correspondante s(t) s’ écrit :
K K
s(6) = TL-l{ } =114
1+7p T p+=
T
K K
s(t) =—TL1 —3
T —
P+
K _L
s(t) = - X e( ) pourt >0 (I11. 4)

L’ allure de cette réponse est représentée par la Figure 1.

Figurelll.1: Réponse impulsionnelle d un systéme du premier ordre
Les points particuliers de cette réponse sont donnés dans | e tableau ci-dessous :
> Point de départ :

K
s(0) = lirp pS(p) = = [théoréme de la valeur initiale]
p—o+oo

» Point d'arrivé:

tliin s(t) = lin% pS(p) =0 [théoréeme de la valeur finale]
—+00 p-

Cours LAA311 Enseignant : 0. GUENOUNOU 20



111. Réponses tempor elles des systémes fondamentaux

t 0 T 3t +00
K K K
s — 0,37— 0,05— 0
T T T
K K K
ds(t)/cit -= —0,37—2 —0,05—2 0
T T T

Remarque: il est possible d’identifier les deux paramétres {K et 1} de la fonction de transfert
d’un systéme du premier ordre a partir de la courbe de sa réponse impulsionnelle.

111.1.2 Réponse Indicielle

La réponse indicielle d'un systeme est sa réponse quand un échelon d’amplitude Ey est

appliqué a son entrée. Dans ce cas-la:

_ Eo _E
S(p) = 2% G(p) (car la TL{Equ(t)} = . )
E K L
S(p) =~ L

X =
P

Nous avons deux poles (p=0 et p=-1/7), alors S(p) s écrit :

S(p) A+ 5
p)=— =
1
Popt+s P op+s

Laréponse indicielle temporelle acomme expression :
t
s(t) = KE, (1 _ e_?> pour t > 0 (IIL. 5)
La courbe correspondante est donnée par la figure ci-dessous

A

KE,
0,95 KE,

0,63 KEo[~ /=

A — — —

1

0 T

Figurelll.2: Réponseindicielle d’ un systeme du premier ordre

Les points particuliers de cette réponse sont donnés dans | e tableau ci-dessous :
> Point de départ :

s(0) = lirP pS(p) =0 [théoréme de la valeur initiale]
p—>+
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111. Réponses tempor elles des systémes fondamentaux

» Point d'arrivé:

tliT s(t) = lirr(l) pS(p) = KE, [théoréme de la valeur finale]
—+00 p-

t 0 T 3t 47 +o0
S(t) 0 | 0,63KE, | 095KE, | 0,98KE, | KE|,
ds(t)/dt | KEj - - 0
T

- Le temps de réponse a 5% vaut 3t (t;5=37)
- Lesignal de sortie atteint 63% de lavaleur finale en t unités de temps
- Ladérivéeat= Ovaut :
KE,
T
ds(t) @
dt T

t
(e_?) pourt=0

-1l est important de remarquer que plus T est faible, plus le systeme est rapide.

Influence de la constante de temps sur la réponse indicielle

s(t)

Temps]s]

(111 6)

Figurelll.3: Influence de la constante de temps (t) sur laréponse d’ un systéme du premier

ordre

Cours LAA311 Enseignant : 0. GUENOUNOU
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111. Réponses tempor elles des systémes fondamentaux

[11.1.3 Réponse a unerampe

Supposons gue le systéme du premier ordre soit excité par un signal de type rampe :

g(t)= B.r(t)=B.t.u(t). Latransformeée de Laplace de ce signal d’ entéeest : E(p) = LA

p2
La sortie du systéme a pour expression :
BK
() = x = L
T2 14 1
P (p+3)
A, A, ¢  —tBK BK 1BK
p+z p+z
Le signal temporel correspondant s “ecrit :
-t
S(p) = BK (t -7+ Te_) pourt >0 (I11. 7)
A
e(t K.B.t
( -
w__/s(t)
-7 K.B.(t-T)
C < >
T t

Figurelll.4: Réponse a une rampe d'un systéme du premier ordre
La figure ci-dessus représente la courbe de cette réponse. L’asymptote a la courbe est :
a(t) = BK(t—t ). L’ ecart €, en régime établi, entre |’ entrée et la sortie vaut +oo s K < 1, —o0 si

K>1etBtrs K =1.1l est baptisé erreur de trainage lorsque K = 1.

1.2 SYSTEME DU SECOND ORDRE
Un systeme est dit du second ordre s'il est régi par une équation différentielle de second
ordredelaforme:

1 d?s(t) N 20 ds(t)

02 e T + s(t) = Ke(t) (111.8)
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111. Réponses tempor elles des systémes fondamentaux

En supposant que les conditions initiales soient nulles, il est possible de calculer la fonction
de transfert G(p) du systéme en appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de
I'équation (111.8):

1 . 2
P [p2S(p) — ps(0) — s(0)] + w_i [pS(p) — s(0)] + S(p) = KE(P)

(izpz - 1) S(p) = KE(P)
w2 Wy

K
G(p) =3 TS (111.9)
w—gp +w—0p+1

avec:
K :legain statique, { le facteur ou coefficient d’ amortissement et w, la pulsation naturelle.
[11.2.1 Réponseindicielle

Comme le dénominateur de la fonction de transfert est d’ordre 2, il est nécessaire
d “etudier le lieu de ces racines afin de connaitre e comportement du systéeme.

Le discriminant du dénominateur est
4 2
A=—({*-1)
Wq

Pour { >1
Le polyndbme D (p) = izpz + Ep + 1 possede deux racines réelles négatives p; = —{w, +
w( wo

wo/ (% —1 et p, = —{wy — wy+/{? — 1. Lafonction de transfert correspond alorsala

mise en série de deux systemes du premier ordre :
1 27
D(p) = —=p*+—p+1=1+7p)(1+1,p)
(l)o Wy

avec:
1 A 1
T, =—— T, = ——
! p1 2 b2
Pour (=1
Lesracines sont doublesp,, = —w, = —% , le polynéme s’ écrit sous laforme :
1 2 2( 2
D(p)=—p°+—p+1=10+1p)
(1)0 Wy
Pour { <1

Les racines sont complexes conjuguées p; = —{wg + jwo /1 —¢?> e p, = —{wy—
jwey/1—¢? . Lafonction de transfert ne correspond pas a la mise en série de deux systémes
du premier ordre car il Sagit de pdles complexes pas réels (le dénominateur n'est pas
factorisable en termesrédls).
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La figure ci-dessous donne la position des pdles dans le plan complexe en fonction de

lavaleur du coefficient d'amortissement.

Alm Alm Alm
P1
¥----1
P2 P1 Re P1=p2 Re ' Re
X X——> X——> : 0 5
|
) p—
P2
¢>1 ¢=1 ¢ <1
Deux pdles réels négatifs Pdle réel négatif double Deux poéles complexes
conjugués a partie réelle
négative

Figurelll.5: Position des pdles d'un systeme du second ordre
[11.2.1.1 Etudepour { > 1

Comme dans le cas du systeme du premier ordre, |I'entrée appliquée est un échelon
d’ amplitude Eg

K
) =77 Tl?E(1 T 4,0
S(p) = -

p(1+ T_1P)(1 + 12p)
La réponse temporelle 5(t) correspondante s’ “ecrit :

1 =t -t
s(t) = KE, (1 - (Tlefl - Tze72>> t>0 (I1I.10)
71— 12
avec .
N 27 A 1
= — X e —
T4 T 12 e T1 X T2 a)(z)
Etude de s(t)
s(0)=0 lim;,, s(t) = KE,
KE, -t zt
s(t) = [6’“ men 5(0) =0
11— 172
Puisquet; > 7, ; aors:
1 1 —t -t
—<— A et1 >et2
T, Ty

d'ou quelques que soient les valeurs de 7, et 7,, $(t) >0 pour t > 0, S(t) est monotone

croissante sur R*, donc pas de dépassement. La réponse est alors quaifiée d’ apériodique
puisgu’ elle ne présente aucun dépassement relativement a la valeur finale. Plus le facteur
d’ amortissement est grand, plus le temps de réponse est conséquent.

Cours LAA311 Enseignant : 0. GUENOUNOU 25
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1 !
ok L=l AT L T e ]
ogb oo [ o s S S s ]
el A 7 NSk L S S
ook ... /.. S S S s s s . ]
ogk ... s . s SR ....... ........ ........
od- 1/ ........ ........ ........ ....... ....... ........ ....... ]
A
o[}/ ST SR SRR ST SRV TR
ol

. é L L é L L L

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Figurelll.6: Réponses apériodiques d’ un systeme du second ordre
La réponse est dans ce cas est tres semblable a celle d'un premier ordre. La différence est
remarquable a t=0: le premier ordre démarre directement avec une pente différente de zéro
alors gue le systeme du second ordre présente une pente nulle (on dit que la réponse est de
forme S).
Si le coefficient damortissement ¢ est assez grand (¢ > 1) l'un des pdles (p;) I'emporte

nettement sur l'autre (py) et I'on a

—twy

s(t) =~ KE, (1 —e % ) t>0 (111.11)
Le systéme est alors assimilé a un premier ordre.

[11.2.1.2 Etudepour { =1

KE, 1
S(p) = m avec T= w—o
La réponse temporelle s(t) correspondante s “ecrit :
s(t) = KEg[1 — (1 + wot)e @]  t>0 (1l1. 12)
Etude de s(t)
s(0)=0 lim;_, s(t) = KE|,
$(t) = KEqwy*te @ot s(t) > 0pourt >0, $(0)=0

Il S agit de laréponse apériodique la plus rapide. C’ est |e régime apériodique critique.
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[11.2.1.3 Etudepour { < 1
KE, KE,

2¢ ) p(p? + 2¢{wyp + w3)
Lo 48 0 0
p(w%p —i_wop+1

P+ 2{wep + w§ = (p —p) (P — p2)
avec.

{P1 = —(wg + jwoy 1 — {2
P2 = —§wo — jwgy/ 1 — 2

La réponse temporelle correspondante est de laforme::

s(t) = KE, [1 - Jll_i{ze_sztsin (wom + go)l

avec .

{ cos () =¢
sin(g) = 102

La courbe de s(t) est une sinusoide amortie.

D,

D3¢ +5%
KE A A

v
5%

A

0

~
|

|

|

|

|

|

|

|

|
t
|

|

|

|

|

|

|

|
t

0 tpic

Figurelll.7: Réponse oscillatoire amortie d’ un systéme du second ordre

Les caractéristiques de la courbe sont :
+ Lapseudo-période
T = 21

P o1 = (2

Cours LAA311 Enseignant : 0. GUENOUNOU
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111. Réponses tempor elles des systémes fondamentaux

+ Lapseudo-pulsation

W, = woy/1 = {2 (111. 15)

+ Lesextremums Dy sont donnés par :

(—kn{)
D, = KEye\W1=¢?

qui se produisent aux instants :

(111. 16)

km

(UO'\[ 1 - {2
Le premier extremum, valeur maximale de s(t) est appelé le dépassement (exprimé en %) a

t, = (1. 17)

74
_ 1-¢2
Dy, = 100 eV (111.18)

T

to: = ———
pic = Ti-¢2

100

|
|
90 \--- e
|
|

701 ----

T
I
I
I
:
80F--N\-1----- -
I
I
I
|
|
I

.S b .

D%

|
|
50---- oo
|
40+ ----— N |

30—~

10F -~

| |
| |
| |
I |
| |
20F---- [ I
| |
| |
| |
I |
| |
| |
I I

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Coefficient d'amotissement

Figurelll.8: Dépassement D% en fonction de

Le temps de montée t,, est défini comme l'instant pour lequel |a valeur finale est atteinte pour
lapremiérefois.

s(ty) = KE, (111. 19)
Larésolution de I'équation (111.19), nous donne:

1- 2

T — arctan <
= (111. 20)

t
" o0

I11.2.2 Temps deréponse
Le plus couramment utilisé est le temps de réponse a 5% que nous noterons t,. Pour { = 0.7
le temps de réponse est minimal et il est obtenu pour un dépassement de 5%. La courbe

d équation wyt, = 129 et une bonne approximation de wyt, pour { < 0.7
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[11.3 Algebre des schémas-blocs

Un systéme de fonction de transfert H(p), peut étre représenté al’ aide d’ un schémabloc :

5P 1 g 2P soitS(p)=G(p). Ep)

On peut de laméme maniere tracer |e schémabloc d’ un systéme asservi :

Chaine directe

E®) 5 FO ) 2R G R

- _—

Chaine de retour

En notant G(p)= G1(p)xG2(p), le schéma bloc du systeme ci-dessous peut se simplifier et se

mettre sous une forme dite for me canonique::
E ®8(p) S(p)
(P) + G(p) )

L
() o)

e@)=E@)—-RP), S =G6{P.cp), R@)=HP).SP)

A

Soit :

S() = G(p).(E(p) — R()) = G(p).(E(p) — Hp)S(p))

S(p)(1+G(p).H(p)) = G(p)-E(p)
) S _ 6O

SO =16 He P T B T 14 60) HG)

aors:
3 G(p)
F(p) = TYAONIO) (111. 21)
est lafonction de transfert en boucle fermée (FTBF)

Ou encore:

G) FTCD(p)
1+G(p)-H(p) 1+ FTCD(p).FTCR(p)

FTCD(p) est lafonction de transfert de la chaine directe ;

F(p) =
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FTCR(p) est lafonction de transfert de la chaine de retour ;

Fonction detransfert en boucle ouverte FTBO d'un systéme asservi :
E ®8(p) S(p)
(P) + G(p) )

E
P HE)

L e systéme mis sous forme canonique, étant considére en boucle ouverte, on a:

e(p) =E@), R =ep).c¢({p).H(p)

R
FTBO(p) = % =G(p).H(p)

FTBO(p) = T(p) = G(p).H(p) = FTCD(p).FTCR(p)

A

aors:

oy - 6@ W)

PPE156p).HGp) 1+T()

_ FTCD(p)

= 1Y FTB0) (111 22)

Fonction detransfert avec retour unitaire

E(p) +®8(p) G(0) S(p

Y~

Comme précédemment, mais avec H(p)=1
Lafonction de transfert en boucle ouverteest : T(p) = G(p)

Et lafonction de transfert en boucle fermée est :
G(p)
F(p) =—+=
1+ G(p)

Remarque:
Tous les systemes bouclés a retour non unitaire peuvent se ramener sous forme de systemes a

retour unitaire.
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EP) 4) o) S(p)

L H(p)

A

S(p)
%@—» G(p). H(p) | UHE)  ——
[11.3.1 Schémas-blocs équivalents
Systémes en série
E(p) S(p) E(p) S(p)

Y

Gi(p).Ga2(p) —

—> Gi(p) Ga(p) —

Systémes en paralléle

E S
O Gprcap |8

Y

G
E(p) ® T3 s

Gap) | *f

Y

Déplacement d’un point de préévement

E(p) E(p)
—_—>

G(p)

G(p) T’
S‘(p) S(p) )

Déplacement d’un point de préévement
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G(p) | SP), ——| G(p) S(P)
E(p) ER) T
G(p)
Déplacement d’ un point de sommation
E(p) o) + S(p| E(p) ++ () S(p)
Z(p) - 2P
Déplacement d un point de sommation
O 2 o) Lo o) )%
Z(p) 20 [ o)

Ces éguivalences sont genéralement utilisées pour réorganiser des schémas-blocs qui

présentent des difficultés pour calculer lafonction de transfert.

I11.3.2 Systémes a plusieur s entr ées

Principe de superposition

Un systéme dynamique est linéaire si le principe de superposition peut étre applique.

Ains la réponse (t) d'un systeme linéaire d0 a plieurs entrées appliquées simultanément est

égale ala somme des réponses de chague entrée appliquée séparément.

Exemple:

Soit acalculer lasortie S(p) du systéme, a deux entrées, représenté ci-dessous :

Cours LAA311

E(p) :r®

B(p)

+

L

G(p)

s S(E)

H(p)

<

Figurelll.9: Systéme a deux entrées

Enseignant : 0. GUENOUNOU
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1" Cas B(p)=0 et E(p)#0 2'°" Cas E(p)=0 et B(p)#£0
Schéma équivalent Schéma équivalent
E(p) ;,@ , 50) 81(p;) B(p) ;@ S2(R)
L H(p) < L G(p).H(p) |«
G(p) 1
= S =— B
510 =Ty ae E P ) =160 Hey PP

G(E@) + B(p)
1+G(p).H(p)

S(p) = $1(p) +S2(p) =

Exercicessur le chapitrelll

Exercice N°01

Les figures ci-dessous représentent les réponses indicielles de trois systemes (S;, S; et S3)

caractérisés respectivement par les fonctions de transfert F1(p), F2(p) et F3(p).

Trouver lafigure correspondant a chaque systeme.

1 1 1
F(p)=—— , F(p)=—————— & F(p)=———
() p+1 2(P) 10p? +11p+1 (P) p?+ p+1
: pee VT ——
1/—\*_ } / /
Figure 1 Figure 2 Figure 3

Exercice N°02

- Déterminer la fonction de transfert du circuit ci-dessous et montrer qu’il s agit d’un systeme

du premier ordre.
- Pour C=2uF et R1=R, =1MQ, déterminer le gain statique K et la constant de temps .

- Donner | expression de laréponse indicielle.
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L
e(t)CF R | € |8(1)

Exercice N°03

- Déterminer la fonction de transfert du systéme mécanique (figure a) et montrer qu’il s agit

d’un systeme du second ordre. Quand une force F=2N est appliquée a I’instant t=0, la masse

se met aosciller commeillustré par lafigure (b).

25 T T
"y R
TP [
[
oL S N
00 0.5 i 15 2 25 C“s 35 4
(a) (b)

- Déterminer m, b et k apartir de la courbe de lafigure (b).

Exercice N°04

Lafigure (a) donne laréponse indicielle (échelon unitaire) du systeme bouclé de lafigure (b).

- Donner I’expression de lafonction de transfert ou boucle ouverte ainsi que celle dela
K
)

p(1+Tp)
- Déerminer lesvaeursde T et K.

boucle fermée. (G(p) =
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Step Response

Amplitude
. 5

Time (sec)

@ (b)

Exercice N°05

Simplifier les schémas bloc suivants puis calculer les fonctions de transfert Y (p)/X(p) :

X(%%—'A%BTC (p)

Gu(p)
Ei +
ﬂf@ﬂ Gulp) [ —3X)—| Gap) jy(”)
T— H(p)

% H, % > Hzﬁ H3L H, TYLP)
——» H

X@e) | A
EB
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Exercice N°06

Trouver I'expression de la sortie en fonction des différentes entrées pour les systemes

suivants:

E(p)

—>

F1(p) D(p)
T >\ 1(p) 2(p)

Ea(p)

Ei(p
—’O_' Fi(p)

+
S
»é—» F(p) (p) >

H1(p)

u
)5+ 6o

Ga(p)

I
r Hs(p)
i

Y(p)

R H,(p)
+
Es(p)
Uap)
+
—) Gs(p)

A

~

Hi(p)
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V. Analyse fréguentielle

Chapitre

IV Analyse fréquentielle

I ntroduction

L' analyse fréquentielle est I'éude du comportement et de la réponse d’un systéme
linéaire a une entrée sinusoidale. La réponse en fréguence du systéme est I’ é&ude du régime
permanent. La sortie d' un systéme linéaire a une entrée sinusoidal e est de laforme sinusoidale
de méme pulsation que le signa d’ entrée mais d’ amplitude différente et déphasé par apport au
signal d entrée.

e(t)

Ecart d’ampfitdde
s(t)

Ecart de phase

FigurelV.1l: Réponse d un systéme linéaire a une entrée sinusoidale

V.1 Fonction detransfert complexe

La fonction de transfert d’ un systeme linéaire continu invariant dans le temps est une
fonction delaforme:

systéme

e(t) T(p) s(t;

S(p)
T(p) =%=
P TE®)
ou E(p) et S(p) sont les transformées dans le domaine de Laplace des fonction temporelles:

e(t) et S(b).
On appelle fonction de transfert complexe ou transmittance, la fonction obtenue en
remplagant lavariable de Laplace p par letermejw (imaginaire pur).
. S(jw)
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V. Analyse fréguentielle

IV.2Lieu detransfert :

L’ étude de la fonction complexe T(jw) peut se faire d’ une maniéere graphique. On
distingue principalement trois types de représentation: le diagramme de Bode, la
représentation de Nyquist et |areprésentation de Black.

IV.2.1 Diagramme de Bode
L’ analyse par |le diagramme de Bode, consiste a représenter séparément le module A(w)=
|T(jw)| etlaphase p(w) = Arg(T(jw)) delafonction T(jw) en fonction de la pul sation w.
e L’échéelehorizontaleest lelog,,(w)
e L’échellepour le module est e dB = 20log,o(A(w)) .
e L’échelle pour laphase est le degré

AdB(W)‘ N

Tou(w)

Diagramme d’amplitude

>

»(°A

Q9 N

Diagramme de phase

FigurelV.2: Diagrammes de Bode

Cette représentation est bien adaptée pour I’ analyse des fonctions de transfert, en effet
S :
T(jw) = T;(jw) X T,(jw) (connexion en série) :

{AdB = A1ap + Azap
Q=91+ @

Il suffit donc d’ gouter les diagrammes des fonctions T, et T, aussi bien sur le diagramme
d’ amplitude que sur le diagramme de phase.

Définitions

Gain en décibels (dB)

ITGaw)llag = 2010gylIT Gw)l| (Iv.2)
Exemples:
TGl =2 = ITGw)llgg = 20log,0(2) = 6dB
ITGw)ll =10 = |IT(jw)llgp = 2010g14(10) = 20dB
Octave

C’est un intervalle dont les deux bornes sont distantes d’ un rapport de 2.
Exemples: [12],[10 20] et [5 10].

Décade

C’est unintervale tel que ses bornes sont distantes d’ un rapport de 10.
Exemples: [110], [10 100] et [5 50].

Gain statique
Gainlorsgue w — 0, celui-ci doit étrefini.
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V. Analyse fréguentielle

IV.2.2 Représentation de Nyquist

Lareprésentation de Nyquist est la représentation dans le plan complexe de lafonction :
T(jw) = Re(w) + jIm(w)

Im(w)g

F c©

w=0

Al

>
Re(w)

Figure V.3 : Diagramme de Nyquist

Le graphique représentant la fonction de transfert doit étre gradué¢ dans le sens des ®

croissants (w: 0 — +o0)

IV.2.3 Représentation de Black

On représente la phase ¢ (w) en degré en abscisse et le module A(w) en décibel en ordonnée.

La courbe obtenue doit étre graduée en pul sation.

A

-

W=

FigurelV.4 : Diagramme de Black

V.3 Etude du systéme du premier ordre
Dans ce cas-la

T =
(p) 1+t

S0it :
K

Tjw) = 1+ jwrt
IV.3.1 Diagramme de Bode
Diagramme d amplitude
Le module de lafonction complexe T(j w) est :
A= TG =
1+ (wT)?

Cours LAA311 Enseignant : 0. GUENOUNOU

(IV.3)

(IV. 4)

(IV.5)

39



V. Analyse fréguentielle

Le gain logarithmique de ce nombre est :
Agg = 20logK — 10log(1 + (w7)?) (IV.6)
Etude des asymptotes
lin})(AdB) = lin})(ZOIOgK —10log(1 + (w1)?)) = 20logK
w— w—
La courbe du module est approximée par une droite horizontale (asymptote horizontale)
d’ équation :
y; = 20logK
lim,,_,.(Agp) = lim (20log K — 101log(1 + (w1)?))
w—00
Nous avons:
lim (1 + (w1)?) = (w7)? (on néglige le nombre 1 devant wT)
w—00

limg, . (Agg) = 20log K — 20 log(wt) =201log (g) —20logw
Dans le systeme de cordonnées du diagramme de Bode, |'asymptote est une droite d'équation :

K
y, = 201log (?) —20logw
On dit que la pente est de -20dB par décade (le module diminue de 20dB pour une
augmentation d'un facteur 10 de w). C’est aussi équivalent a une pente de -6dB par octave (le
module diminue de 6dB pour une augmentation d'un facteur 2 de w).

Les deux asymptotes se croisent pour m=a., cette pulsation est appel ée pul sation de cassure :

1
e == (IV.7)

y; = 20logK
{y

K
2 = 20log (?> —20logw
au point d’intersection, nous avons y;=Y-

K
Y1 =Y, = 20logK = 2010g<?) —20logw > —20logT — 20logw = 0 = logwr =0

wt=1>w, =-
T

Pour ew=w

ITGw)| = (IV.8)

=7
1+l 2
Agp = 20logK — 201logV2 = 20logK — 3dB

Pour la pulsation de cassure |'écart par rapport al'asymptote est de -3dB.
Pour les pulsations double et moitié de o , I'écart est de -1dB.
Diagramme de phase
Laphase de lafonction complexe T(j w) est :

¢(w) = —arctan(wt) (1V.9)
Le diagramme asymptotique a la forme d' une marche d’escalier, il n’est pas suffissmment
précis pour représenter |’ évolution de la phase.
Quelques points de la courbe
¢(w.) = —arctan(1) = —45°

) (%) = —arctan (%) = —26,56

¢(2w,) = —arctan(2) = —63,43°
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A

Ecart de -3dB

20log(K

00

450

00

FigurelV.5: Diagrammes de Bode d'un systéme du premier ordre

I'V.3.2 Diagramme de Nyquist
K  Kl-jor) K Ktw

T(iw) = = = —j IV.10
() 1+jwt 1+ 1?2w? 1+ 202 11+ 202 ( )
Re(T(jw)) K 50 voeo+
= = — (ee]
FT Y T e el V.11
] Ktw (Iv.11)
y =Im(T(jw)) = ~Tiigz <0 VwE[0, 4o

Point de départ (w=0)
Xo=limx =K
w—0
Yo = limy =0

w-—
Le point de départ est (Xo, Yo)=(K, O).
Point d'arrivée (w — )

Xoo = lim x = 0%

w—00
Yoo = lim y =0~
Le point d arrivée est (X, ¥..)=(0", 0).
On peut vérifier que le lieu de Nyquist d’un systéme du premier ordre est demi-cercle
de centre (K/2, 0) et de rayon K/2. Le diagramme doit étre gradué¢ en o pour €tre utilisable.
A la pulsation de cassure wc=1/t correspond le point (K/2,- K/2).
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Iml\
0 K/2 K N
W —> 00 o ! o=0 "Re

|
| A
|

7y, B !
1)

FigurelV.6 : Diagramme de Nyquist d’ un systéme du premier ordre

IVV.3.3 Diagramme de Black

On retrouve sur le tracé les points caractéristiques définis précédemment. Le lieu a une
asymptote horizontale aux basse fréquences (w=0) et une asymptote verticale aux hautes
fréquences (w — ).

Agp(w =0) =20logK Adi
¢(w=0)=0°

Aygp(w » ©) = —0 Ecart de -3dB

@(w — ) = —90° = ::28|Og(K)

Ayp(w.) = 20logK — 3dB

p(w;) = —45° =90° "‘ - = >
43 (o)

W —> o

FigurelV.7 : Diagramme de Black d’un systeme du premier ordre

V.4 Etude du systéme du second ordre
Lafonction detransfert est delaforme:
K
T(p) = 27 (IV.12)
—p’+p+1
W

wo
IV.4.1 Diagramme de Bode

Pour { > 1
Lafonction de transfert correspond alors a la mise en série de deux systemes du premier ordre

1 20
D(p)=—p*+—p+1=1+1p)1+1,p)
(l)o (1)0
K

T(jw) =
() (1 +j1'1w)(1 + jT,w)
Lareprésentation prend laforme ci-dessous :

(IV.13)
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20log(K)
log(e)
(D A
- Tog(a))
-900

-180°

Figure V.8 : Diagrammes de Bode d' un systéme du second ordre ( { > 1)

Points du diagramme
Agp(w =0) =20logK

p(w=0)=0°
Ags(© - o) = —oo
@(w — ©) = —180°
p(wg) = —90°
Pour { =1
1 2
D(p) = —p* +—€p +1 = (1+1p)*
(1)0 (1)0

1
(l)O:_

T
Lareprésentation prend laforme ci-dessous :

A

20log(K)
LN
ﬁ\,ﬂ%/
%, >

@o \ log(w)

|
(p A :

|

|

——

\ log(w)
-900 ______ ¥
1800 — — — ——

FigurelV.9 : Diagrammes de Bode d'un systéme du second ordre ( { = 1)
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Points du diagramme
Aygp(w =0) =20logK

p(w=0)=0°
Agp(w > ) = —0
@(w — ©) = —180°
@(wg) = —90°
Pour { <1

Les racines sont complexes conjuguées p; = —{wg + jwo /1 — (% & p, = —(wy —
Jjwoy/1—¢? . Lafonction de transfert ne correspond pas ala mise en série de deux systémes
du premier ordre car il Sagit de pdles complexes pas réels (le dénominateur n'est pas
factorisable en termesrédls).

T(jw) = TP (IV.14)
wé J Wo
Posons X = —
wWo
T(w) = K
Vo) =T—x7520x
K 1
A=|T(jw)| = = K[(1 - X?)? +40°X*]" 2 = f(X)

V(1 —X2)2 4+ 402X2
Etude de lafonction f(X) pour X>0

FO =1, lim f(X) =0
f1X) = —%K[—A}X(l — X?) 4 882X][(1 — X2)? + 4¢2X2] "3

1) = —2XK[X? — (1 — 20)][(1 - X2)? + 402X?] 2

Etude du signedef’(X)
F(X)=0=>X=0 \/Xz—(1—2(2)=0

f’ est strictement négative sur R+* si { > % car X2 — (1 — 2¢?) est positif sur R**
. 1 o .
si{< 5 f est positivepour 0 < X < /1 — 2{?

est nullepour X = /1 — 2{?
est négative pour X > /1 — 2(?
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Le tableau ci-dessous donne lesvariationsde Ay = |G(jw)| 45

X 0 +00

0 +00

w
f(X) -

GGl K\

VaN
v
il

1GG)laz | 20109(K) \

' (X) + 0 -
1G(w)l
K
1 2¢/1-¢2
¢ < ﬁ / \
K 0
|GUw)lap
K
/ 2010g (2{@)\
20log (K) -0

Résonance
On a résonance pour des valeurs du coefficient d’amortissement ¢ < % . La pulsation pour

laquelle on arésonance est :
W, = wyy1 — 202 (IV.15)
Lavaleur du gain alarésonance est :

K
Agp(w,) = 2010g<—>
e 201-32
Facteur de surtension Q

Le facteur de surtension exprimeé en dB est la différence entre la valeur du gain alarésonance
(Ags(w,) ) et le gain statique (445 (0)) :

(IV.16)

K 1
Qqg = 2010 <—>—2010 K =20lo <—> V.17
Le facteur de résonance est alors :
1
Q =— (1.18)

201 -2
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Asymptotes
Ayzp(w =0) =20logK. Ladroite A ;5 = 20log K est une asymptote horizontale.
Nous avons:

K 1
A=|T(w)| = = K[(1 - X?*)*+4{°X?] 2
V(1 —X2)2 + 402X2
1
K 2(2¢2-1) 172
x|t e Txe
2(2¢%-1) 1 . p
Leterme 1 + ——— + —; tend vers zé€ro en hautes fréquences (w — +)
X X

Alors A(w » ) = % = Agp(w — +00) = ZOIOg%

2

K Kw, )
Agg(w — +0) = 201og v 201log 2= 20log(Kwy?) —40log w

Wo
La droite Az = 20log(Kwy?) — 40logw est une asymptote de la courbe du module en
hautes fréquences. Elle présente une pente de -40dB/décade (-12dB/octave) et passe par le
point (w = VKw,, 0dB)
Les deux asymptotes se croisent pour m=awg .

Diagramme de phase
Laphase de lafonction de transfert est :

X ) 5
—arctan (1 —XZ) sil—X“>0
pX) = 20X (Iv.19)
—_ : _ 2
1T+arctan<1_X2) sil—X<0
Nous avons::

Ppw=0)=0,¢p(w—> o) =—-met (p(w=w0)=—§
On peut vérifier que la fonction ¢'(X) est négative sur R+. La fonction ¢ (X) est monotone
décroissante, d’ ou le tableau ci-dessous :

® 0 Wy +00
0
\ 71-
2
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A:IB max|
20log(K
|
@, @y log(w)
(p A
\ log(@)
90— — =
N~
.

Figure V.10 : Diagrammes de Bode d’ un systeme du second ordre ( { < 1)

IV.4.2 Diagramme de Nyquist
K K[1—X?% - 2j¢X]

T(jw) = 1—X2+ 20X = (1 — X2)2 + 402X?2 (IV.20)
) N kii-x7
x = Re(G(jw)) = (1= X2 + 4°X? (IV.21)
—2K{X |
ky =Im(G(jw)) = (1—x2)2 -ZI—4(2X2 <0 Vw€][0,+oo[

Point de départ (w=0)
Xo = (Li_r}%x =K
Yo = limy =0~
Le point de départ est (Xo, Yo)=(K, O).
Point d'arrivée (w — )
X = lim x =0~

w—00
Voo = lim y =0~
w—00
Le point d’ arrivée est (X, ¥»)=(0", 0)
| ntersection avec I’axe imaginaire
K[1-X?]
Re(w) = (1= X272 1 402X =0=2X=1=2w=uw,
Im(x = 1) —2K{X —K
m = = = —
(1—-X2)2+402x2,_,  2¢

Les cordonnés du point d intersection du lieu avec |’axe imaginaire est (O, %) et a ce point

nous avons w = wy .
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Im

FigurelV.11 : Diagramme de Nyquist d'un systeme du second ordre

IV.4.3 Diagramme de Black

Ads

Ags max
20log(K)

-180 o(°)

FigurelV.12 : Diagramme de Black d’un systéme du second ordre
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V.5 Abaquede BLACK-NICHOLS

L’ abaque de BLACK-NICHOLS permet de déterminer le module et la phase de la
fonction de transfert en boucle fermée F(p) a retour unitaire a partir de I’ éude de la fonction
de transfert en boucle ouverte T(p).

)l T o

FigurelV.12: Systeme asservi aretour unitaire

T(p)
F = — IV.22
®) =7 (Iv. 22)
Soit :
¢ = Arg[T(jw)] et A=|T(w)]
posons
¥ = Arg[F(jw)] et B = [F(jw)|
On peut montrer sans difficulté les relations ci-dessous :
A
B = (V. 23)
1+ A% + 2A cos@
(arct ( g ) i A+ cosg > 0
darctan A+ Cos® S1 Cosop
sin
¥ = qarctan (_(p) —m siA+cosp <0 (Iv.24)
A + cosg
—Tt
\ si A+cosp =0

Y(w) et B(w) sont des fonctions des deux variable A et ¢ , paramétrées en .
L’ abague est constitué de deux réseaux de courbes :
+ Lescourbesisomodules: telles que le module de F(p) reste constant
+ Lescourbesisophases: telles que |’ argument de F(p) reste constant.
Cetracé est réalise dans le plan de BLACK et est appelé abaque de BLACK-NICHOLS.
Utilisation de |’ abaque:
e Tracer le lieu de T(jo) dans le plan de BLACK (utiliser les coordonnées rectangulaires
de I’ abaque pour reporter les points)
e Lire sur les courbes isom odules et isophases de |’ abaque les valeurs des points

appartenant a F(jo).
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40

g0 b

204

i L

- -J2dB

20 dB

-315

Cours LAA311

-270 -225 -180 -135

FigurelV.13: Abaque de BLACK-NICHOLS
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Exercice sur le chapitre IV

Exercice N°01
Tracer les diagrammes de Bode des systémes suivant :

G()—ZOG()— 20 Ga(p) = 1+p) Gu(p) = 15

1) == 82 p) =y 3 W) = 0,y “ WP T T T0p) (1 + 100p)
Gs(p) = Go(p) = 61(p) = -

S 1ep+ 1 o Tz p+ 1 7Y T @ —10p)(1 + 100p)
Exercice N°02

Soit un systeme asservis S caractérise une fonction de transfert en boucle ouverte T(p).
Lafigure ci-dessous représente le lieu asymptotique de Bode de lafonction T(p).
Sachant que le systéme Sest un systéme a déphase minimal, déterminer I’ expression de T(p)

T (W) g

w=10
|

w=0.1 \\ 20 log w
1
Exercice N°03

Soit le systeme décrit par lafonction de transfert F(p) :
1
") =T pa+ i
1. Déterminer la valeur du coefficient d’amortissement {, de la pulsation naturelle ®,, et
du gain statique K.

2. Tracer lestrois diagrammes (Bode, Nyquist et Black) de T(p).
Exercice N° 04
Représenter |e diagramme de Nyquist de lafonction T(p)

10
p(1+ 0.5p)(1 + 5p)

T(p) =

Exercice N°05
Soit la fonction de transfert T(p) avec a € R”

1+artp
T(p) =

1+7p
- Mettre T(p) souslaformeT(p) = a + o

- En déduire les diagrammes de Nyquist obtenus, selon a est supérieur ou inférieur a1l
- Déterminer la valeur des maxima ou minima de ¢ = arg [T(w)] ans que la
pulsation alaguelle ils se produisent.
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Chapnitre V. Performances des systémes asservis
1 I(A'JILI 3
V Perfor mances des systémes asservis
Stabilité-Précision-Rapidité
V.1 Stabilité
V.1.1 Définition :

Un systéeme est dit stable si sa sortie tend vers zéro I’ orque I’ entrée s annule.

FigureV.1: Systeme masse ressort avec frottement (systeme stable)

- Soit un systeme d'ordre n défini par I’ équation différentielle suivante :

d™y(t) d" 1y (t) dy(t)
I gen T o1 gy Tt aiT g

+ ayy(t) = bye(t) V. 1)

En appliquant laTL, on obtient :

by

Y(p) =
® AnP™ + Ay PV A +a,p+a,

E(p) (V.2)

Pour étudier la stabilité de ce systeme, il suffit de le soumettre a une impulsion et d’ observer
I’évolution de sa sortie. Si cette derniére tend vers zéro le systeme est stable sinon il est
instable.

Nous avons dans ce cas (I’ entrée est une impulsion) :

e(t) =8(t) > E() =1 ,dou:

bo
Y = V.3
®) AP + APV +a,p+q V-3)
bo
t)=TL™?! { }
y(®) App™ + Ap pV A +a,p +q
y(t) est en général la somme de termes de laforme ci-dessous :
y(© =y () (V. 4)
i

1 yi(t) = Aaepat
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avec: P, est un pole simple

}D'Q

FigureV.2: Réponse impulsionnelle ‘pble réel smple

k-1
t Pgt

2. }’i(t) = Aﬁ,k =D e B

avec: P; est un pole multiple d ordre k (exemple pdle double k=2)

=0

FigureV.3: Réponse impulsionnelle ‘pble réel multiple

3. yi(t) = Ag(sin(wpt + ¢))et

avec ap + jwp sont des poles complexes conjugues simples

-

Figure V.4: Réponse impulsionnelle ‘ deux pbles complexes conjugués simples

k—
4. y;(t) = (lt(fll)!Aa,k(sin(wﬁt + @r ) )e%Ft

avec ap + jwg sont des poles complexes conjugues multiples

Figure V.5: Réponse impulsionnelle * deux pbles complexes conjugués multiple
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Conclusion :
Un systeme linéaire est strictement stable si tous les pdles de sa fonction de transfert sont a
partie réelle négative

V.1.2 Stabilité des systemes en boucle fermée

Soit le systeme en boucle fermée représenté ci-dessous avec G(p) et H(p) sont
respectivement les fonctions de transfert de la chaine directe et de la chaine de retour.

Y
E(M®_> G(p) Tp)
T— H(p)

FigureV.6: Systeme en boucle fermée

Y __ 6 @
E(p) 1+GmHP) 1+T(p)

T(p) = G(p)H(p) est lafonction de transfert en boucle ouverte associée a F(p).

F(p) =

Les pdles de F(p) sont lesracines de |’ équation caractéristique
1+T(p)=0 (V.5)

e SiT(p)estlaFTBO associée a F(p), e systéme est stable si seulement si |’ éguation
1+T(p) = 0 n"aque des solutions (racines) a parties réelles négatives.
e Ladtabilité delaBO n’implique pas nécessairement celle de la BF et inversement.

La connaissance des poles de la fonction de transfert d’un systeme (BO, BF) permet de
vérifier aisément la stabilité de ce dernier. Cependant il est souvent difficile de calculer les
pbles notamment ceux des systémes bouclés.

Une alternative consiste donc a éudier la stabilité sans passer par le calcul des pbles. On
distingue deux approches :

» Approche algébrique ;
» Approche géométrique.
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V.1.3 Approche Algébrique de stabilité
Criterede ROUTH

Cest un critere algébrique qui permet de savoir s les racines d’un polynéme sont
toutes a partie réelle strictement négative.

Pour un systéme bouclé, nous alons étudier le dénominateur de la fonction de
transfert en boucle fermée F(p) :

D(p) =1+ T(p) = anpn + an—lpn_1+an—2pn_2 e lnqP (V- 6)

Condition 1.

Une condition nécessaire de stabilité est que les coefficients a du polyndme soient
tous présents et tous de méme signe. Cette condition est généralement vérifiée pour la
plupart des systémes physiques
Condition 2.

Dans le cas ou la condition 1 est vérifiée, on construit le tableau de Routh a partir des
coefficients du polyndme.

Une condition nécessaire et suffisante pour que le systeme soit stable est que tous les

coefficients de la premiére colonne soient de méme signe.

n
p an An-2 An-4
pn—l An—1 An-3 an-s
pn—Z b, = Ap—20n—1 — Apdp-3 b, = Apn-4Qp—1 — ApQp—s5 b = An-6an-1 — Anln-7
1~ 2~ 3 =
An—1 An-1 An—1
p"3 ap-3b; — ay_1b; ap-sby — ap_1b3 Ap-7by — ap_1by
€1 = C2 = C2 =
by by by
1
| I e T
0
| A e L
Remarque:

Le nombre de changement de signe est €gal au nombre de racines a partie réelle positive
V.3.1. 1 Casparticuliers

1 Cas:

Il S'agit d’examiner e cas ol tous les termes d' une ligne sont nuls. Celasignifiequep = £ jw
est racine de D( p). Le systeme est donc juste oscillant et |’ on peut écrire :

D(p) = (p? + w?*)Dy1(p) (V.7)
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Pour construire latable de ROUTH on applique la méthode suivante :

« a partir des coefficients de la derniére ligne non nulle on construit un polynéme dit

auxiliaire Paux admettant p = + jw comme racine,

X/
°e

on cacule la dérivée de Paux par rapport & p et I’on remplit la ligne nulle par les
coefficients de ce polynéme dérivé,

+«+ on congtruit la suite de latable de ROUTH. Illustrons le procédé sur un exemple.
Exemple : Etudier la stabilité de la fonction de transfert F(p) admettant comme

dénominateur :

D(p) = p*+ 2p3 + 11p* + 18p + 18

Puisque tous les coefficients de D(p) sont présents et de méme signe, on construit alors la
table de ROUTH.

p* [1 [11 [18

p3 |2 18 0
p? |2 |18 | O Derniérelignenon nulle
Paux(p) = zpz +18 ou Paux(p) = pZ +9
P,aux(p) =2p
pl |02 |0/0 | 00 Lignenulle: on remplace par

P,aux(p) =2p

p® |18 [ 0 | ©

On constate, aprés avoir construit la table de Routh, que les ééments de premiére colonne
sont de méme signe.
D(p)=p*+2p3+11p2+18p+18= (P2 +9)(P?*+2p+2) =0=>p = Fj3
Le systéme oscille a la pulsation mess =3rad/sec.
2iéme CaS .

Il s'agit du casou le pivot d’'une ligne non nulle est égal a zéro.
Exemple: Etudier la stabilité de lafonction de transfert F(p) admettant comme
dénominateur :

D(p) =p*+5p3+4p2+20p+1

Puisque tous les coefficients de D(p) sont présents et de méme signe, on construit alorsla
table de ROUTH.
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pt |1 4 1

p3 |5 20 0

p? | O/ 1 0 ligne non nulle avec un pivot nul
on remplace le pivot par £- 0*

1 20e -5
P <0 0 0
€
p° |1 0 0

Il'y adeux changements de signe, alors D(p)=0 admet deux racines a partie réelle positive. Le
systeme est alorsinstable.

Sous MATLAB il possible de calculer les racines de D(p) et ce en utilisant les deux
instructions suivantes :

%6%0%%6%6%0%0%%6%6%%%

D=[154201]

roots(D)

%6%0%%6%6%0%%6%6%6%%

Les pbles sont : -4.9931, 0.0218 + 1.9918i, 0.0218 - 1.9918i et -0.0505. Il y a effectivement
deux pbles a partie réelle positive.

V.1.4. Critéeres géométriques (Graphiques)

L’ objectif de ces criteres est d’ obtenir des renseignements sur la stabilité d’ un systeme en
boucle fermée a partir du lieu de safonction de transfert en boucle ouverte T(p).

V.1.4.1. Criteresdu revers

Les criteres du revers sont valables pour les systemes a déphase minimal, c'est a dire les
systemes pour lesquels la fonction de transfert en boucle ouverte T(p) n'a ni de pbles ni de
zéros a partie réelle positive.

V.1.4.1.1. Critéeredu reversdansleplan de NYQUIST

Un systéme a déphase minima sera stable en boucle fermée s le lieu de transfert de
NYQUIST (de T(p)) parcouru dans le sens des pulsations (®) croissantes laisse le point -1
(point critique) sur sa gauche.

—'

Q} — 7 e //>

Figure V.7: Stabilité dans le plan de Nyquist
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V.1.4.1.2. Critéredu reversdansleplan de BLACK

Un systeme a déphase minimal sera stable en boucle fermée si le lieu de transfert de BLACK
(de T(p)) parcouru dans le sens des pulsations (w) croissantes laisse le point critique (Ags =0,

¢ = -180°) sur sa droite.

0=0

AAds

0dB

-180°

¢

@ —> 0

-18

0=0

AAd

0dB >‘P

@ —> 0

0=0

AAds

~180°
0dB

Ys

@ —> 0

FigureV.8: Stahilité dans le plan de Black

V.1.4.1.3. Critéredu reversdansle plan de BODE

Un systeme a déphase minimal sera stable en boucle fermée si le gain en BO est inférieur a 1
(ou < 0dB) lorsgue le déphasage atteint -180°.

A A

| Ads

Oqp

Log(w)

Cl

A A

Oscillant

P

-180

-180

|

FigureV.9: Stabilité dans le plan de Bode

Nous définissons les deux pulsation : mc et w1go

||T(wc0)||d3 = 0dB ou || T(wco)” =1

p(w1g0) = —-180°

Cours LAA311
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V.1.4.2 Etude dela stabilité par le Critéere de Nyquist

V.1.4.2.1 Théoreme de Cauchy

Si un point M (d’ affixe p) décrit dans le plan complexe un contour fermé C dans le sens des
aiguilles d'une montre, entourant P pdles et Z zéros d une fonction A(p) de la variable
complexe p, alors|’image du point M par |’ application A(p) entour P-Z fois|’ origine dansle
sens trigonomeétrique (contour orienté dans le sens trigonomeétrique).

Nous avons:
(N\ -p-7
7=5
ImA P=3 ImA
A(p)
R’e ( \_/y R’e
N'= -2=3-5

Figure V.10: lllustration du théoréme de Cauchy

V.1.4.2.2 Application au critéere de Nyquist

Considérons la transformation A(p)=1+T(p) et le contour C représenté ci-dessous. On désire
gue 1+T(p) n'ait pas de zéro a I'intérieur de C (Z=0). L’image de C par 1+T(p) doit donc
entouré |’ origine dans le sens direct (sens trigonomeétrique) un nombre de fois égal au nombre
de pblesinstables de 1+T(p) (donc de T(p)).
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Imy
g]‘ (C) Contour de Im
Nyquist
1 _1+Tp)
_ R
@/
- "R, R.
— 0
FigureV.11: Application du critére de Cauchy al’ éude de la stabilité
Remarque:

Le nombre de tours de la transformation 1+T(p) autour de I’ origine est égal au nombre de tour
delatransformation T(p) au tour du point -1

Cepoint -1 dans |e plan complexe est appelé point critique.

Nous étudierons donc I’ mage de contour C (contour de Nyquist) par la transformation T(p) et
nous comptons le nombre de tours dans le sens direct autour du point critique -1.

Comment dessiner I'image du contour C ?

Exemple:

K
T(p) =
(r+a)@+b)p+o)
Contour de A Im
Nyquist
T(p)

‘ T

Cours LAA311

FigureV.12: Image du contour de Nyquist

Enseignant : 0. GUENOUNOU
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- L’image du segment [0, +o[, est le tracé de la boucle ouverte T(p) dans le plan de
Nyquist décrit dans e sens des w croissants.

- L’image du segment |—oo, 0] est symétrique de la précédente par apport al’ axe réel.

- L’mage du demi-cercle de rayon infini est réduite a un point (en général I’ origine) si le
systéme est physiquement réalisable.

V.1.4.2.3. Enoncédu critérede Nyquist

Pour gu’ un systeme soit stable en boucle fermée, il faut et il suffit que lelieu de Nyquist dela
fonction en boucle ouverte T(p), completement complété et décrit dans le sens de w
croissants, fasse autour du point -1 dans le sens direct un nombre de tours égal au nombre de
pbles de T(p) a partie réelle positive.

V.1.4.2.4. Casparticuliers ( polessur I'’axeimaginaire)

1. Casdepdlessimplesou multipleal origine (p=0)
2. Casde paire de pblesimaginaires purs conjugués (p=tj).

Lorsqu’il y a des pdles de T(p) sur I’axe imaginaire, on les fait aors éviter au contour de
Nyquist al’ aide de patits demi-cercles de rayon, situés dans le demi-plan complexe de droite,
et en fait tendre p vers zéro. (Voir le figure ci-dessous)

Figure V.13: Contour de Nyquist en présence de p6le al’ origine ou de pdles imaginaires purs
Des exemples de pbles al’ origine seront étudiés durant la séance de TD.
V.1.5. Conditions de stabilité pratique

Un systeme alalimite de la stabilité est mal amorti. Son bon fonctionnement n'est pas
assuré car une faible modification de ses caractéristiques peut le rendre instable. Les lieux de
transfert peuvent étre obtenus par modélisation ou expérimentalement. Quelle gque soit la
méthode utilisée, ceslieux ne sont pas connus de fagon exacte.
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Ces raisons expliquent gu'en pratique, on ne se contente pas de réaliser un systéme
théoriquement stable. On assure la stabilité en prenant des marges de sécurité. Ces marges se
traduisent par une distance a respecter entre le lieu de la fonction de transfert en boucle

ouverte et le point critique d'affixe - 1.

V.1.5.1. Marge de gain (AG)

L'affixe du point critique a pour module 1 et pour argument -180°. Lorsgue I'on se fixe
une marge de gain, on se donne une distance a respecter entre le point critique et le point de la
FTBO pour lequel la phase vaut -180°. Une valeur de marge de gain couramment utilisée
est 6dB (une marge de 6dB, autorise une variation de 100% du gain de boucle sans risque
dinstabilité).

V.1.5.2. Marge de phase (Ag)

La marge de phase est |a différence de phase entre la phase du point de la FTBO de
module 1 et la phase du point critique (-180°).
On utilise couramment une mar ge de phase de 45° qui garantit un fonctionnement correct de
la plupart des systemes

Remarques:
- Lareprésentation de BODE permet une lecture directe de lamarge de gain en dB

LA
0odB
T dB log(®)
—180° >
log(w)

FigureV.14: Marges de gain et de phase dans le plan de Bode

Dansle plan de BODE
Ap = 180 + ¢(w,o) (V.10)
AG = —||T|| 4p(w1g0) (V.11)

Dansleplande BLACK, lamarge de gain selit aussi directement en dB.
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u

dB

A

0dB "y >
—-180

Y

AG

FigureV.15: Marges de gain et de phase dans | e plan de Black

Dansle plan de NYQUIST, lamarge de gain et de phase sont mesurées comme suit :

Figure 16: Marges de gain et de phase dans le plan de Nyquist

Le point M est défini par I'intersection du lieu de Nyquist de T(p) avec le cercle centré a
I’ origine et de rayon unité.

Lepoint N est défini par I’intersection du lieu de Nyquist avec le demi-axe réel négatif.
- Lamarge de phase Ao est I'angle orienté (ON, W).
- lamarge de gain, exprimée en dB, est AG :

AG = —201log(X), X = ||ON||
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V.2. PRECISION
Considérons le systéme asservi ci-dessous:

B(p)

+
EP AP op | Ga(p) =)

A

H(p)

FigureV.17: Systéme asservi avec perturbation

Ce systeme asservi est congu afin de faire suivre ala sortie S(t) une loi déterminée par |'entrée
g(t). Laqualitéd'untel systéme sejugera:
+ par sastabilité
+ par laprécision avec laquellelaloi est suivie
Afin d'évaluer la précision de ce systeme, on définit atout instant I'écart (ou I'erreur) (t) .
Le cas idéa de point de vue précision est davoir a chaque instant &(t) = 0. Cependant
I'entrée e(t) peut varier au cours du temps et le systeme est soumis a divers perturbations.
I'écart n'est pratiquement jamais nul.
Remar ques:
0 Minimiser ou annuler I'écart quant |'entrée e(t) varie au cours du temps, c'est
résoudre un probléme de pour suite.
0 Minimiser ou annuler I'écart quant I'entrée e(t) est constante, c'est résoudre un
probleme de régulation.
V.2.1 Etude avec perturbation nulle" Précision visa vis|'entrée"
Dans ce cas-la, le schémade lafigure ci-dessus se ssimplifie et on obtient |e schéma-bloc ci-
dessous:

€ S
E(p) ;@ (P) N G(p) (pl

- avec:
G(p)=G1(p).Gz(p)

A

H(p)

FigureV.18: Systeme asservi sans perturbation
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Expression del'écart £(p)

e(p) = E(p) — S(p).H(p)
S(p) = &(p).G(p)

e(p)[1+ G(p). H(p)] = E(p)

= e(p) = E(p) — G(p).H(p).£(p)

e(p) = % avec T(p) = G(p).H(p) : FTBO.
_ E(®
e(p) = T’I‘(p) (V.12)

L'écart €(p) nedépend que del'entrée et dela fonction de transfert en boucle ouverte T(p)

L'écart, comme lavariable de sortie s(t), comporte une partie transitoire et une partie
permanente.
- Au cours du régime transitoire, il est appelé I'écart dynamique €4 (précision dynamique)
- Au cours du régime permanent, il est appelé I'écart statique e (précision statique) .
Ecart statique
L'écart en régime permanent est lavaleur de e(t) quand t tend versl'infini:
& = lim &(t) (V.13)

t—>+oo

Pour obtenir & a partir de €(p), il faut appliquer le théoréme de lavaleur finae:

g = limpe(p) = limpﬂ
p-0 p~0 1+ T(p)
E(p)
= li —_— V.14
&= P 1T+ T(p) (V.14
Ecart deposition " &,"
C'est I'écart quand I'entrée e(t) est un échelon.
Nous avons de ce cas:
E
e(t) = Eq.u(t) = E(p) = ?0 avec E, I'amplitude de 1'échelon
I'expression de ¢, est :
Eo
. 1% . Ey
=1 —f  —\im—2
TP T T(p)  pool+ T(p)
=1 Eo V.15
T T+ T (V.15)

Laforme généralede T(p) est :
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14 byp + byp? + bsp® + -+ + by p™
pP*(1+aip + azp? + azp® + -+ a,p™)

T(p) =K (V.16)

a: correspond a la classe du systéme ou encore au hombre d'intégrateurs présents dans la
fonction de transfert en boucle ouverte T(p) et K est la gain de lafonction de transfert T(p).

N
T) = K- /N (0) = D(0) = 1
p*D(p)
& = limi = limL = lim Eop™D(p)
P ps01+T(p) »-0 1 N(p) p~0p%D(p) + KN(p)
RO
p=L\p
Eop”
=i V.17
Lo DK 17
si 0=0 (T(p) est de classe zéro) alors:
14K
sio>1 (T(p) est de classe> 1) alors:
& =0

» Pour annuler I'erreur de position, il faut au moins une intégration dans la
fonction de transfert boucle ouverte T(p) (a=>1)

» S T(p) est declasse 0, I'erreur diminue quand le gain K augmente.

e(tr s(t4
o>l &=0
Eol =
w=Eo/(1+K)
Eo
o=0
t t

FigureV.19: Erreur de position

Ecart devitesse (trainage) " €,,"

Cet écart est défini pour une entrée en rampe
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a
e(t) =a.t.u(t) = E(p) = ?
Dans ce cas, nous avons.
a
l P _y .
=limp——m——=lim————
“p0l THT()  poopll + T(p)]
= lim = lim ap” D)
0 [1 Lk NP ] p=0p*D(p) + KN(p)
p“D(p)
apa—l
& _%)l—r%p“+K (V.18)
si 0=0 (T(p) est de classe zéro) alors:
&y =t
sio=1 (T(p) est de classe 1) alors:
_a
& =%
si 0>2 (T(p) est de classe>2) alors:
& =0

» Pour annuler I'erreur de position, il faut au moins deux (2) intégrations dans la
fonction de transfert boucle ouverte T(p) (a=2)

» SiT(p) estdeclasse 1, I'erreur de vitesse diminue quand le gain K augmente.

-

e(t) s(t) A

ety S

o=0

>t

FigureV.20: Erreur de vitesse
Ecart en accélération " g,

Cet écart est défini pour une entrée sous forme parabolique.

2

t a
e(t) = a.?.u(t) = E(p) =—

p3
on peut vérifier aisement que :
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a—2

. ap
£a=11_r)r(1)pa+K

si a=0 Va = 1 (T(p) est de classe zéro ou de classe 1) alors:

Eq = to0
si 0=2 (T(p) est de classe 2) alors:
a
fa =%
si >3 (T(p) est de classe>3) alors:
& =0

(V.19)

» Pour annuler I'erreur de position, il faut au moins deux (3) intégrations dans la

fonction de transfert boucle ouverte T(p) (a=2)

> Si T(p) est declasse 2, I'erreur en accélération diminue quand le gain K augmente.

Tableau récapitulatif

E CESSQn S(p)
P) + G(p) )
H(p) <
() = ) HE) = K—EL_ avec N(O) = D(0) = 1
p*D(p)
classe 0 classe 1 classe 2 classe 3
o= oa=1 o= a=
N E,
Ecart de position 0 0 0
1+K
Ecart de vitesse oo % 0 0
Ecart en accélération +oo +oo % 0

Pour diminuer I'écart en régime permanent, il faut augmenter soit:

+ LaganK

+ La classe o du systéme c'est a dire le nombre d'intégrateurs dans T(p)
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V2.2. Etude avec entrée nulle " Précision visa vis des perturbations’

Dans ce cas-1a, le schémade lafigure devient :

B(p)
+ B S(p)
O—;@&l Gi(p) —* Ga(p) e ﬂ:®——_’ G2(p) >
L L
" H(P).G(p) [«
Lasortie S(p) da alaperturbation B(p) est :
G, (p)
S = B V.20
() =17 AOLO) (p) (V.20)
Et comme ['écart E(p)=E(p)-H(p).S(p), on obtient 1'écart di a la perturbation :
—H(p)G,(p)
es(p) = —H(p).S(p) = < B(p) (v.21)

1+ G;(p)H(p)

Il suffit donc d'avoir eg(p) = 0 pour que la sortie du systéme ne sera pas affectée par la

perturbation.

Perturbation en échelon:
La perturbation b(t) est un échelon b(t) = Byu(t) = B(p) = %

L'écart en régime permanent d( a la perturbation est égale a :

. —H(p)Gz(p)
eg = limp

P T G, (G, (HGp) T P

Notons:
_ N1 (p) _ N, (p) _ _ _ _
Gi(p) = K1m et G,(p)H(p) = sz /N1(0) = N;(0) = D;(0) = D,(0) =1
. —H(p)G,(p) By By. K. N, (p).p™
eg = lim

—=—lim
P"Op 1+ G;(p)G2(p)H(p) p p—0 pa1*t@2D,(p).D,(p) + K1.N1(p). K. N, (p)

By.K,.p*™
m
p—0 pa1+a2 + Kl' Kz

&g = (V 22)
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Examinant lavaleur eg en fonction de a, et a,

al - O a’l - 1
(XZ:O a2>0 a2=0 a2>0
E€B BO'KZ & 0 0
1+K,.K, K,
Conclusion

En réponse a une perturbation en échelon, un systeme comportant au moins une intégration en
amont du point d'entrée de cette perturbation, aura un écart nul.

Ains il est clair que I'insertion d'un correcteur doit étre faite juste derriere le
comparateur.

Perturbation en rampe

Par un raisonnement similaire aux précédents, on aurait:

By. K,.p*~1
eg = —lim (l 2P (V.23)
P—>0pa1 *2 +K1.K2
Résultat :
a, = 0 a, = 1 aq > 2
B
B +00 K_O 0
1

En réponse a une perturbation en rampe, un systéme comportant au moins deux intégrations
en amont du point d'entrée de cette perturbation, aura un écart nul. Une augmentation du gain
K1 en amont du point d'entrée de la perturbation diminue I'écart d'un systeme comportant une
seuleintégration.
V.2.3. Erreur transitoire (Précision dynamique)
Ecart permanent visavisd'une entrée sinusoidale (Perturbation nulle)
On considére une entrée sinusoidale de laforme::

e(t) = Eysin(wgyt) (V.24)
Comme |'écart €(p) est égal a:

E(p)

e(p) = T’I‘(p)

L'écart eg(t) en régime permanent est un signal harmonique:
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eg(t) sin(wet —arg[1 + TJwy)]) (V.25)

_P_J&__
1+ T(wy)
Ains, lemodulede I'erreur eg(t) est, approximativement, inversement proportionnelle au
gaindelaFTBO T(p) alapulsation wy, .

La connaissance du diagramme de BODE de T(Jw) permet de déterminer 1+ T(Jw,) €t
d’ évaluer en consequence le module de I’ erreur. Si le module de I’ erreur doit rester inférieur a
une valeur donnée e;__ on détermine lavaleur du gain K aadopter.

M éthode de la sinusoide équivalente

On cherche a maintenir I'erreur dynamique inférieur a une valeur e __ . Pour un signal

d'entrée quelconque, |'expression de I'erreur dynamique est souvent complexe. Cependant sSil
existe une limitation des signaux d'entrée en vitesse et en accélération, il possible d'obtenir
une condition caractérisant le précision exigee.

Lesignal d'entrée est alors défini par :

V < Umax
Y = Ymax

Parmi les signaux satisfaisant ces conditions, le signal sinusoidal est deloin le plus simple.
Soit e(t) = Eysin(wyt) unte signa.

(V. 26)

La vitesse maximale de ce signal est v,,,, = Eqw, €t l'accélération maximale est y,,4, =
Eqwo? .

Ona

2
Umax

ymax
N w 0=
ymax vmax

E():

Lacondition a satisfaire est :

el <
1+ T(p)l  “Emax

d'ou
vmax 2
Vmax
_— <¢g
1+ T(p) Fmax
pespes
On obtient:
vmaxz
|1 + T(p)lpzjymax =
Umax max SEmax

Notons que cette condition est nécessaire et peut dans certains cas n'étre pas suffisante.
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V.3 Rapidité
V.3.1 Réponsetransitoire

Considérons un systéme peu amorti d’un ordre supérieur a deux (approximé par deux
pbles complexes conjugués dominants), soumis a une entrée échelon, dont la réponse est

donnée ci-dessous:

s(t) ' ' ' ' ' ' '

Dy

/\, +5%
Stinale=KEo —~———
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

0 tm trs06

FigureV.21: Réponseindicielle d'un systéme peu amorti
Letempsderéponse a 5% noté t;sy, est défini comme le temps a partir duquel laréponse du
systéme entre définitivement dans la zone des 5% autour de savaleur finale.
Le temps de monté est le temps au bout duquel la réponse passe pour la premiére fois a sa
valeur finale. 1l est défini lorsque e régime transitoire est oscillant.
Généradement ces deux grandeurs sont utilisées pour caractériser la rapidité d'un systeme.
Plus ces grandeurs sont faibles, plus e systeme est rapide.
Exemple: Lasysteme 1 est plus rapide que le systeme 2

VN

KEo @
095 KEg- — A ——Sroa=—— ——=- )

A — — — —\— —
- — - — — 2 —

18]

FigureV.22: Comparaison entre deux systémes du premier ordre
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V. Performances des systémes asservis

V.3.2 Réponsefréquentielle
V.3.2.1 Bande passante

On appelle bande passante a -3dB (ou a-6dB) d'un systéme I'ensemble des pul sations
pour lesquelles le signal de sortie subit un affaiblissement inférieur a 3dB (ou 6 dB) par
rapport a savaleur pour w=0.

Fgg — Fqg(0) > —3dB (ou — 6dB)
Cette définition fait intervenir la pulsation de coupure a-3dB (ou a-6dB).

On appelle aussi bande passante la plage de pulsations ou de fréquences pour lagquelle
le signa de sortie subit un affaiblissement égal a sa valeur pour w =0. Cette autre définition
fait intervenir la pul sation de coupure w.,. (pulsation de coupure a 0dB).

Le diagramme de Bode en amplitude de la fonction de transfert en boucle fermée F(p)
affecte le plus souvent une des formes ci-dessous.

Fas

A

FaB max

Fas(0)

o) o =~ () o0~ log(e)
-4+——Bande passante a -3dB———p i
- Bande passante >

Figure V.23: Bande passante et pul sation de coupure
V.3.2.1 Relation entra la bande passante et larapidité d'un systeme

Soit un systeme asservi aretour unitaire de fonction de transfert en boucle ouverte T(p):

K  N(p)
1+ B D(p)

E(p) +® K S(p
T 1+1p

Safonction de transfert en boucle fermeée F(p) vaut:

T(p) =

Y —

K
F(p) = ) _Np) K K1
1+ N@)+D(p) K+1+1wp 1+KL+1P

T

F(p) est une fonction de premier ordre de gain % et de constante de temps 7

Si I’on trace le diagramme de gain de F(p) :
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Ecart de -3dB

K
20lo
g(K +1)

L

Q

0
BP 4 -3dB %%,
@

-t

-« BP

FigureV.24: Bande passante d'un premier ordre

Dans ce cas, labande passante a-3dB est |'intervalle [0, ﬂ]

T

Remarque: : La bande passante est définie sur le diagramme de gain de la fonction F(p) et
non sur le diagramme de gain de la T(p) utilisée pour |’ étude de la stabilité.

Il est alors nécessaire de réaliser un lien entre les bandes passantes de la FTBO et de laFTBF.
D’une maniere générale, on montre que la bande passante a -3 dB d’un systéme en BF peut
étre approchée par la pulsation de coupure 20 dB desaFTBO (st K>>1).

Dans le cas particulier du systéme du 1'* ordre, plus t est faible, plus t;sy, =37, le temps de

réponse a 5% est faible et donc plus le systeme est rapide. La réponse harmonique du

systeme du 1" ordre, montre que plus 1 est faible, plus la bande passante [0, #] est

élevée. On peut déduire que le systeme est d’autant plus rapide que la bande passante est
élevée. C est le cas pour tous | es autres systémes physiques.
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V. Performances des systémes asservis

Exercices sur le chapitreV

Exercice NO1 :

Discuter la stabilité suivant lavaleur du gain positif K des systémes bouclés qui ont pour

. ) - K
fonction de transfert en boucle ouverte : T,(p) = P(P+3)(p+4)
K
T =

K(1+Tp)
p(p+ 1)(0.5p + 1)

T5(p) =

Exercice NO2 :

Un systéme bouclé est caractérisé par une fonction de transfert en boucle ouverte T(p) :

K

()= p(p + 3)?

Etudier la stabilité du systéme bouclé en utilisant |e critére de Nyquist.

Trouver lavaleur de K pour imposer une marge de phase égale a 45.

Exercice N°03

Soit le systeme en boucle fermée de lafigure avec :

(P +1)° u(t) elt) o) vit)
< _%

Tracer lelieu de Nyquist de: T(iW)=———
I yqui (iw) TR

v

Déterminer lafréquence d’intersection avec I’ axe réel, w;.
Discuter la stabilité du systéme bouclé, en spécifiant en particulier :
a)- laplage du gain K assurant la stabilité.

b)- Positions des pdles correspondant au gain critique.

Pour une entrée échelon, trouver I'expression de I'erreur statique et déterminer
I"intervalle du gain K assurant alafoislastabilité du systéme et une erreur inferieure &
20%.
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Exercice NO4
Soit le schémarbloc d’ un systéme asservi de lafigure ci-dessous ou (t) est I entrée et b(t) une

lb(t)
e(®) +<»EP) [ 10 L7 10 s()
®_ T (p+3) < ) " (p+1) ’
Calculer pour les deux cas ci-dessous lavaleur de |’ erreur statique
1. e(t)=u(t) et b(t)=0
2. g(t)=0 et b(t)=u(t)

Exercice NO5

|. Soit le systeme asservi de lafigure ci-dessous :

X K Y(p
@{%ﬁ (1+ 0.1p)1+ 0.0125) l

-En appliquant le critére de Routh, montrer que le systéme est toujours stable pour K positif.

perturbation mesurable.

- Pour K=1, tracer le diagramme de Bode de la fonction de transfert en boucle ouvert T(p).
- Déterminer lavaleur du Gain K correspondant a une marge de phase de 45 degrés.

- Calculer en fonction de K les erreurs de position et de vitesse.

II. Pour améliorer la précision du systeme bouclé, on goute comme indiqué par lafigure ci-

dessous un compensateur de fonction de transfert ¢ (p) = o2
ApJg K Y(p)
. Cle) g (i{+0.1p)1+0.0125) >

- Donner lanouvelle expression de T(p).
- Donner la nouvelle valeur de K pour obtenir la méme marge de phase que
précédemment.

- Cadculer en fonction de K les nouvelles valeurs des erreurs de position et de vitesse.
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VI. Correction

Chapitre
VI Correction

INTRODUCTION

Au cours du chapitre précédent nous avons étudié les performances d’ un systéme asservi a
savoir la stabilité et la précision. Nous avons montré que pour annuler |’erreur statique, la
FTBO doit comporter un ou plusieurs intégrateurs et doit présenter un gain statique K le plus
élevé possible. Par contre pour obtenir un bon degré de stabilité il faut une marge de phase et
une marge de gain suffisantes, d’ ou un gain statique faible.

Il est clair que le respect des spécifications du cahier de charges ne peut étre en général
obtenu par un simple réglage d'un gain ou d'insertion d’intégrateurs. Dans la plus part des

cas, il est indispensable d’ insérer un correcteur (compensateur, régulateur).

V1.1 Structures de correction
V1.1.1 Correction série
Ce type de correcteur est inséré dans la chaine directe juste apres le comparateur, il est en

serie avec le systéme et délivre un signal de commande

m(t) = f(e) (VL. 1)

E—»((p ) g >—>8 C(p) Mip) > Systeme S(p) >

A

Capteur

FigureV1.1: Correction série
V1.1.2 Correction paralléle (en réaction)
Ce type de correcteur dispose d'une chaine de retour secondaire créée spécialement. Le
correcteur se met en paraléle avec un élément figé de la chaine directe. Le signa de

commande est donné par :

m(t) = fi(e) + f(x) (VL.2)
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[ M
50 5 e 2R e L] oy SR

L C(p)

H(p) D —

A

Figure V1.2: Correction paralléle
Ga(p) caractérisant f; () peut étre par exemple un correcteur série. f,(x) caractérise I’ action

de correcteur paraléle avec x est une grandeur intermédiaire entre la commande et |a sortie.
L . ds(t , . L
Généralement x = % et nous sommes dans | e cas d’ une correction tachymétrie.

V1.1.3 Correction par anticipation (compensateur)

V1.1.3.1 Compensation des perturbations (entrée nulle)

Dans ce cas nous supposons que la perturbation B(p) est mesurable. Il est alors possible
d éiminer I'influence de la perturbation B(p) en ins&ant un correcteur suivant la

configuration ci-dessous.

B(p)

C(p)

£ s
E%(p) s Gip) |—2% Golp) Gap) 1o

A

H(p)

Figure V1.3: Correction par anticipation (Compensation des perturbations)

Il suffit, de choisir

1
C = — V1.3
) =5 (V1.3)
Généralement la fonction GL@ n'est pas physiquement réalisable et on adopte des formes
2
approximatives de — n'y a plus aors de compensation parfaite du régime transitoire

) G2 (p)
des perturbations.
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V1.1.3.2 Compensation de |’ entrée (perturbation nulle)

C(p)

Y

€
E)_1 Gip) % Gap) o

H(p) <

Figure V1.4: Correction par anticipation (Compensation de |’ entrée)
Ce schéma peut étre transformé dans un premier sous une configuration permettant

d’ appliquer le théoreme de superposition pour le calcul del’ erreur.

lEz(P)=E(P)

C(p)

+
E1(p)=E(p)4;.®i> Gi(p) —té}—b Gz(p) S(pz

H(p) <

La sortie S(p) peut étre considérée comme la superposition de deux schémas blocs ci-

dessous :

€ S
EP) 325! e —f G P

H(p) <

R cp) X Galp) R

L _82

Gip) | H(p) |«
E(p)

&1(p) = (VI.4)

1+ G;(p)G,(p)H(p)
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_ _ —E®)C(p)G,(p)H(p)
&2(p) = —HP)S(p) = —— e )G HAD) (VL.5)
_ _ E®) _EMC(P)G()H(p)
P) =) +&0) = 133 G)6pRM 1+ 60 6mH) (VL.6)
Afind annuler I’ erreur vis-a-vis de |’ entrée, il suffit choisir :
C(p) = (VL.7)

G2 (p)H(p)
On notera que, dans ce cas, le systéme asservi suit parfaitement la loi d’ entrée. Comme le cas

de la compensation des perturbations, souvent la fonction n'est pas physiquement

1
G2 (p)H(p)

réalisable. La compensation ne sera donc pas parfaite dans les régimes transitoires.
V1.2 Classes des correcteurs
On peut définir deux classes de correcteurs:

1. Les correcteurs spécifiques qui sont déterminés a partir de la fonction de transfert en
boucle fermeée recherchée. 1l sagit de déterminer alafoisla structure et les parameétres
du correcteurs ( structure+parametres)

2. Les correcteurs classiques, dont la structure est bien définie et dont seuls les
parametres sont a déterminer.

V1.3 Correcteurs classiques (séries)
On distingue trois actions de base : Proportionnelle (P), Intégrae (l) et Dérivée (D),
qui permettent, individuellement, d’améliorer telle ou telle performance. Elles sont simples a

réaliser mais, en genéral, dégradent d’ autres performances.

Type d’action Signal de Fonction de Effet

Commande m(t) transfert

K>1 (Amplificateur) : améliore la
précision statique et la rapidité mais
dégrade la stabilité et augmente le
— - dépassement.

(P) ) = Kee(®) ‘W) =K K<l (Atténuateur): améliore la
stabilité et diminue le dépassement.
En revanche, la rapidité et la
précision sont dégradées.

Proportionnelle

Intégrale (1) 1t Cio) = L |Annule  T'erreur  statique  mais
m() = T, fo e(w)dv ()= T,p | introduit un retard de phase qui réduit

d autant la marge de phase.
Dérivée (D) C(p) =Typ | Améliore la rapidité et la marge de

d
m(t) = Tq 7 &(t) phase mais réduit lamarge de gain.

En général le correcteur recherché combine ces trois actions.
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V1.3.1 Correcteur Proportionne et dérive (P.D)
Le correcteur proportionnel et dérivé (P.D) de fonction de transfert C(p), s'insére dans la
boucle de commande derriére le comparateur. C’ est un correcteur série.
Latransmittance d un correcteur P.D idéal est :

C(p) = K.(1 + Typ) (VL.8)
ou K est legain del'action P et Ty est a constante de temps de I'action I.

La figure ci-dessous donne les réponses fréquentielle (amplitude et phase) de ce correcteur.

Diagrammes de Bode

T

Amplitude (dB)

Phase (deg)

Pulsation (rad/sec) Log(w)

Figure V1.5: Diagrammes de Bode d’ un correcteur P.l (K;=1)

Avantages

- Amédioration de la stabilité (par apport de phase)

- Augmente larapidité (par augmentation de la bande passante)
I nconvénients

- Amplifieles bruits de mesures

- Nepermet pas d'améiorer laprécision
V1.3.2 Correcteur a avance de phase
Dans un correcteur P.D, [I'action dérivee n'éant pas physiqguement réalisable
(Deg(N)>Deg(D)) on adopte :

Tap ) K, (1 +(t+ Td)p)

C(p)=K6<1+1+Tp 1+
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Que I’ on peut écrire sous forme :

C(p) K(Haw) >1 VL9
= —_— avec a .
V1.3.2.1 Diagrammes de Bode d’ un correcteur a avance de phase
On pose K=1 pour simplifier I’ é&ude.
1+artp
C = (—) >1 VI.10
®) ={7 . avec a ( )
Nous avons deux pulsations de cassure 1 et w2/ w1 < 2
! t ! VI.11
=— et w,=- .
w1 ar 2= 7 ( )
Les diagrammes d’ amplitude et de phase du correcteur sont donnés ci-dessous
Diagrammes de Bode
20Log(a) T T T T L T ™
%‘ -
] ]
£
< —
0 + Ll [
|
T T T
l
g | |
Py
g
o | |
N A A
pulsation (rad/sec)
Figure V1.6: Diagrammes de Bode d' un correcteur a avance de phase
Nous avons :
¢(w) = arctan(atw) — arctan(tw)
do(w) art T
do 14+ (awt)? 1+ (w1)?
do(w) 1
do =0=>w, = ﬁ (VI 12)
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st = o = s () = () =) 1 )
08\ Bm _Ogr\/E_ZOg 2a —20g ta’ 1) 2 o8 Ta o8 T

1
=3 [log(w,) + log(w,)]
Alorslog (w,,;,) est au milieu du segment [log(w,),log(w,)]
1+jva  (1+jVa) (1 —1’(1/\/5)) _2a+jva(@-1)

C(iwm)=1+j(1/\/a)_ 1+1/a a+1
_ Va(a—1) Va(@a—1) a-1
sing,, = = =
Jaa? +a(a—1)? Ja(a+1)2 atl
-1
@, = arcsin (Z m 1) (VI.13)

Notons que :

IC(Jwn)| = a;_*_l\/éla2 +ala—1)?%=+a

|C(jwm)|ap = 20logva = 10loga , adors |C(jw,,)|4p €st au milieu du segment [0, 201logal]

. a—1 ) 1+ sing,,
== =qg—-1eq=—T1"
singm =——— (a+1)sinp,=a—-1ea 1—sing,

1 + sin
a= 2 Pom (VL. 14)
1 —sing,

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

¢m | 0 [ 195° | 30° | 36,9° | 41,8° | 45,6° | 48,6° | 51,1° | 53,1° | 54,9° | 56,4° | 57,8° | 59°

L'intérét de ce correcteur est visible sur son diagramme de phase : il permet de remonter la
phase a la pulsation w,, , dou il est possible d'améliorer la marge de phase du systeme a
corriger. Si le correcteur a avance de phase se justifie, ¢’ est généralement |la marge de phase
est insuffisante.

V1.3.3 Correcteur Proportionnel et intégral (P.1)

Lafonction de transfert de ce correcteur est :

cp) =K, (1 + 711_p) (VL. 15)

V1.3.3.1 Diagrammes de Bode du correcteur P.I

On pose K=1 pour simplifier I’ é&ude.

1+Tjjw
Cljw) = ( Tij(j ) (V1. 16)
Nous avons une pul sations de cassure
1
we =1 (VI.17)
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Le module et la phase sont donnés par |es relations suivantes:

Vit Tiw)” (V1. 18)

C =
le@l = —2
¢(w) = —90° + arctan(T;w) (VI.19)
Diagrammes de Bode
3
2
2
£
<
]
g o
@ 45— i i
7]
2
o
-90

Figure V1.7: Diagrammes de Bode d' un correcteur Proportionnel Intégral (P.I)

Avantage:
Précision parfaite en réponse a un échelon a cause de I'action intégrale.

I nconvénients:
- Diminution de lamarge de phase et donc du degré de stabilité;

- Réponse lente.

V1.3.4 Correcteur aretard de phase
Comme nous venons de le voir, un correcteur P.I a pour fonction de transfert

1
co)=Ke(1+7)
Ce correcteur admet une forme approchée dés que I'intégration n'est pas pure:

~ ka (1 +Tip)
(1 + aT;p)

1
Cp)=k|l1+ 1

avec a>>1
D'une maniéere genérae, on appelle correcteur a retard de phase un correcteur de fonction de

transfert:
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1+ 1p)
C(P)=K;———= 1
(P) T+ amp) aveca >

V1.3.4.1 Diagrammes de Bode d’un correcteur aretard de phase

(VL.20)

Les mémes cal culs que pour le correcteur a avance de phase sont utilisés pour éudier

le comportement fréquentielle de ce correcteur.

a

Pour lapulsation w,, = — , la phase atteint une valeur minimale ¢,, = arcsin=—% . Le
wa 1+a
module & cette pulsation est égal & |C(jwm)|as = 20 log (\/ia) = —10loga .
Notons que :
1 —sin
o= fm (VI.21)
1 + sing,,
Le tableau ci-dessous, donne les vaeur de - ¢,,, enfonctiondea
a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
—@, | 0 [195° | 30° | 36,9° | 41,8° | 45,6° | 48,6° | 51,1° | 53,1° | 54,9° | 56,4° | 57,8° | 59°
Les diagrammes d’ amplitude et de phase du correcteur sont donnés ci-dessous:
-1010g(a) H
-20log(a)
Pulsation (rad/st‘ec)
Figure V1.8: Diagrammes de Bode d' un correcteur a avance de phase

V1.3.5 Correcteur Proportionnel Intégral Dérive (P.1.D)
V1.3.5.1 Correcteur P.I.D parallele

—» K

N M
g(t m
(t) 1 +
Tip
+
—» T4p
Figure V1.9: Structure d'un correcteur PID paralléle

Un correcteur P.1.D théorique peut étre défini par une fonction de transfert de laforme:
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1
Clp) =K+ ™ +Typ  avecT; > Ty (VL. 22)
iP

i

V1.3.5.2 Correcteur P.I.D série

m(t
8—>(t) K > 1 >+ > Typ —> ©
77[) 5 £

Figure V1.10: Structure d'un correcteur PID série

Dans ce cas, lafonction de transfert est:
1
C(p) =K (1 + T_) (1+Typ) avecT; >Tqy (VI.23)
P

V1.3.5.3 Correcteur P.I.D Mixte

> 1
1}p
+
&(t) P + m({)
+
—»  Tqp

Figure VI.11: Structure d'un correcteur PID mixte
Un correcteur PID théorique peut étre défini par :

1
C(p) =K (1 + — + Typ ) avec T; > Ty (V1. 24)
iP

1

Comme |'action dérivée n'est pas réalisable physiquement, un PID réel peut étre obtenu en

Tap
1+Tp

approximant leterme Ty p par avec Ty > T.

V1.3.5.1 Diagrammes de Bode d’un correcteur P.I.D
Nous considérons dans cette étude la structure mixte qui est la plus répondue.

Nnous avons:

1 1+ T;p+ T, Typ?
C(p)=K<1+—+po)=K< P dp)
Tp Tp

1+ Tp + T;Typ?
PT i7ap ) (VL. 25)

Tip
C(p) est une fraction rationnelle dont |es racines du numérateur sont réelles si:
T, = 4Ty (VL. 26)

En considérant I'équation (1V.26) , C(p) peut étre mis sous une forme :

C(p)=K(
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avec:

Clp) = %(1 +T,P)(1 + T,P) (VL.27)

i

OnnotequeT, + T, =T;et T; X T, =T; X T4

Nous avons deux pulsations de cassure 1 et ®2/ 1< ®;

1 1
0)1 - - et (l)z - = (VI. 28)

Diagrammes de Bode

Amplitude (dB)

Phase (deg)

r_/ TiTd
-90 : | ) SR A | 1 Ll ) e
0 1

Cours LAA311

107 10" 10 10
Pulsation (rad/sec)

Figure V1.12: Diagrammes de Bode d'un correcteur PID mixte
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V1.5 Méthode de Ziegler-Nichols (1942)
Ziegler-Nichols ont proposé deux approches pour ajuster rapidement les paramétres des
correcteurs P, Pl et PID. L'avantage principal de leurs méthodes est qu'elles permettent la
conduite d'un procédé dont lafonction de transfert est inconnue.
V1.5.1 Méthode en boucle fermée

Cette méthode est connue aussi sous le nom de méthode de pompage
V1.5.1.1 Principe de la méhode

A

S(p)

=0 47|

_T ]
FRVATAY

|
P
Tosc

Y

Systéme

\/

Figure V1.13: Principe de laméthode de Ziegler-Nichols (en boucle fermée)
- Régler le correcteur P.I.D en proportionnel pur (on laisse juste I'action P: T4=0 et T; — o)
- Augmenter le gain K jusqu'al'apparition des oscillations.
-Noter Koslavaleur du plus petit gain permettant de maintenir les oscillations.
-Noter Tos |a période des oscillations.

- Régler les paramétres du correcteur comme indiqué par le tableau ci-dessous

P PI PID
Série Parallde | Mixte
K KOSC KOSC KOSC KOSC
2 2,2 3,3 1,7
T| o) Tosc Tosc O; 85. Tosc Tosc
1,2 4 Kosc 2
Ty 0 0 Tosc K osc- Tosc Tosc
4 13,3 8

V1.5.2 Méhode en boucle ouverte
Cette méthode est basée sur la réponse indicielle du systeme a commander. A partir de la
réponse indicielle on trace la tangente au point dinflexion (la réponse indicielle doit étre

apériodique: sans dépassement). Ensuite, on mesure deux grandeurs T, et T,
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Figure V1.13: Réponseindicielle apériodique
On peut aors calculer les parameétres du correcteur choisi al'aide du tableau ci-dessous:
P P PID
K | To/T1| 09 ToTy | 1,2To/Ty
Ti |0 33T 2T,
Tq| O 0 05Ty

V.6 M éthodes basées sur la réponse har monique en boucle fermée

V.6.1 Méthode générale

Il sagit de spécifier la réponse harmonique en boucle fermée. De |14, on peut caculer la
réponse harmonique en boucle ouverte correspondante. Connaissant la réponse harmonique
du systéme arégler, on en déduit celle du régulateur.

V.6.2 Critére méplat

Considérons e systeme asservi aretour unitaire de lafigure ci-dessous :

T(p)

correcteur systéme

E(p) S(p)
X C(p) G(p) >
G(p) lafonction de transfert du systéme (d’ ordre n) arégler :
K

A+7pA+1p)..(L+1,p)

avec T ZTZ >>T32T4...2Tn

Y

Y

G(p) = (VL. 29)
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T(p) fonction de transfert en boucle ouverte :

K
A+7pA+1p)..(L+1,p)
Lafonction de transfert en boucle fermée F(p) vaut :

T(p)
1+ T(p)
Avec le critere méplat, on cherche a obtenir pour le systéme réglé la bande passante la plus

T(p) = C(p) X G(p) = C(p) X (VL.30)

F(p) =

large possible en évitant que le facteur de résonance dépasse 1. La réponse harmonique en

boucle ouverte (T(p)) correspondante a cet objectif est donnée par lafigure ci-dessous.

A

Figure V1.14 : Réponse harmonique de T(p), dimensionnement du régul ateur
selon critere méplat

On pose T((p) fonction de transfert en boucle ouverte recherchée :

1
2Tpp(1 + Tpp)

Pour obtenir donc T.(p) = T(p), on aligne la (ou les) pulsation(s) de coupure du correcteur

T.(p) = (VL.31)

(1T, lecas échéant 1/ Ty) sur la (ou les) pulsations de coupures du systéme a régler (1/11, le
cas échéant 1/ 1y).
Lafonction de transfert du régulateur est alors :

1+ Typ)(1 + T2p)

C(p) = (V1. 32)
T;
En substituant (32) dans (30) , on obtient :
(1+ Tip)(1 + Typ) K
T = X
®) T; 1+ 7p)(A +72p) ... (1 + T1p)
K

T(p) = (VL. 33)

Tip [1i=5(1 + 7;p)
En comparant (31 ) et (33) , nous aurons :
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K, 1
T; = 2K,T, (V1. 34)
n n
1_[(1 +1,p)=0+Tpp)=Tp = z T, quandt; <1
i=3 i=3
n
Ty = Z 7, (V1.35)

i=3

V.7 Synthése des correcteurs classiques danslelieu de Bode

Il n’ existe pas de méthode générale et systématique permettant de régler au mieux les
paramétres de des controleurs classiques. |l faut faire un choix au départ et valider (ou
invalider) ce choix alafin, ce qui permet d’ évaluer la solution par approximation successive.
Dans ce qui suit, nous allons détailler les étapes de réglage d’ un correcteur a avance de phase.
Pour les autres correcteurs les étapes de réglage seront étudiéesen TD.
V.7.1 Déter mination des paramétres du correcteur a avance de phase

Nous utilisons |es notations suivantes :

1+artp
FTBO.(p) = C(p) X FTBO(p) = T+ o X K..FTBO(p)
FTBO.(p) = 1-I_anxFTBO
() =T ne(P)

Avec:
FTBO(p) : Fonction de transfert en boucle ouverte du systéme a corriger
FTBO,.(p) : Fonction de transfert en boucle ouverte non corrigée.
FTBO,.(p) = K. x FTBO(p)
FTBO.(p) : Fonction de transfert en boucle ouverte corrigée (Correcteur + systeme)
- S laFTBO ne possede pas d'intégration, I’ écart de position ne sera pas nul, il faut
prévoir soit un intégrateur dans le correcteur, soit un gain suffisant.
Etape 1: Réglagedu gain K.

Le réglage du gain K. peut ére obtenu, en vérifiant si le gain de la fonction
FTBO,.(p) est suffisant face aux exigences de précision (écart de position, de vitesse, ...) et
(ou) aux exigences de rapidité (temps de réponse,...).

Etape 2 : Observation
Avec lavaeur obtenue de K, il faut vérifier maintenant la marge de phase. Si |e correcteur a
avance de phase se justifie, ¢’ est généralement qu’ elle est insuffisante. Le but est de placer le

correcteur de telle sorte que la pulsation wp, corresponde a la pulsation de coupure 2 0dB de la

Cours LAA311 Enseignant : 0. GUENOUNOU 91



VI. Correction

fonction FTBO,. corrigée, notée mqc . Le probleme est que I’ on ne connait que la pulsation de
coupure a 0dB de la fonction FTBOp non corrigée, notée wo, Choisissons une valeur de moc

|égéerement supérieure a 1,5wy.

Etape 3: Déermination delavaleur du coefficient a

Pour la valeur de wgc choisie, notons ¢ (w,.) la phase de la FTBO, . La phase du
correcteur, suppose bien placé est ¢,,. Le cahier des charges impose généralement la marge
de phase souhaitée A@. Par Ag=45° = p(wqy.) + 180° + @, = @ = —@(wy.) + 135°, On
déduit alorslavaleur de ¢,y,.

Lavaeur de ¢,,, impose une valeur dea selon larelation :
1+ sin ¢,
a=————
1 —sing,

Etape 4 : Détermination delavaleur du coefficient T

Si on veut que |FTBO(jwyc) X C(jwe)l =1 = |FTBOnC(ijC) X % , il faut que
oc

. 1 1+atjom . .. . . .

[FTBOyc (jodoc) | = 7= car |m| =+/a . Ceci permet de choisir, soit graphiquement soit

par calcul, une nouvelle valeur de w,, laplusréaliste.
A partir de cette nouvelle valeur de wg., on peut trouver la valeur de 7 par la relation

suivante :
1 1
wmVa  woca

T

Etape5: Vé&ification
On vérifie la valeur de la marge de phase. Si elle n'est pas conforme, reprendre la
détermination du correcteur a partir de |’ étape 4 en faisant |égérement varier la valeur du

coefficient a.
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Exercices sur le chapitre VI

Exercice 01 (Correcteur PID)

On réalise un correcteur en utilisant un Ampli Opérationnel parfait, selon lafigure 1.

W "
| | F——
R1 —
(p) *
T Up)
777 777
Figure 1
1. A partir du schéma, exprimer la fonction de transfert C(p) du correcteur sous la
forme:
U(p) K,
Cp)=—==Ki+—+Ksp
e o p 7

Exprimer les coefficients K;, K, et K3 en fonction des éléments du schéma.
2. Deque correcteur s agit-il?.
3. On choisit la valeur des ééments du schéma de la figure 1, afin que la fonction de
transfert du correcteur C(p) s écrive sous laforme::
wq X (1 +w£)(1 +£)

w
Cp) = - -
P p

Avec w; = 20 X 103 rad.s 1 et w, = 80 X 103 rad.s™!

e Caculer lesvaleurs numériques des coefficients Ki, K;et Ka.
e Représenter le diagramme asymptotique de Bode (gain et phase) de C(p).
Exercice 02 (Correcteurs: Proportionnel, avance de phase et retard de phase)

Soit le systeme asservi aretour unitaire de lafigure ci-dessous:

=en *%—8“” [ e

avec .

G( ) = 10K K>0
P = o +01p)’
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1. En appliquant le critere de Routh, montrer que le systeme reste toujours stable pour
K>0.

Déterminer lavaleur de K pour avoir une marge de phase de 45°.

Quelle est lacondition sur K pour avoir une erreur de vitesse inférieure a 0,01

Pour K=10, tracer le diagramme de Bode de laFTBO.

a W N

Peut-on avoir au méme temps une marge de phase de 45° et une erreur de vitesse
inférieure a0.01
6. Pour avoir une marge de phase de 45° et une erreur de vitesse inférieure a 0.01, nous
introduisant un correcteur a avance de phase dans la chaine directe. Déterminer les
parameétres du correcteur.
7. On décide d'utiliser un correcteur a retard de phase, déterminer les parameétres de ce
correcteur.
Exercice 03 (En relation avec le critére méplat)

Soit |e systeme asservi aretour unitaire de lafigure ci-dessous:

MeP— ow |

T

p(l +w_cp)

1. Donner I'expression de F(p) FTBF, puis déduire les valeurs du gain, de la pulsation

G(p) = Avec o, < w,

propre et du coefficient d’ amorti ssement.
Donner la condition pour avoir un systeme bouclé sans résonnance.
3. Donner la condition pour avoir un systéme oscillatoire amorti, dans ce cas donner
I’ expression du premier dépassement et la sortie S(t) (I’ entrée e(t)= 5u(t)).
4. Tracer le diagramme de Bode de la FTBO (Il faut tenir compte de la condition ®; <
wc)
5 Pourw,= 2w0; & w.= 10 o,, caculer lesmarges de phase correspondantes.

6. Pour w. = 2o, ,tracer lediagramme de Bode de la FTBF.
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Exercice 04 (Critere méplat)

Considérons le systéme asservi ci-dessous :

=e *?—8“” [ e

avec:
10

G(p) =
En utilisant le critere méplat, donner les correcteur correspondant.

Exercice 05 (M éthode Ziegler-Nichols en boucle ouverte)

>0
1+2p)(1+0,1p)

En utilisant la méthode de Ziegler-Nichols, donner les parametres des trois correcteurs (P, Pl

et PID) correspondants au systéme dont laréponse indicielle est donnée ci-dessous :

10

7L reponse du systéme
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