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1 Matrices

Une matrice m X n est une représentation de nombres sous forme d’un tableau de m lignes et n
colonnes.
a;n dpp
A= [ay axp

Chaque élément est désigné par deux indices i, j qui correspondent a sa position dans le tableau.

Si m = n, la matrice est dite carrée et si m = n = 1, elle se réduit & un scalaire. Les matrices sont
tres utiles pour résoudre simultanément les systemes d’équations :

a;1Xq + aA19Xo +---+ A1 Xy = b1
as1Xq + a9 Xo +---+ AonXn = bz

Ay X1+ ApoXy ++ +apXx, = by,

qui peuvent toujours se mettre sous forme matricielle comme suit :

ap; dip o Qip X1 by
Ay Gy -t Az | )Xo | _ ) Do
Ap1 Qdp2 " App Xn bn
ou sous forme compacte :
AX =B

A : est la matrice carrée d’ordre n contenant les coefficients du systeme linéaire

X : est le vecteur des variables inconnues

B : est le vecteur des variables connues

donc on transforme le vecteur X, en un vecteur B a I'aide de A, d’ou la définition suivante :

Une matrice M est une application linéaire qui associe a tout vecteur V une image V’

v vi=MmvV

Une matrice est dite matrice identité si elle associe a tout vecteur V le vecteur lui-méme (elle ne
fait aucune transformation du vecteur), elle est notée I :

vV =I1v=V

1.1 Determinant

Le déterminant d'une matrice carrée est un nombre tel que :

siA=ay; estdordre 1 (1x1):
det(A) =da
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SiA= [aij] est dordre 2 (2 x 2) :

aj; dp
det(A) = =aj1dyy — dz1d12
s 2
SiA= [aii] est dordre 3 (3 x 3):
a;; app a3
a a a a a a
det(A) = |Ay1 QApy dAo3z|=a 22 23] _ a 21 3 +a 21 22
11 1 13
dzz dsz3 az; dss az1 dsz
az1 dzz ds3
SiA= [aij] est d’ordre n (n X n) :
ap; -0 dip Agp -+ dgp asy - dap—1
det(A): oo cee cee :all “ee “ee oo _...+...:|:a1n cee cee
app °° Qpp dpo = App apr 0 Qupp—1

En élasticité, on se limite aux matrices d’ordre 3, (n = 3).

1.2 Opérations matricielles

A et B sont deux matrices de composantes a;; et b;; et m est un scalaire.

1. Egalité
Deux matrices du méme ordre sont égales si et seulement si toutes leurs composantes sont
égales une a une :
A=B : aij = bl]

2. Transposée
3. Multiplication par un scalaire

4. Multiplication matricielle
C=AB : Cijzzaikbkj
k

5. Inversion matricielle
A linversede A:AA™ =1

Remarques
1. AB#BA
2. det(AB) = det(A)det(B)
3. (AB)T =BT AT
4. det(mA) # mdet(A)
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1.3 Matrice de rotation

Un point P de coordonnées (x,y) exprimées dans un repére XY s’exprime par les coordonnées
(x’,y") lorsque le repére subi une rotation d’angle 0 et devient X'Y”.

Les nouvelles coordonnées s’expriment en fonctions des anciennes coordonnées comme suit :

x"=xcosb + ysin6
y' =ycosh —xsinf

soit sous forme matricielle :
x| | cos(8) sin(6)| |x
y'[ | —sin(@) cos(0)| |y

ou encore, en plus compacte : V/ = AV

A est la matrice de rotation de repére, elle contient les cosinus directeurs des nouveaux axes par
rapport aux anciens axes. Si on note les vecteurs unitaires des axes originaux e et e5, ceux des
nouveaux axes e; et e; alors :

7
dij =¢€; " €j
Y
\
Y
P
y .S
)
&
0
» X
€ X

1.4 Somme de deux rotations
Lorsque le repére X’Y’ subit lui aussi une rotation d’angle ¢, les coordonnées (x’, y’) deviennent

(x”,y") tel que :
x| | cos(¢) sin(¢)| |x’
y'[ | —sin(¢) cos(¢)]| |y’

v’ =BV’

B est la matrice de la seconde rotation.
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En fonction des coordonnées origines (x,y) :
x| | cos(¢) sin(¢) cos(0) sin(0) | [x
y"[ | —sin(¢) cos(¢)| | —sin(0) cos(0)| |y

VvV’ = BAV

soit :
Le produit matricielle donne :
x| | cos(B0+¢) sin(0+¢)| |x
y'[ | —sin(6+¢) cos(B+¢)| |y
1.5 Inverse d’une rotation

Si le repére (X’Y’) subit une rotation d’angle —6, on retrouve le repére initial (XY), d’ot :

x| | cos(—0) sin(—60)| |x"| _|[cos(8) —sin(0) | [x’
y| | —sin(=0) cos(—0)| |y’ [ |sin(O) cos(0) | |y’

Linverse d’'une matrice de rotation est égale a sa transposée.

1.6 Rotation 3D

La rotation 2D fait changer les coordonnées x et y, la coordonnées z reste telle quelle (z” = z).
On dit que la rotation 2D se fait par rapport a ’'axe Z et on écrit le changement de coordonnées
en incluant z comme suit :

x’ cos(6) sin(6) O] [x

y' }=|—sin(@) cos(8) O|<y

z 0 0 1 b4
V =A,V

De méme on écrit les matrices de rotations d’angles 0, et 6, par rapport aux axes X et Y comme
suit :

1 0 0
A, = |0 cos(8,) sin(B,)
0 —sin(6,) cos(6,)
cos(6,) 0O sin(Gy)_
A, = 0 1 0
| —sin(6,) 0 cos(6,) |

Remarque
Une rotation A, par rapport a X suivie d’'une rotation A, par rapport a Y est différente de la
rotation A, suivie de la rotation A, :

AA #AA,
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2 Transformation linéaire

Une transformation linéaire est une transformation dans laquelle chaque nouvelle variable est
une combinaison linéaire d’anciennes variable. En 2D :

x'=ax+by ; y =cx+dy

avec a, b, ¢ et d sont des constantes.

Du point de vue vectorielle :

M est la matrice de la transformation
Si x” est perpendiculaire a y’ et x’ 24 y’2 = x2+y? alors la matrice M est une matrice orthogonale.

La longueur d’'un vecteur ne change pas avec la rotation d’axes et on dit que la rotation est une
transformation orthogonale

Définition
Une transformation orthogonale est une transformation linéaire qui préserve les longueurs. La
matrice M d’une transformation orthogonale est une matrice orthogonale et on a :

M t=Mm"

Lorsque les longueurs ne changent pas, on a :
X2+ y?= 2 +y’2
=(ax+by)? +(cx +dy)?
=(a?+cAx?+ (b2 +d?)y? +2(ab +cd)xy

d’oti :
a®+ct=1
b*+d*=1
ab+cd=0

ou bien, en utilisant la matrice de transformation M :
a b||a c| _ a’+c¢®> ab+cd |10
c d||b d| |ab4cd b>+d%*| |0 1

MMT =1

soit :

ou
MT=m"!
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3 Valeurs et vecteurs propres

Dans une transformation linéaire, un vecteru V d’origine (0, 0) et d’extrémité (x, y) se transforme
en vecteur V’ d’origine (0,0) et d’extrémité (x’, y’), il subit alors une rotation et un allongement
(ou rétrécissement).

La transformation engendre un changement de direction et un changement de module des vec-
teurs.

Si on veut s’intéresser aux vecteurs qui ne subissent pas de rotation avec la transformation alors
on cherche V' qui restent paralléles a V :

V]V & V =AV

A est une constante scalaire.

En utilisant la transformation :
MV =AV

ce qui donne
(M-ADV=0
qui possede une solution non triviale (V # 0) si le déterminant : det(M — AI) =0
Les racines de cette équation sont appelées valeurs propres de la matrice M et les vecteurs cor-
respondant sont appelés vecteurs propres.
Exemple

On considere la transformation :

x'=5x—2y _ x| |5 —2|]x
y'==-2x+2y ’ yl |1-2 2 y

Les valeurs propres sont solution de

=0 ; (G-A2-1)-4=0

5-4 =2
-2 2-A

ce qui donne deux racines : A=1etA=6

Les vecteurs qui ne subissent pas de rotation s’obtiennent par résolution du systéme pour chacune
des valeurs de A

pour A=1:

{ i);;_iz_');::% donne la droite: 2x —y =0
pour A=6:

{ :;Cx—_ZZy=:OO donne la droite: x+2y =0

Les deux droites définissent les directions propres, on dit aussi ‘directions principales’
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Les vecteurs paralléles a la droite 2x — y = 0, ne subissent aucune transformation et les vecteurs
paralléles a la droite x 4+ 2y = 0, s’allongent de 6 fois leurs longueurs initiales.

Tous les autres vecteurs subissent une rotation et un changement de longueur en méme temps.

Les vecteur unitaires définis le long des deux droites sont les vecteurs propres normalisés. Ils
définissent une base puisque les deux droites sont perpendiculaires. ces vecteurs sont :

, 1
e.=—=<1 2>

Y

, 1
e=—=<-2 1>

2 V5
Exemple

Le vecteur V = {1

1
} devient :

, 5 —=2][1] _[3
il était de longueur v2 et incliné de 45° par rapport I'axe X et devient de longueur 3 et paralléle

alaxe X.

1
Le vecteur V = {

2} parallele a la droite 2x — y = 0 devient :

o5 -

Le vecteur V = { 1 } paralléle a la droite x + 2y = 0 devient :

<[ S

il ne subit qu'un allongement de 6.

il ne subit aucun changement

3.1 Diagonalisation d’une matrice

On s’'intéresse dans la diagonalisation d’une matrice a la description de la transformation linéaire
qu’elle représente dans un nouveau repere déduit par rotation du repére initial pour confondre
avec les direction principales.

Dans le repére initial (XY ) muni de vecteurs unitaires (e, e5), la transformation d’un vecteur V
a laide de la matrice de transformation M donne :

V =MV
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Avec une rotation d’axes de matrice A, les vecteurs V et V’ s’expriment par :

U=AV ; U =AV

soit par rotation inverse :
v=A'U ; V=AU

La transformation de V en V' a 'aide de M s’écrit :
ATu' =M(ATD)

d’ot1 la transformation de U en U’ :
U =AMA'U U =DU

Si la rotation fait coincider les nouveaux axes avec les directions principales, alors la matrice D
est diagonale. La matrice de rotation contient les deux nouveaux vecteurs unitaires calculés en
normalisant les directions principales.

Exemple

Dans I'exemple précédent les directions principales sont données par les deux droites y —2x =0

et 2y —x = 0. Les vecteurs unitaires dans ces deux directions sont : e} = % <1l 2>et

e’ i5<—2 1>

2= /5

1 2
. : A= L
La matrice de rotation est : A = 7 [_2 1}

L'angle de rotation est : 6 = arccos(e; - e]) = 63.435°

La matrice diagonale s’obtient par :

D=AMAT=L[1 2} [5 —2]i{1 —2}=1[5 o}=[1 0}
Jl-2 1|2 2|32 1 5[0 30 0 6
Avec la rotation d’axe, la transformation M est décrite d’une maniére plus simple. Dans le nou-
veau repére, on peut écrire :
x'=x
{ y' =6y

4 Tenseurs

Les tenseurs sont la généralisation des scalaires, des vecteurs et des matrices. Un tenseur est
un mot générique d’entités mathématiques qui désigne une quantité physique. La description
d’un tenseur dépend du repere de référence utilisé. Dans ce cours, on s'intéresse aux tenseurs
cartésiens, le systeme de référence est donc un repére orthonormé (OXY Z) qui peut subir une
rotation de matrice A et changer en un repére (0X'Y’Z").
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Ordre Entité Dimension Nbr. Composantes Notation

0 scalaire 2D 20=1 a
3D 30=1

1 vecteur 2D 21 =2 a;
3D 31=3

2 matrice 2D 22=4 a;
3D 32=9

n 2D n aijk...
3D 3"

4.1 Définition

Un tenseur cartésien T d’ordre n est une fonction qui associe a un repére (2D/3D) un groupe de
(2"/3") composantes réelles T;jy... qui se transforment selon la relation suivante :

3

r_
T = Z Qi Amjank - Tij.. (1)
ij k=1

lorsque le repere subi une rotation de matrice A. Les a;; désignent les cosinus directeurs des
nouveaux axes du repére (OX’Y’Z") par rapport au repére initial (OXY Z). T;j... sont les compo-
santes du tenseur exprimées par rapport au repére initial et Tl’mn”_ sont les nouvelles valeurs des
composantes du méme tenseur exprimées dans le nouveau repére.

4.2 Tenseur d’ordre 1

Un tenseur d’ordre 1 (vecteur) est un ensemble de trois composantes (repére 3D) V; définies dans
un repere (OXY Z) et deviennent Vz/ lorsque le repere subi une rotation de matrice A.

3
V=Y auV; @)
i=1

Exemple

Une poutre inclinée de 30° par rapport a ’horizontal, chargée a son extrémité par une force F
verciale de 500KN.

La force est une quantité physique représentée par un tenseur d’ordre 1 dans un repere 2D. Son
expression par rapport au repere (OXY) est :

_ F]_:O

A. Seghir Cours d’élasticité, 4°™Année et Master I — Génie Civil 10



Fig. 1 — Exemple de rotation de repére

La matrice de rotation du repére (OXY) au repére (OX’Y’) lié a la poutre est :

Ao 1= cos(30) a;p =sin(30) | V3/2 1/2
" |ay =—sin(30)  ay, =cos(30)| | —=1/2  +/3/2

Lexpression de la force dans le nouveau repére (OX’Y’) devient :

-
[
M

all-Fl- = a11F1 + alez = —250KN
i=1
2
i=1

1

Sous forme matricielle :
P cos(30) sin(30) 0 | =250 KN
~ | =sin(30) cos(30)| | =500 ~ | —250/3
4.3 Tenseur d’ordre 2

Un tenseur d’ordre 2 (matrice) est un ensemble de neuf (09) composantes (repére 3D) V; j définies
dans un repére (OXY Z) et deviennent Vk’l lorsque le repere subi une rotation de matrice A.

3
/
Vkl = Z akialeij (3)
i,j=1
Exemple
Si dans 'exemple précédent le vecteur force est lié au vecteur déplacement de I'extrémité libre :
F=KU

avec K est une matrice 2 X 2 ou tenseur d’ordre 2, alors dans le nouveau repére (OX’Y’) nous
avons :
F'=AF etU =AU
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ce qui donne par inversion :
F=A"F etU =AU’

En remplacant dans I'expression F = KU, on exprime la nouvelle relation entre la force et le
déplacement :

ATF =KATU)
soit :

F'=K'U’ avec K’ = AKAT

Posons V = KA', ses composantes s’écrivent :

2 2
_ T _
Vig =D Kij(aj)" = Y agiK;;
=1 =1

La multiplication a gauche par A donne les composantes de K dans le nouveau repére :

2
/ f— . . e "
Ky = Zaprlq = Z pi
: -

2 2 2
agiKij = ) | apiagiK;;
i=1 i =1

i,j=1

J

4.4 Propriétés des tenseurs
a) Symétrie

Un tenseur d’ordre n > 2 est dit symétrique par rapport a une paire d’indices si ses composantes
restent inchangées sous I'effet d’'une permutation de ces indices :
Vijk-. = Vjik... - symétrie par rapport a ij, et

Vijk-. = Vikj... - symétrie par rapport a jk

b) Antisymétrie

Un tenseur d’ordre n > 2 est dit antisymétrique par rapport a une paire d’indices si ses compo-
santes changent de signe sous I'effet d’'une permutation de ces indices :
Vijk-. = —Vjik... - antisymétrie par rapport a ij, et

Vijk... = —Vix;j... - antisymétrie par rapport a jk

c) Isotropie

Un tenseur est dit isotrope si ses composantes restent inchangées sous I'effet d'une rotation de
repére. Exemple : le tenseur identité I : I’ = AIAT =1
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5 Notation indicielle

Pour une écriture compacte et allégée des expressions mathématiques, on utilise la notation indi-
cielle. L'espace tridimensionnel est rapporté a un repere orthonormé (OX,X,X5) dont les vecteurs
unitaires sont notés : e, e, et e5. Un point M est localisé par les coordonnées x, x5 et x5 et noté
M(x;), I'indice i prend les valeurs 1 a 3 (ou 1 a 2 si I'espace est 2D).

Les tenseurs que nous rencontrerons dans ce cours seront notés comme suit :

Tenseur d’ordre 0 Scalaire a, b, a 1 composante
Tenseur d'ordre 1 Vecteur aq;,v;,V; 3 composantes
Tenseur d'ordre 2 Matrice  a;;, vij, Tj; 9 composantes
Tenseur d’ordre 3 Aijk > Vijk » Tijk 27 composantes
Tenseur d’ordre 4 aijki> Vijkt> Dijii 81 composantes
X\ X
AY
\
AY
AY
‘M
€

FiG. 2 — Notations utilisées pour I'espace 3D

5.1 Convention de somme
Si on considére la somme :
S=ajxq+asxy+---+ayx,.

son écriture compacte usuelle est :
n n n
SZZaixi ou:SZZajxj oubien: S = E A Xm
i=1 j=1 m=1

Les indices i, j et m sont appelés indices muets dans le sens ol la valeur de S ne dépend pas de
l'indice utilisé dans I'expression de la somme.

On peut simplifier d’avantage I'écriture de cette somme on adoptant la convention de somme
d’Einstien suivante :
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Lorsqu’un indice est répété (apparait 2 fois) dans un méme terme, ¢a implique une somme sur Uindice
répété

Lécriture précédente se simplifie donc en :
S =a;x; 4

Remarque

Les expressions telles que a;b;x; ou I'indice apparait plus de deux fois sont exclues de la conven-
tion, le signe ) doit étre gardé pour désigner une somme des termes, sinon l'ecriture est inter-
prétée comme un seul terme.

En élasticité sauf indication ou précision, la somme s’applique de 1 a 3.

Exemples :
a; bi =a; bl + as b2 + as b3 (produit Scalaire)

Cij = €11+ Cog +C33 (trace de la matrice)

Double somme

Lorsqu’un terme contient deux indices, chacun apparait deux fois, une double somme sur les deux
indices est interprétée.

Exemple :

a;jxix; = (@;xx1) +(@ix;x2) + (aj3x;x3)

(a11Xx1x7 + a1 X2xq + az;x3xq)
(@12X1X5 + AgX9X5 + A33X3X3)

(a13X1X3 + az3XoX3 + az3X3x3)

5.2 Indice libre

Un indice est dit indice libre s’il est répété de part et d’autre du signe égal (=) d’une équation.
L'écriture :

Ci = Ai + Bi (5)
est interprétée comme suit : le vecteur C est la somme des vecteurs A et B.
Lécriture :
Y; = AX; (6)

comporte un indice libre i qui désigne 3 équations et un indice muet j qui désigne une somme.
Explicitement :

Y1 =0a3;X; =a;1Xy +dypXy +ajzxs
Y2 =0y jX; = Ap1X1 + dypXp + dp3X3

Y3 =0a3jXj = d31X1 + d3pXy + d33X3

A. Seghir Cours d’élasticité, 4°™Année et Master I — Génie Civil 14



Lécriture :
Vij = UinUjk )

comporte 2 indices libres i et j et un indice muet k. C’est un ensemble de 9 équations qui donnent
expression du tenseur V en fonction de U : (V =UUYT).

5.3 Symbol de Kronecker

Le symbole delta de Kronecker est défini comme suit :

s _[1 sii=] ®
UT\o sii#j

Il est équivalent a la matrice identité :

Les propriétés du symbole 6 que nous allons rencontrer dans ce cours sont :

1. symétrie : 6;; =0 };

2. isotropie : 6 = ay;@;;6;; = 6;;

3. trace: §;; =011+ 093+ 033 =3

4. produit avec un vecteur : 6;;V; =V;; 6;;V; = V;
particulierement : e; = 9;;e;

produit scalaire des vecteurs unitaires : e; - €; = 6;;

o

6. trace d'une matrice : §;;A;; = A;; =Aj;

5.4 Symbole de Permutation

Le symbole de permutation & est défini comme suit :

1 siijk apparaissent dans 'ordre 12312 ...
&ijk =4 —1 siijk apparaissent dans l'ordre 32132 ... 9

0 siijk apparaissent dans un autre ordre

Dans le cas ou les indices i, j et k prennent en rotation circulaire les valeurs 1,2 et 3, on peut
mettre :

1
Eijk = E(i—j)(j—k)(k—i) (10

ona:
G103 =631 =631 =1
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et:
8130 = 8391 =130 = —1

mais dés que I'un des indices est répété & prend la valeur nulle :

112 = E19g = 33+ =0

Toute interchange dans les indices entraine I'inversion de signe du symbole :

Eijk = —Ekji = Erij = —Eikj

Les produits vectoriels des vecteurs unitaires s’écrivent comme suit :

ei/\ej:éiijkek (11)

D’une maniere générale le produit vectoriel de deux vecteurs U et V s’écrit :
UnV = (use;)n(vie;)
= uivj (ei A e])

= é’ijkuivjek (]—2)

5.5 Identité &-6

Le produit de deux symboles de permutation peut étre écrit en fonction des symboles de Krone-
cker par l'identité suivante :

Eijk Eirs = 03 O0ks — 0sOpr (13)
Eijm Gkim = 0ik0j1 — 0410 jk (14)
Une des applications de cette identité est la démonstration la relation suivante concernant le

triple produit vectoriel.
UaVAW)=(U-W)V —(U-V)W

U, V et W étant trois vecteurs (ou tenseurs d’ordre 1).

En effet, 'equation 12 permet d’écrire :

UNVAW) = ue;a(viejrwiep)

uie; N(vjwiEjer)

Ejauiviwi(e;nep)

= EjubumliViWien

mais &, = — &y et l'identité 5-& donne :
—EimiEikt = Omjbik — O mibij
Le triple produit vectoriel devient donc :

U/\(V/\W) = (6mj6ik - 5mk5l~j)uivjwkem
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et compte tenu de :

OmjVj = Vm
OiWi = w;
6mka =Wy

O::v.=v

ijVi = Vi

on peut écrire :

UNVAW) = uw;v,e, —uv,w,e,
= (U-W)V—(U-V)W

6 Champ tensoriel et différentiation d’'un champ tensoriel

Un champ tensoriel associe a chaque position M(x;), et a chaque instant ¢, un tenseur Tj;..(M, t).
M appartient a une région de l'espace 3D et t varie dans un intervalle de temps. Le champ
est continu et différentiable si toutes les composantes de Tj;... sont des fonctions de M et de t
continues et différentiables. Le champ tensoriel peut étre de n’importe quel ordre.

La différentiation par rapport au temps sera notée :
oTj...
at

ou:T (15)

La différentiation spatiale par rapport a la coordonnée x,, est notée :

O Tyj... )
Ix ou: d,Tjj.. ou bien : Tjj..,, (16)
p
de méme la dérivée partielle seconde par rapport a x, et x, est notée :
0%T;;... ,
ﬁxpﬁxq ou: 8quij... ou bien : Tij...spq a7

6.1 Différentiation d’un vecteur

Si V = Ve, est un vecteur (tenseur d’ordre 1) dont les composantes sont des fonctions continues

de t alors :
ov _ ov; av, oV,

— = e+ e, + e
ot odt ' ot *' ot °

= ‘/iat € = ‘7iei (18)

Si A est un tenseur d’ordre O (scalaire) et A et B sont des tenseurs dordre 1 (vecteurs), on a les
régles de calcul suivantes :

o) _axr, oA
ot Ot ot
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d(A-B) 0A dB

ac o BtA5:
d(ArB) _0A Baa OB
at ot "ot

6.2 Gradient d’un scalaire

On considére un tenseur d’ordre zéro (scalaire) ¢ fonction de la position : ¢ = ¢ (xq, x5, X3), et
s une courbe dans I'espace s = s(x1, Xq, X3).

X

F1G. 3 — Gradient

La variation de ¢ le long de s est donnée par :

d¢p Jd¢ 0 o¢ 0 o¢ 0
¢_¢X1+¢X2+¢X2

— = 19
ds Jx; ds Ox, s Jdx, Os (19)
mais dx;/ds sont les cosinus directeurs du vecteur unitaire u tangent a ds (u; = Xx;,,) :
3 Xq 5' X9 3 X3
u=< > 20
Js Js Js (20)
On introduit le vecteur des dérivées appelé operateur gradient :
0 %, 0
V=< > (21)

axl aXZ 8X3

Lorsqu’il est appliqué a ¢, la quantité V¢ (aussi noté : grad¢) est appélée le Gradient de ¢.

La différentielle de ¢ par rapport a ds peut donc s’écrire en fonction du produit scalaire entre le
vecteur V et le vecteur unité u comme suit :

d¢
ds
En utilisant la notation indicielle :
d
d—d) =0ipu; =,y (23)
s
V =< 81 82 83 >= aiei (24)
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Remarque
Dans les équations d’élasticité que nous allons rencontrer dans ce cours, lorsque i est un indice
libre alors 0;¢p désigne le vecteur gradient de ¢

Interprétation géométrique

Le produit scalaire V¢ - u s’interprete comme la projection du gradient de ¢ sur la tangente a la
courbe s au point considéré :
d¢
d—:v¢-u=}v¢||u|c059 (25)
s
avec 0 est 'angle entre les deux vecteurs et |u| = 1. Ce qui donne la variation de ¢ le long de s
la plus grande lorsque s est paralléle au gradient de ¢ (0 = 0).

D’autre part, lorsque la courbe s est confondue avec 'une des courbes isovaleurs de ¢ (¢ = C**)
alors la variation de ¢ est nulle :
d¢ . A¢
— = lim — =
ds As—0 As
ce qui donne, compte tenu du produit scalaire V¢ - u = 0 un angle 6 de /2 d’ott V¢ perpendi-
culaire aux courbes isovaleurs de ¢

0

Exemple 1
On cherche la dérivée de ¢ = xfxz + x;x3 au point M(1,2,—1) dans la direction donnée par le
vecteurA=<2 -2 1>.

Le gradient de ¢ est :

¢,1=2x1X3 + X3
v¢: (]5,2:.7('%
P,3=x1

il vaut au point M :
Ve(1,2,-1)=<3 1 1>

Le vecteur unitaire de méme direction que A est :

A
u=—=<2/3 -2/3 1>
Al

La dérivée vaut

d¢/ds=V¢p-u=5/3

Exemple 2
Cet exemple montre que le gradient d’une fonction bidimensionnelle est perpendiculaire a ces
courbes d’isovaleurs. On prends

1
§xr1,30) = S(x3 +x3)

Soit en coordonnées cylindriques
1
2
ry=-r
$()=3
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Les courbes isovaleurs de ¢ = C**® sont des cercles concentriques de rayon r = C*® et de centre
(0,0).

Le gradient de ¢ est V¢p =< x; X, >, sa direction s’obtient en le normalisant :
<X; X9> X1 X9

=<
2, ,2 24,2
|<X1 x2>| \/x1+x2 \/x1+x2

>=<cosf sinf >

Il est donc perpendiculaire aux cercles d’isovaleurs de ¢ et on conclue que la variation la plus
rapide de ¢ s’effectue selon le rayon r.

A%
N

Y x

FiG. 4 — Isovaleurs et gradient d’une fonction scalaire

6.3 Divergence et rotationnel d’un vecteur

Si V est un tenseur d’ordre 1 (vecteur) alors :

Le produit scalaire :

. o a4 @ V1
. = < > V:
axl 8)(2 axB 2

V3

aV]_ 3\12 8V3

= 26
dxq + dx, * dx3 (26)

est appelé divergence de V et s’écrit en notation indicielle comme suit :

VV = 81'Vi = Vi, (27)
Le produit vectoriel :
€; €y é€3
V A V - 31 82 83
Vi V2 V3
8V3 8\/2 3v1 81/3 3\/2 aVl

= - = - — 2
3X2 8X3)el+(aX3 3x1)e2+(axl aXZ ¢ ( 8)
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est appelé rotationnel de V et s’écrit en notation indicielle comme suit :

&ijk0;vjey ou bien : & v, ey (29)

Remarques

1. La divergence est un scalaire et le rotationnel est un vecteur. On trouve souvent dans la
littérature les notations : rotV et divV.

2. SiU = V¢, on dit que le vecteur U dérive d’'un potentiel ¢ et nécessairement : rotU =0

3. Le rotationnel d’un gradient est nul :
VA(Vp)=0 V¢
4. La divergence d’un rotationel est nulle

V- (VAV)=0 VYV

6.4 Laplacien d’un scalaire

La divergence d'un gradient d’'une fonction scalaire ¢ est le Laplacien de la fonction. Il est noté
comme suit :

vVvT¢ ou Ap ou bien V¢ (30)
d¢/0x,
A¢p = <3/dx; 0/Fxy O9/Ix3>1¢/Ix,
¢ /0x3
32 32 32
_ % % 0% 1)

ox3  0x: 0Ox3
En notation indicielle :
AP =0,0;=0;;¢ = ¢ (32)

On dit d’une fonction ¢ qui satisfait I’équation de Laplace : A¢ = 0, quelle est harmonique et on
dit qu’elle est bi-harmonique si AA¢ = 0.

6.5 Gradient d’un vecteur et divergence d’une matrice

Par extension des notions précédentes, on introduit le gradient d’un vecteur et la divergence d’'une
matrice lorsque l'operateur V agit sur ces entités.

On défini le gradient d’'un vecteur (tenseur d’ordre 1) V la matrice A telle que :
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soit sous forme matricielle :

ovy/dx, 0Vy/dxy OV;/0x3
A= aVZ/axl 8V2/8X2 8V2/8X3 (34)
0V3/0x, 0Vg/dxy 0OV3/0x3

La divergence d’'une matrice (ou tenseur dordre 2) T est un vecteur V tel que

Vi =Ty, (35)
soit sous forme matricielle :

v, =l 4 9Ty | 2Ty

9x; Jxy Jx3
v=Iv = 0Ty 0Ty 0 T3
- 2 axl aXZ 8x3
Vo = 0Ty , 0Ty | OTs

3 9x1 dxy 0Xx3

7 Théorémes intégrales de Gauss et de Stokes

Considérons un champ tensoriel T;j... définit sur une région de 'espace 3D de volume V délimité
par une surface fermée S. On note n la normale sortante de la surface (figure 5).

X3

ds

X1
FiG. 5 — Theorem de divergence
7.1 Théoreme de Gauss

Le théoréme de divergence de Gauss établie une relation entre l'intégrale sur le volume V des
dérivées du tenseur T et I'intégrale sur la surface S de la projection de T sur la normale n.

f (lek)(nq)ds = f Tijk~~->q dv (36)
S %

L'application de ce théoréme pour les cas des tenseurs les plus courants (matrice, vecteur et
scalaire) s’écrit en utilisant les notations indicielle et matricielle comme suit :
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un scalaire ¢ :

J ¢n;ds =J. ¢;dV ou: J ¢ndS =J grad¢ dV
S 1% s 1%

J Tjnde:J T;,; dV  ou J T~ndS=J divT dV
s 1% s 1%

J &;jkn; Ty dS :J &ijkTr,j AV ou J nATdS :f rotT dV
S 14 s 14

une matrice M :

un vecteur T :

et

JMijnde:f M;j,; AV ou JMndSzf divM dV
S 14 S v

7.2 Théoréme de Stokes

Tandis que le théoréme de divergence de Gauss relie I'intégrale de volume a I'intégrale de surface
fermée délimitant le volume, le théoréme de Stokes lie 'intégrale sur une surface ouverte a une
intégrale curviligne sur la courbe délimitant la surface.

Ainsi si on nome S une surface ouverte avec C la courbe qui la délimite et on considére un élément
de courbe ds de vecteur unitaire u tel que dsu = dx;e; (figure 6), alors pour tout vcteur V :

Jn-(VAV)dS=J Vds (37)
S c
sous forme indicielle :
J é”ijknin,j ds :f Vk dxk (38)
S C
X3
n
ds
Xa
C u
ds

Xy

F1G. 6 — Surface ouverte
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