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Exercice 1
Soit x €]0,7/2[. La fonction t — sint est de classe €3, alors d’aprés le théoréme de Taylor-Lagrange,
il existe ¢ €]0,x][ tel que

in®(0 in®
sinx = sin0+ sin’(0)x + o 5 ( )x2 2 S (C)x3.
Soit aprés calcul de dérivées
sinx = x — c06scx3. (1)

Comme 0 < ¢ <x < m/2 alors 0 < cosc < 1, par conséquent

3

cosc X
0< —x <=
6 6

En reportant cette inégalité dans (1) on obtient

x3
X—— <sinx <x

6

On termine en remarquant que
3 3
X X T
xX——<x—— Vxeg|0,—-|.

Autre méthode:

On a d’apres le théoreme de Taylor-Lagrange

L2
sinx = sin0+ sin’(0)x + s1n2(c) X2
ou ¢ €]0,x[. ce qui donne apres calcul des dérivées
sinx = x_ S0(0) o )

2

Des inégalité 0 < ¢ < x, et vu que la fonction x — sinx est strictement croissante sur |0,7/2|, on
déduit que
0 < sin(c) < sin(x)

D’autre part, il est bien connu que
| sinx| < |x| Vx € R.
Donc
0 < sinc < sinx < x

A fortiori
0 <sinc <x

On reportant ces inégalités dans 2 on obtient
X
x—= < sinx < x



Exercice 2

1.
28 3
e In(l1+x)=x—%5+%+o(x).
e Ona
2 3
ele—f—x—f—%—i—%—i—o(x?’).

ln<1_x) = In(1 —x) —In(e)

D’autre parts,

e
=In(1—x)—1
2 3
:—x—%———1+0(x3)

il suit alors

f(x):ex+ln<1_x>

e
2 3 2 3
x°  x X x
=1 - — 1 3
—|—x+2+6 X > "3 +o(x”)

3
:—%+0(x3)-
L 1—x+x>—x>+o(x)
I+x

On utilise alors la régle de multiplications des DL,

e Ona

g(x) =In(1+x)——

=[(+-5+%) (1= ol

3 11
=x— Exz + €x3 +0(x?).
2.0nag(0)=0 , la regle de compositions des DL s’applique dans ce cas, on calcul alors

2
3 2)+ (x_%XZ)

g(x)
¢ 2

+o0(x?)
2




3. 0na

En posant y =x—1 , on se ramene a développer au voisinage de 0 a [’ordre exigé, plus

précisemment, on a
On tire alors le DL a ’ordre 2 au voisinage de 1;

xi =14 (x—1)— (x—1)2+o((x—1)2).

1— 3 3 3
ex+ln< x) —x+sinx:—%—x+x—%+o(x3):—x—+0(x3)
e

e +1n(1=*) — x +sinx 1
( exz :—§—|—0(1)

On calcule alors la limite aisément,

e’H—ln(ﬂ) —x+sinx 1 |
li = = lim(—= 1))=—=.
x50 P lim(=3+o(l)=—3
Exercice 3

1. On obtient aprés un calcul aisé m m - . Ainsi

x:

4. Ona

d’out

1—|—x (1 +x)

/f(x)dx:/(l_1—2Fx+(lfx)2>dx
2dx 2dx
_/dx lix /(1fx)2

2
:X—21H(|x+1’)—1—_'_x

3. Le calcule de cette intégrale s’effectue moyennant le changement de variable universel t =

tan(3).

[— /’2’ dx
~ Jo (1+sinx)(1+cosx)
2dr

:/1 1442
0 (1+ )(1+ﬁ)
142

1+£2




4. On pose

n 2 2
+k

Vn € N*

; Pt 2k e

By
£(t)

Comme la fonction f est intégrable au sens de Riemann dans Uintervalle [0,1] (f est continue) alors

. . 1 [k 1
P X Iy —

Ona

SI'—k



