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Exercice 1 (5 pts)
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant 0.

1. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange pour la fonction f au point O a [’ordre n. Sous quelles
hypotheses cette formule est-elle valable?

2. Appliquer la formule de Taylor-lagrange sur la fonction x — In(1+x) a l’ordre 1 au voisinage
de 0.

3 Déduire de la question précédente l’inégalité suivante:

2
Vx>0, x—%<1n(1—|—x)<x.

4 L’inégalité précédente est-telle valable quand x €] —1,0[?
Exercice 2 (9 pts)

1. Ecrire le développement limité des fonctions suivantes au voisinage de 0 a ’ordre 3:
x — sin(2x) X > XCOSX x = In(14x%) x+— (1+x)e".

2. Ecrire le DL3(0) de la fonction x — sin(2x) +1n(1 4 x2).

3. Ecrire le DL3(0) de la fonction x — xcosxsin 2x.

4. Ecrire le DL,(0) de la fonction x — In(1 + xcosx).

5. Calculer les limites suivante en utilisant les développements limités:

o sin(2x) — (x+1)e* +1 i In(1+xcosx)

x—=0 x? =0 x(14x)e*
Exercice 3 (6 pts)
On définit la fonction f par
x—1
= R\ {-1
f) =5  xeR\{-1}

1. Déterminer les constantes réelles a,b,c telles que

a bx+d
_l_

= VxeR\{-1
[0 = weR\{-1)
2. Calculer [ f(x)dx
3. Calculer la limite de la suite suivante:
. "k — n?
nLlrfw ) PRy

k=1
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Corrigé Détaillé
Exercice 4

1. La formule de Taylor-Lagrange de f au point O a [’ordre n:

, f(2)<0> f(n)(o) " f(n—|—l)(c)
10 =0+ £ O O P

Ou c est un réel compris strictement entre 0 et x.

La formule précédente est valable lorsque f est de classe C"+! (D)oo,

2. Posons g(x) = In(x+ 1) pour tout x €] — 1,+oo[. Comme g est de classe C* alors il existe un

réel c compris strictement entre O et x tel que

2(x) = (0) + ¢ (0)x+ gmz(c)xz'

On calcule les premieres dérivée de g,

1
1

2
In(l+x)=x—
n(l+x)=x TREAE

3. Reprenons I’égalité précédente pour x > 0. Comme 0 < ¢ < x alors

" _ —1
® g (x)_( +x)2

On obtient ainsi

0< 7<=

et donc

par conséquent

X2
X——> <In(14x) < x.

4. A proprement parlé il y’a deux inégalités, a savoir
x2
-5 < In(14x) et In(l1+x)<x.
La premiére n’est pas valide dans ’intervalle | — 1,0] en effet si

2
x—% <In(l+x) Vxe]—1,0]



Un passage a la limite lorsque x — —1 nous conduit a

3 2
2 lim (x—%) < lim In(1 +x) = —oo,

2 x——1 x——1

ce qui est absurde.

La deuxiéme inégalité quand a elle est vraie dans 'intervalle | — 1,0[. En effet, on a de la

question (3)
2

X
In(1 =X———, €lx,0
n(l+x)=x TESE ¢ €]x,0]
x? x?
et comme —————= >0, alors x — 5 <X, ce qui donne

2(1+c¢)

In(14+x) <x, Vxe|—-1,0[.

1. Développement limité a l’ordre 3 au voisinage de 0,

e sin(2x) = 2x— 3x° +0(x?)
e Onacosx=1-— "72 +0(x?) d’oit xcosx = x — "73 +o(x?).

2(1+c¢)

Exercice 5

2 X

e In(1+x)=x— 5 + 3 +0(x?) et x — x* s’annule en 0

composition nous donne

, alors la regle de

In(14x%) = x> +o(x%).

X
o = 1+x+3—|—g+0(x3), donc
XX
(x+1)ex:(x—|—l)(1+x+E+E)J3—I—0(x3)
3 2 .3
:x+x2+%+1+x+%+%+o(x3)

3 2
=142x4+ =2+ 23 + o).
2 3
: 2 400 3 2 453 3
2. sin(2x) +1In(1 +x ):2x—§x +x +o(x’) =2x+x — ¥ +o(x”).

xcosxsin(2x) = <x— ";) <2x— %‘)9) |, o)



2
4. Onaln(l+x)=x— T o(x?) et xcosx = x+o0(x?), donc par la régle de composition des DL,

2
on obtient
2
In(1+xcosx) =x— 5 +o0(x?)
5. Ona
3
sin(2x) — (x4 1)e"+1 = 2x— <1 +2x+ Exz) +1+40(x?)
-3
= 7)62 +0(x?)
donc

On calcule alors

sin(2x) — (x+1)e*+1 =3
P2 =7 ol
. sin(2x) — (x+1)ef+1 . 3 3
1 =1 -z Nl=-=
X130 2 im\zte) =73

Pour calculer la deuxiéme limite on développe la fonction en question a l’ordre 1. On a

In(1+xcosx) _x—%+o(x?) _ -2 4 o().
X X 2
et 1 1
=1-2x+o(x)

(1+x)e*  14+2x+o(x)

1l suit alors

e = (1-3)0-20] ot =12t =1 kot

On déduit alors
. In(l+xcosx) . 5
1 - I = 1 1 —_ = - 1.
e =l (1= 3r-ot0)

1. En multiplions ’égalité

Exercice 6

x—1 a n bx+d
B4+1 x+1 x2—x+1

(1)

par (x+ 1) on obtient

x—1 bx+d
A —""
x2—x+1 a+(x—i— )xz—x+1

} ) 2
Posons alors x = —1 dans cette derniere on obtient a = —3 .

Multiplions a présent I’égalité (I) par x pour obtenir

xz—x_ ax n bx? +dx
B4+1 x+1 x2—x+1




En passant a la limite lorsque x — +oo on obtient
O=a+b

2
On tire alors b = —a = 3

On substituant la valeur 0 a x dans ’égalité (I), on obtient

—1l=a+d
. 1
amsxd:—l—a:—g. . En somme, on a
x—1 2 2x—1

B+l 3(x+1) +3(x2—x+1)'

2 2x—1
de= [ - d
/f(x) * /( 3(x+1)+3(2—x—|—1)) *
/ +/ 2x—1
B 3x+1 3(x —x+1
:—gln]x+1|—l—§1n|x —x+1]+C. +

Ou C est une constante réelle.

. Ona
Z":nk—n2 B Z”: nz(f—l)
Sk k1”3(1+ﬁ_§)
eigen
_k;ﬁ(w,ﬁ—i)

On remarque alors que la suite précédente est la somme de Riemann de la fonction f sur

Uintervalle [0, 1] relatif a la subdivision uniforme.

La fonction f étant intégrable au sens de Riemann sur [0, 1] alors

. nk n?
nLHEw n3+k3 / fx

2 1
= {—gln|x—|—1|+iln|x2—x+l|}

2

1

0



